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Streszczenie

W pracy pokazano przyktad uzycia nieparametrycznej estymacji danych.
Z pomocaq tej techniki dokonano oszacowania emisji tlenkow azotu (NOx)
na podstawie danych eksploatacyjnych zbieranych podczas normalnej
pracy Elektrocieptowni w Zielonej Gorze. Na wstepnie dokonano krotkie-
go przegladu najbardziej popularnych technik estymacji parametrycznej
i por6wnano je z technikami nieparametrycznymi. Nast¢pnie na prostym
przykladzie pokazano istot¢ dziatania estymacji nieparametrycznej. Pracg
konczy rozdziat, w ktorym krotko omowiono uzyskane wyniki symulacyjne.

Slowa kluczowe: estymacja nieparametryczna, estymacja jadrowa, Elek-
trocieptownia Zielona Goéra.

Nonparametric estimation of selected
parameters of steam and gas power plant

Abstract

In the paper there are shown some practical examples of using nonparametric
estimation. Using this technique there were estimated the nitrogen oxides
(NOx) emissions based on the data taken from a real industry plant (gas
and steam combined heat and power (CHP) plant in Zielona Goéra, Poland).
This work can be treated as a continuation of the paper [2]. In the first
section there is given a short overview of estimation methods, including
the linear and nonlinear regression, and comparison of them with
nonparametric ones. In the second section there is briefly presented the
nonparametric estimation technique and there is given a simple illustrative
example. The third paragraph is dedicated to presenting the experimental
results. Basing on the data from the CHP plant, the NOx emission was
estimated and the satisfactory results (in comparison, for example, with the
results obtained from the linear regression estimator) were obtained. All
calculations were carried out using np package for R-project environment
which implements a variety of nonparametric (and also semiparametric)
kernel-based estimators.

Keywords: nonparametric estimation, kernel estimation, combined heat
and power plant, CHP.

1. Wstep

Analiza regresji jest bardzo popularng i chetnie stosowang tech-
nika statystyczna pozwalajaca opisywaé zwiazki zachodzace
pomiedzy zmiennymi wejsciowymi (objasniajacymi) a wyjscio-
wymi (objasnianymi). Innymi stowy dokonujemy estymacji jed-
nych danych, korzystajac z innych (doktadniej: estymujemy para-
metry modelu). Technika ta rozwija si¢ bardzo intensywnie od
poczatku wieku XX i obecnie jest juz bardzo wnikliwie opraco-
wana. Pozycje [3, 5] nalezy traktowaé jako subiektywny wybor
autorow sposrod bardzo bogatej literatury przedmiotu.

Istnieje wiele roznych technik regresji. Niewatpliwie najpopu-
larniejsza jest regresja liniowa. Jak wskazuje nazwa zaktada ona,
ze pomigdzy zmiennymi objasniajacymi i objasnianymi istnieje
mniej lub bardziej wyrazista zaleznos¢ liniowa. Ponadto musza by¢
dodatkowo spelnione pewne inne zalozenia, ktorych szczegdtow
jednak tu nie podajemy, odsylajac czytelnika do dostepnej literatury.

Pewnymi wariantami podstawowej regresji liniowej sa: regresja
grzbietowa (ang. ridge regression), regresja odporna (ang. robust
regression), regresja logistyczna i inne.

Jezeli w analizowanych danych spodziewamy si¢ nieliniowych za-
lezno$ci migdzy zmiennymi objasniajacymi i objasnianymi to moze-
my postapi¢ na dwa sposoby. Mozemy mianowicie probowaé doko-
na¢ transformacji zmiennych, tak aby w pewnym stopniu ,,uliniowic¢”
model, lub tez rozwazy¢ zastosowanie regresji nieliniowej. Mozna
sprobowac tez zastosowac pewne bardziej zaawansowane i specjali-
styczne modele regresji, jak np. regresja metodg sktadowych gtow-
nych (ang. principal component regression, PCR), regresja metoda
czgsciowych najmniejszych kwadratow (ang. partial least squares
regression PLS) uogodlniona regresja nieliniowa (ang. generalized
non linear least squares, GNLS), odporna regresja lokalnie wazona
Lowess (ang. locally weighted scatterplot smoothing) i inne.

Cecha wspolna wszystkich wyzej wymienionych rodzajow re-
gresji jest to, ze musimy znaé a priori (lub zalozy¢ na wstepie
analizy) jaka$ matematyczna zaleznos¢ wiazaca zmienne objasnia-
jace i objasniane. W zwiazku z tym, wszystkie wymienione wyzej
rodzaje regresji mozemy nazwaé regresjami parametrycznymi.

Zadanie znalezienia wspomnianej postaci matematycznej nie zaw-
sze jest tatwe do wykonania, a czasami wrgcz niewykonalne (gdy
analizujemy dane o bardzo ztozonych zalezno$ciach). W takich sytu-
acjach warto rozwazy¢ uzycie jednej z metod nieparametrycznych,
ktora nie wymaga w zadnym miejscu przyjmowania zalozen co do
postaci funkcji wiazacej dane wejsciowe 1 wyjsciowe. Argumentem za
uzyciem metod nieparametrycznych jest ich prostota. Czgsto jest
bowiem tak, ze nawet jesli uzycie metod parametrycznych jest uza-
sadnione, metody nieparametryczne po prostu fatwiej jest zastosowac.
Ponadto stosowanie metod parametrycznych jest obwarowane ko-
niecznos$cig brania pod uwage wielu zatozen, szczegolnie wzglgdem
rozkladu populacji. Gdy te nie sa spetnione, albo sa spetnione ,,stabo”,
uzyskane wyniki moga by¢ niepewne. Z drugiej strony, gdy zatozenia
co do rozkladu populacji sa dobrze spetnione metody parametryczne
dajq lepsze wyniki niz metody nieparametryczne — generuja mniejszy
blad i bardziej istotne statystycznie wyniki, a testy maja wieksza moc.

W pracy zademonstrowano celowo$é uzycia takiego wilasnie
nieparametrycznego podejscia do celow estymacji pewnych wy-
branych parametréw bloku gazow-parowego w Elektrocieptowni
w Zielonej Gorze [10]. Niniejsza praca jest w pewnym sensie
kontynuacja i uzupetieniem pracy [2]' i dlatego tez pewnych
zawartych tam szczegélowych informacji na temat badanego
obiektu obecnie nie zamieszczamy, odsylajac zainteresowanego
czytelnika do wymienionego zrodta.

2. Wprowadzenie do estymaciji
nieparametrycznej

Aby uzmystowi¢ sobie problemy, jakie moga pojawic si¢
w trakcie estymacji danych, rozwazmy prosty przyklad pokazany

! Praca ta jest obecnie w trakcie publikacji. Osoby zainteresowane prosimy o kontakt
osobisty z autorami celem uzyskania szczegotowych danych bibliograficznych.
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na rysunku 1. Mamy tu pewne dane pomiarowe (zmienna x, obja-
$niajaca oraz zmienna y, objasniana). Widaé, ze zalezno$¢ jest na
pewno daleka od liniowej. Zastosowanie klasycznej regresji li-
niowej jest absolutnie niedopuszczalne. Z drugiej strony zastoso-
wanie tzw. nieparametrycznej estymacji jadrowej da)zje nam bardzo
fadne dopasowanie krzywej do estymowanej funkcji~.

s
SfEee, o dane z pomiarow

e oo o — estymacja jadrowa

~ — estymowana funkcja

---- Klasyczna regresja liniowa

>
2
S 25
£
|5
20
15
1.0 os 5 b °,
A ST
2.°e
05 ° e
0.0
0 0.1 02 03 04 0.5 06 07 08 09 1
zmienna X
Rys. 1. Istota estymacji nieparametrycznej
Fig. 1.  The idea of nonparametric estimation

Aby dobrze zrozumie¢ istot¢ dziatania estymacji nieparame-
trycznej wykonajmy nastepujace rozumowanie [6]°. Niech beda
dane dwie jednowymiarowe zmienne losowe X oraz Y oraz uzy-
skana z nich préba losowa (x;,y,),...,(x,V,), gdzie n oznacza ilo$¢
obserwacji. Poszukujemy funkcji f, ktora najlepiej charakteryzo-
wataby ew. zalezno$¢ migdzy zmiennymi losowymi X oraz Y. Jej
estymator m(x) wyznacza si¢ tak, aby zminimalizowaé wyrazenie

> [y, —mex)] )

Zmienne losowe sa powigzane ze soba relacja y,=m(x;)+e;,
gdzie e¢; to bialy szum o pewnych okreslonych witasciwosciach
statystycznych. Funkcja m(x) opisuje warunkowa warto$¢ oczekiwa-
ng zmiennej losowej Y pod warunkiem, ze zmienna X przyjeta zadang
warto$¢ x, czyli m(x)=E(Y|X=x). W odr6znieniu od metod estymacji
parametrycznej, estymator (x) nie ma postaci funkeji analitycznej
a jest po prostu pewna gladka, ale o nieznanej postaci, funkcja.

Zatoézmy, iz chcemy wyznaczy¢ warto$é mi(x) biorac pod uwa-
ge¢ punkty z jego otoczenia D,=[x-b, x+b], b>0. Wowczas mi(x)
mozna estymowac nastepujacym wyrazeniem:
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#{x,eD.} | @

m(x) =

gdzie #{x;eD,} jest liczba elementéw wewnatrz D,. Zauwazmy,
ze m(x,) mozna zapisa¢ w postaci

n
zi:l WL\'yi
n b
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gdzie w;,= 0 lub 1 zwane jest waga. Rownanie (3) jest niczym
innym jak wzorem na $rednig wazona. Dane, ktéorym przypisano
wigksze wagi majg wiekszy udzial w okresleniu $redniej wazonej
niz dane, ktérym przypisano mniejsze wagi.

Powyzsza postaé estymatora ma znaczenie tylko teoretyczne,
gdyz uzyskiwane estymaty nie sg gtadkie ani doktadne. Niemniej

m(x,) =

3)

% Powyzszy przyklad jest troche sztuczny, gdyz powstal w ten sposob, ze najpierw
zatozyliémy sobie jaka$ bardzo nieliniowa posta¢ funkcji (linia przerywana), nastep-
nie losowo zaburzylismy ja (koteczka na wykresie) i nastgpnie probowalismy esty-
matorem jadrowym dopasowacé si¢ mozliwie jak najlepiej do tej funkcji.

* Ograniczamy si¢ do niezbyt formalnego pokazania istoty estymacji nieparametrycz-
nej. Stricte matematyczne uzasadnienie jest do$¢ ztozone iosoby zainteresowane
moga siggna¢ do dostgpne;j literatury, np. [4-6]
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jednak (3) dobrze obrazuje istot¢ zagadnienia. W praktyce wagi
w;, Zastgpowane sa przez funkcja o postaci

1 X —X,
W[X:ZK( h IJEKh(x_xi), “

gdzie K(x) jest okre§lane mianem jadra estymatora i ma najcze-
$ciej postac funkcji gaussowskiej (normalnej)

K(x)= \/%exp[— XZJ’ ©)

natomiast 4 jest pewnym ustalonym, dodatnim wspotczynnikiem
wygladzania (ang. bandwidth). Otrzymujemy wigc podstawowa postaé
jadrowego estymatora regresji zwanego estymatorem Nadaraya-

Watsona [7, 9].
n X=X
Zi:l K( h jy' n

M(x)=——— "= wy,. (6)
3

zn X=X
i=1

h

Bardzo istotne znaczenie dla ksztattu linii regresji ma wlasciwy
dobor wspdtczynnika wygtadzania 4. Opracowano wiele algoryt-
mow jego automatycznego doboru. Mniej istotna jest natomiast-
posta¢ funkcji jadrowej. W literaturze zaproponowano kilka in-
nych jej ,,zastepnikéw” [6]. Najpopularniejsze to jadra: Epanecz-
nikowa, jednostajne, dwuwagowe, trojkatne.

Na rysunku 2 pokazano wyniki estymacji bardzo prostego przy-
ktady (zbioru danych) sktadajacego si¢ zaledwie z 6 punktow
(1,12), (2,14), (3,18), (4.16), (5.20), (7.17). Pokazano na nim
punkty wejsciowe, wartosci estymat w tych punktach wyliczone
wedlug wzoru (6) oraz cata krzywa regresji (wspdtczynnik wygta-
dzania 4#=1). Wida¢, ze nawet dla tak prostego przyktadu estyma-
cja jest catkiem dobra. Zaznaczono réwniez wartosci liczbowe
m(x;) wyliczone wprost z rdwnania (6).

21

20 n

zmienna Y
>

— krzywa estymowana
- - dane wejsciowe
@ estymaty dia danych wejsciowych

0 1 2 3 4 5 6 7 8

zmienna X

Rys. 2. Jadrowy estymator funkcji regresji: wyniki estymacji
Fig. 2. Kernel estimator of the regression function: estimation results
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Rys. 3. Jadrowy estymator funkcji regresji: przebiegi funkcji jadrowej
Fig. 3. Kernel estimator of the regression function: kernel function plots
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Na rysunku 3 (ma on dwie osie Y) pokazano doktadne przebiegi
funkcji jadrowej (5) w otoczeniu 6. punktéw wejsciowych wraz
z tymi punktami.

3. Wyniki eksperymentéow

Omoéwiona w poprzednim rozdziale technike regresji niepara-
metrycznej zastosowano do analizy danych rzeczywistego obiektu
przemystowego. Jest nim Elektrocieptownia w Zielonej Gorze
[10]. Podjeto probe oszacowania (estymacji) wielkosci emisji
tlenkow azotu (NOx,) na podstawie danych eksploatacyjnych
zbieranych podczas normalnej pracy Elektrocieplowni w Zielonej
Gorze. Dokladniejsze informacje na temat obiektu, sposobu wybo-
ru zmiennych objasniajacych i1 objasnianych oraz wstgpnego
przygotowania danych zamieszczono w pracy [2]. W tym miejscu
nie bedziemy wigc ich powtarza¢. Wspomnijmy tylko, Zze wybrano
3 zmienne objasniajace: (a) temperatura spalin przed tzw. prze-
grzewaczem wysokiego cisnienia w kotle odzysknicowym KO, (b)
temperatura sprezonego powietrza podawanego do komory spala-
nia turbiny gazowej oraz (c) wilgotno$¢ powietrza. Zmienng obja-
$niang jest wielko$¢ emisji tlenkow azotu NOX.

Eksperymenty wykonano stosujac, oprocz estymatora Nadaraya-
Watsona (6), réwniez nieco bardziej ztozony estymator jadrowy,
ktéry nosi nazwe liniowej lokalnej regresji jadrowej (ang. local
linear kernel regression) i daje, przynajmniej teoretycznie, nieco
lepsze wyniki. Obliczenia wykonywano uzywajac systemu R
(dedykowanego gldwnie do obliczen statystycznych) i pakietu
o nazwie np [12]. W pakiecie tym zaimplementowano m.in. dwie
rézne wersje estymatordw jadrowych: wspomniany juz estymator
Nadaraya-Watsona oraz liniowej lokalnej regresji jadrowej oraz
dwie metody automatycznego doboru wspotczynnika wygladzania
h: metode krzyzowego uwiarygodniania najmniejszych kwadra-
tow (ang. least-squares cross-validation) oraz metodg¢ krzyzowego
uwiarygodniania Kullbacka-Leiblera [12]. W materiatach referen-
cyjnych do tego pakietu mozna znalez¢ odno$niki do pozycji
literaturowych dotyczacych algorytméw wyboru wartosci parame-
tru 4 (ang. bandwidth selection).

W tabeli 1 zebrano najwazniejsze wyniki eksperymentéw. Po-
grubiono najlepsze rezultaty. Poréwnujac otrzymane wyniki z ty-
mi, ktére otrzymano dla prostej regresji liniowej [2] mozna
stwierdzié, ze regresja nieparametryczna pozwala uzyskiwaé duzo
lepsze wyniki. W przypadku regresji liniowej najlepszy wynik dla
wspblczynnika determinacii R’ jaki udato sie uzyskaé nieznacznie
tylko przekraczat warto$¢ 0.4. Natomiast blad MSE byt kilka razy
wiekszy. Zwréémy rowniez uwage, ze teoretycznie gorszy esty-
mator Nadaraya-Watsona w tym konkretnym przypadku okazat
si¢ lepszy niz liniowy estymator lokalnej regresji jadrowej. Po-
twierdza to znany fakt, ze ostatecznego wyboru konkretnej meto-
dy nieparametrycznej nalezy dokonaé analizujac uzyskane wyniki
dla konkretnego zadania. Podobnie sytuacja ma si¢ metoda doboru
parametru wygtadzania 4. W naszym eksperymencie lepsza okaza-
fa si¢ metoda krzyzowego uwiarygodniania najmniejszych kwa-
dratow, ktora jest mniej ztozona niz metoda Kullbacka-Leiblera
a mimo to daje lepsze wyniki.

Na rysunki 4 pokazano przebieg oryginalnej zmiennej NOx
oraz jej estymacje¢ nieparametryczna, jak rowniez wartosci btedow
szacowania.

Tab. 1. Wyniki estymacji nieparametrycznej dla réznych postaci estymatorow
oraz r6znych metod wyboru parametru /

Tab. 1. Results of nonparametric estimation for different types of kernel
regression estimators and different methods of selecting bandwidths

typ estymatora | metoda wyboru wspoélczynnik blad MSE (ang.
jadrowego parametru & determinacji R’ mean square error)
NW KL 0.732 0.969
NW LS 0.856 0.532
LLRJ KL 0.632 1.322
LLRJ LS 0.843 0.577

NW — estymator Nadaraya-Watsona
LLRIJ - liniowa lokalna regresja jadrowa
KL — Kullback-Leibler cross-validation

LS — least-squares cross-validation
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Rys. 4. Przebieg oryginalnej zmiennej NOx oraz jej estymacja
Fig. 4.  Original values of NOx and its estimates

4. Wnioski

W artykule zademonstrowano uzycie nieparametrycznej metody
estymacji danych z rzeczywistego obiektu przemystowego (Elek-
trocieplownia w Zielonej Gorze. Uzyskano bardzo dobre wyniki,
znacznie przewyzszajace te, ktore sa mozliwe do uzyskania przy
zastosowaniu bardziej klasycznej metody estymacji, jaka jest
regresja liniowa.

Celowym bytoby wykonanie podobnych eksperymentéw na in-
nych fragmentach badanego obiektu i poréwnanie wynikow.
Warto by rdwniez przeprowadzi¢ doktadniejsze konsultacje z pra-
cownikami ECZG, odnosnie wyboru do symulacji takiego frag-
mentu, ktory bytby wazny z praktycznego punktu widzenia.
Wstepnie wydaje si¢, ze analiza obiegu wody chtodzacej (skra-
placz, chtodnia kominowa) bytaby bardzo pozadana.

Celem przyblizenia czytelnikowi istoty estymacji nieparame-
trycznej zamieszczony réwniez bardzo prosty przyktad numerycz-
ny. Na danych sktadajacych si¢ tylko z 6 probek zademonstrowa-
no stosowne wyniki obliczen.
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