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S t r e s z c z e n i e  
 

Artyk uł  p rz ed staw ia p rob l em atyk ę  ob l icz an ia w artoś ci ocz ek iw an ej ,  
ob cią ż en ia i w arian cj i cyf row eg o estym atora w artoś ci ś red n iej  syg n ał ó w  
p rz yp ad k ow ych . W  rz ecz yw istych  sytuacj ach  p om iarow ych  estym acj a 
ob cią ż en ia i w arian cj i,  w ym ag a n aj cz ę ś ciej  w iel ok rotn eg o p ow tarz an ia 
ek sp erym en tu p om iarow eg o. N ie są  p rz y tym  sf orm uł ow an e k ryteria 
d otycz ą ce d ok ł ad n oś ci p row ad z on ych  osz acow ań . Z ap rez en tow an e  
w  p racy w z ory om ij aj ą  p rob l em  n iej ed n oz n acz n oś ci osz acow ań  i um oż l i-
w iaj ą ,  n a p od staw ie m om en tó w ,  ob l icz en ie ob cią ż en ia i w arian cj i cyf ro-
w eg o estym atora w artoś ci ś red n iej  syg n ał ó w .  
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  cyf row y estym ator w artoś ci ś red n iej ,  w artoś ć  ocz ek iw a-
n a,  ob cią ż en ie,  w arian cj a estym atora. 
 
P oint estim ation of  th e m ean v alue d igital  
estim ator of  rand om  signals 

 
A b s t r a c t  

 
I n  th e p ap er th ere is d iscussed  a p rob l em  of  estim ation  of  th e ex p ected  
v al ue,  b ias an d  v arian ce of  th e m ean  v al ue d ig ital  estim ator of  ran d om  
sig n al s. I n  real  m easurem en t task s th e estim ation  of  th e v arian ce an d  b ias 
v al ues req uires n um erous rep etition s of  m easurem en t ex p erim en ts.  
M oreov er,  th ere are n o cl ear criteria of  th e estim ation  accuracy. T h e 
eq uation s f orm ul ated  in  th is p ap er al l ow  av oid in g  th e p rob l em  of  th e 
estim ation  un certain ty  an d   cal cul atin g  th e b ias an d  v arian ce of  th e d ig ital  
estim ator of  th e m ean  v al ue sig n al s b asin g  on  th e so cal l ed  m om en ts. T h e 
p ap er is d iv id ed  in to 4  section s. S ection  1 con tain s a sh ort in trod uction  to 
th e issues of  th is p ap er. I n  S ection  2 th ere is g iv en  a d ef in ition  of  th e 
d ig ital  estim ator of  th e m ean  v al ue sig n al . T h e estim ator’ s ex p ected  v al ue  
is cal cul ated  – E q . ( 2) . O n  th e b asis of  E q . ( 2) ,  th e b ias caused  b y q uan tiz ation  
is g iv en  b y E q . ( 4 ) . T h e v arian ce is d escrib ed  b y E q . ( 7) ,  w h il e th e m ean  
sq uare error b y E q . ( 8 ) . I t al l ow s ev al uatin g  th e con sisten cy estim ator. T h e 
v arian ce of  th e m ean  v al ue E q . ( 13 )  is d eterm in ed  b asin g  on  th e W id row  
th eory of  q uan tiz ation  E q . ( 10-12) . I n  th e n ex t section  th ere is p resen ted  an  
ex am p l e of  d eterm in in g  th e b ias – E q . ( 17)  an d  v arian ce E q . ( 20)  of  th e 
m ean  v al ue d ig ital  estim ator of  a  G aussian  sig n al . T h e ch aracteristic 
f un ction  of  th e G aussian  sig n al  is g iv en  b y E q . ( 15 ) . T ab l e 1 p resen ts th e 
resul t of  cal cul atin g  th e m ean  v al ue v arian ce f or v aryin g  sig n al  am p l itud e 
an d  in creasin g  A/ D  resol ution . S ection  4  sum m ariz es th e in v estig ation s 
an d  p resen ts som e con cl ud in g  rem ark s. T h ere are d iscussed  ap p l ication s  
of  th e ob tain ed  ex p ression s to ev al uation  of  th e m easurem en t resul t  
un certain ty of  th e m ost im p ortan t sig n al  p aram eters.  
 
K e y w o r d s :  m ean  v al ue d ig ital  estim ator,  ex p ected  v al ue,  b ias,  estim ator’ s  
v arian ce. 
 
1 .  Wstę p  
 
P oję c ie estym ac ji jest ró wnoz nac z ne z  p oję c iem  oc eny l u b  

osz ac owania. D o osz ac owywania c ią g u  wartoś c i stosu je się  trz y 
m iary statystyc z ne. S ą  to wartoś ć  ś red nia,  warianc ja i od c h yl enie 
stand ard owe. O b l ic z enie wartoś c i ś red niej m a z nac z enie,  z  c o 
najm niej trz ec h  p od stawowyc h  p owod ó w. P o p ierwsz e wartoś ć  
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ś red nia stanowi p od stawową  m iarę  tend enc ji i roz rz u tu  z m iennej 
l osowej,  jej ob l ic z anie wym ag ane jest w najb ard z iej p od stawo-
wyc h  z astosowaniac h . P o d ru g ie p aram etr ten m oż e b yć  p od stawą  
d o oc eny stac jonarnoś c i syg nał u . P o trz ec ie wartoś ć  ś red nia m oż e 
b yć  u z ysk ana w sp osó b  p oś red ni z  innyc h  p aram etró w syg nał ó w 
[ 1] . O b l ic z anie warianc ji m a nieb ag atel ne z nac z enie w p roc esie 
b ad ania wł asnoś c i syg nał ó w. Z a p om oc ą  warianc ji b ad ać  m oż na 
z g od noś ć  estym atoró w,  m ierz yć  sk u tk i b ł ę d ó w k wantyz ac ji  
i u ż ytec z noś ć  al g orytm ó w u ś red niania syg nał u . W arianc ja u toż -
sam iana z e z ró ż nic owaniem  z b iorowoś c i d aje p oję c ie,  w jak im  
z ak resie wartoś c i sk u p ione w c ią g u  f l u k tu u ją  wok ó ł  wartoś c i 
ś red niej c ią g u  i d ostarc z a d ob rz e z d ef iniowanej m iary il oś c iowej 
tyc h  f l u k tu ac ji [ 2] . O b l ic z ają c  p ierwiastek  k wad ratowy z  warianc ji 
otrz ym u jem y od c h yl enie stand ard owe. W  m etrol og ii od c h yl enie 
stand ard owe stosu je się  d o ok reś l enia innej waż nej wiel k oś c i 
naz ywanej niep ewnoś c ią  p om iaru  [ 3 ] . 
W  artyk u l e p rz ed stawiono z al eż noś ć  m atem atyc z ną  u m oż l iwia-

ją c ą  ob l ic z enie wartoś c i ś red niej syg nał u  l osoweg o sk wantowane-
g o w p rz etwornik u  A / C  typ u  z aok rą g l ają c eg o o id eal nej c h arak te-
rystyc e k wantowania. O b l ic z ono wartoś ć  oc z ek iwaną  tak  z d ef i-
niowaneg o estym atora. N astę p nie wyz nac z ono jeg o ob c ią ż enie  
i wariac ję . N a p od stawie warianc ji i b ł ę d u  ś red niok wad ratoweg o 
estym atora oc eniono jeg o z g od noś ć . W  c h arak terz e p rz yk ł ad u  z ap re-
z entowano wynik i ob l ic z eń  ob c ią ż enia i warianc ji c yf roweg o estym a-
tora wartoś c i ś red niej syg nał u  l osoweg o o roz k ł ad z ie g au ssowsk im . 
 

2 .  Wartoś ć  oc zek iw ana, obc ią żenie  
i w arianc j a c y f row ego esty m atora w artoś c i 
ś red niej  sy gnał ó w  p rzy p ad k ow y c h  

 
N iec h  p rz etwornik  A / C  b ę d z ie id eal ny w swoim  d z iał aniu   

i wsz ystk ie m oż l iwe b ł ę d y p om ię d z y 2/q−  a 2/q  ( q – k rok  
k wantowania) b ę d ą  ró wnie p rawd op od ob ne. P onad to niec h  f u nk -
c ja g ę stoś c i p rawd op od ob ień stwa b ł ę d u  k wantyz ac ji qe  b ę d z ie 
jed nostajna,  p rz y c z ym :  
 ,nne qq −=  (1) 
 
g d z ie n – syg nał  p ierwotny,  qn – syg nał  sk wantowany.  
E stym ator qn

~  p rawd z iwej wartoś c i ś red niej µ  m oż na osz ac o-
wać  na p od stawie sk wantowanyc h  i niesk orel owanyc h  p ró b ek  
syg nał u  qn  z g od nie z e wz orem :  
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g d z ie M  to l ic z b a p ró b ek  syg nał u . 
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Estymator qn
~  można roz umi eć j ak o statystyk ę z mi ennyc h  l o-

sow yc h  odp ow i adaj ąc yc h  p osz c z eg ó l nym p ró bk om syg nał u qn . 
T ak i e z mi enne maj ą j ednak ow y roz k ł ad p raw dop odobi eń stw a,  
i dentyc z ny z  roz k ł adem c ał ej  p op ul ac j i . S tatystyk a qn

~  sama też 
j est z mi enną l osow ą. T o w ażne sp ostrz eżeni e p oz w al a na obl i c z e-
ni e w artoś c i  oc z ek i w anej  estymatora z e w z oru (2).  
K orz ystaj ąc  z  def i ni c j i  bł ędu k w antyz ac j i  qe  otrz ymuj emy: 
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J ak  w yni k a z e w z oru (3) estymator qn

~  j est obc i ążony dodat-
k ow ą,  w yni k aj ąc ą z  k w antow ani a sk ł adow ą,  ró w ną [ ]qeE .  
P oni ew aż w p ł yw  p ró bk ow ani a j est p omi j any j edynym ź ró dł em 
bł ędu j est sytuac j a,  w  k tó rej  [ ] 0≠qeE . B ł ąd ten można op i sać 
w z orem [ 4] : 
 [ ] .~ qn eEb

q
=  (4) 

 
W ari anc j ę estymatora qn

~  można obl i c z yć z  def i ni c j i  na p odstaw i e 
w z oru: 
 [ ] [ ]( ) ( ) [ ].~~~~~ 222
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M ożna z auw ażyć,  że: 
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U w z g l ędni aj ąc  z al eżnoś c i  (3) i  (6) w e w z orz e (5) otrz ymuj emy: 
 

 [ ] [ ] [ ]( ).1~ 22
qqq nEnE

M
nVar −=  (7) 

 
K orz ystaj ąc  z e w z oró w  (3) i  (6) można obl i c z yć bł ąd ś redni o-

k w adratow y 2~
qn

∆  estymatora qn
~ : 
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W ari anc j a [ ]qnVar ~  i  bł ąd ś redni ok w adratow y 2~

qn
∆  są ró żne. P o-

mi mo,  że dl a rosnąc ej  l i c z by p ró bek  M  w ari anc j a z e w z oru (7) 
sz ybk o mal ej e i  dl a ∞→M  p rz yj muj e w artoś ć ró w ną z ero,  to qn

~  

ni e j est estymatorem z g odnym. J eżel i  syg nał  n  k w antow any był by 
w  p rz etw orni k u o ni esk oń c z eni e dużej  roz dz i el c z oś c i  B  to estyma-
tor qn
~  z dążał by stoc h astyc z ni e do p raw dz i w ej  w artoś c i  ś redni ej  µ . 

U w z g l ędni aj ąc  def i ni c j ę bł ędu k w antyz ac j i  qe  w e w z orz e (7) 
otrz ymuj emy: 
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M
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M omenty p i erw sz eg o i  drug i eg o rz ędu bł ędu k w antyz ac j i  qe  

oraz  w yrażeni e k orel ac yj ne w i ążąc e syg nał  n  i  bł ąd k w antyz ac j i  
qe  można obl i c z yć na p odstaw i e w z oró w  [ 4] : 
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g dz i e ( ) [ ]jvn

n eEv =Φ j est f unk c j ą c h arak terystyc z ną odp ow i ada-
j ąc ą syg nał ow i  n  [ 5,  6] . 
W yrażeni a [ ]nE  i  [ ]2nE  to momenty z w yk ł e p i erw sz eg o  

i  drug i eg o rz ędu. W  tec h ni c e naz yw ane są one odp ow i edni o w ar-
toś c i ą ś redni ą i  ś redni ok w adratow ą syg nał u n . 
U w z g l ędni aj ąc  w z ory (1 0 )-(1 2) w e w z orz e (9) otrz ymuj emy: 
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J eżel i  syg nał  n  ma z erow ą w artoś ć ś redni ą µ  i  odp ow i ada mu 

symetryc z na f unk c j a c h arak terystyc z na nΦ  to: 
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N a p odstaw i e w z oru (1 3) i  f unk c j i  c h arak terystyc z nej  nΦ  od-

p ow i adaj ąc ej  badanemu syg nał ow i  można obl i c z yć w ari ac j ę 
estymatora w artoś c i  ś redni ej  sk w antow aneg o syg nał u. 
 
3. P r z y k ł a d  
 
W  c h arak terz e p rz yk ł adu roz w ażmy syg nał  l osow y n  o roz k ł a-

dz i e g aussow sk i m i  odc h yl eni u standardow ym nσ . S yg nał  n  
p oddano k onw ersj i  A / C  w  p rz etw orni k u o roz dz i el c z oś c i  B .  
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Badanemu sygnałowi odpowiada funkcja charakterystyczna po-
staci [ 5,  6 ] : 
 ( ) .

225.0 nvjv
n eev

σµ −=Φ  (1 5) 
 
N a podstawie (1 5) otrzymujemy pochodną  funkcji nΦ : 
 

 ( ) ( ) ( ).2 vjvv nnn Φ+−=Φ µσ&  (1 6 ) 
 
Przyjmuje się  w ogó l noś ci,  ż e sygnał l osowy n  o rozkładzie 

gaussowskim jest sygnałem o zerowej wartoś ci ś redniej µ . Po-
nieważ  funkcja nΦ  ze wzoru (1 5) jest symetryczna wzgl ę dem 
zerowej wartoś ci ś redniej µ  to na podstawie (4) i (1 0) otrzymu-
jemy,  ż e: 
 [ ] .0~ == qn eEb

q
 (1 7 ) 

 
W ynikają ce z kwantowania ob cią ż enie 

qn
b~  jest ró wne zero,   

a zatem estymator qn
~  wartoś ci ś redniej b adanego sygnału jest 

nieob cią ż ony.  
K ol ejne momenty sygnału l osowego n  o rozkładzie gaussow-

skim moż na ob l iczyć  ze wzoró w [ 4] : 
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 (1 8) 

 
K orzystają c z zal eż noś ci (1 8) otrzymujemy,  ż e [ ] µ=nE  oraz 
[ ] 222

nnE σµ += . S tą d na podstawie wzoró w (1 5) i (1 6 ): 
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Ponieważ  funkcja nΦ  ze wzoru (1 5) jest symetryczna wzgl ę -

dem zerowej wartoś ci ś redniej µ  to wzó r (1 9 ) upraszcza się  do 
postaci: 
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J ak pokazano w punkcie 2  pracy,  w ogó l noś ci wariancja [ ]qnVar ~  nie jest ró wna b łę dowi 2~

qn
∆ . J ednakż e dl a b adanego 

sygnału 0=µ  oraz 0=b . Ponadto dl a ∞→M  wariancja [ ]qnVar ~  ze wzoru (2 0) przyjmuje wartoś ć  ró wną  zero. O znacza to,  
ż e estymator qn

~  wartoś ci ś redniej sygnału jest nie tyl ko nieob cią -
ż ony,  al e i zgodny.  
W  tab . 1  przedstawiono wyniki ob l iczeń  wariancji cyfrowego 

estymatora wartoś ci ś redniej sygnału l osowego o rozkładzie  

gaussowskim. Podczas ob l iczeń  przyję to 0001=M ,  3=B ,  
.2/3 1−

=
B

nq σ  Badania powtó rzono dl a 8=B . Z akres zmiany 
indeksu sumy we wzorze (2 0) ograniczono do 1  000. 
 

Tab. 1.  W ar i an c j a c y f r o w e g o  e s t y m at o r a w ar t o ś c i  ś r e d n i e j  s y g n ał u  l o s o w e g o   
o  r o z k ł ad z i e  g au s s o w s k i m  

Tab. 1.    V ar i an c e  o f  t h e  m e an  v al u e  d i g i t al  e s t i m at o r  o f  G au s s i an  P D F  s i g n al  
 

[ ] [ ]2~
VnVar q  [ ]Vnσ  

3=B  8=B  
25.0  00655.0  00625.0  
5.0  0262.0  0250.0  

75.0  0589.0  0563.0  

0.1  105.0  100.0  

 
Z wię kszenie dyspersji sygnału powoduje zwię kszenie rozrzutu 

wynikó w wokó ł wartoś ci ś redniej. O b serwujemy wó wczas wzrost 
wariacji. J ak pokazują  wyniki ob l iczeń  zamieszczone w tab . 1 ,  
zmiana odchyl enia standardowego nσ  sygnału l osowego o roz-
kładzie gaussowskim wywołuje oczekiwany wzrost wariancji 
estymatora qn

~  wartoś ci ś redniej sygnału qn . C o ciekawe,  rosną ca 
rozdziel czoś ć  przetwornika w niewiel kim stopniu kompensuje 
wzrost wariancji. O znacza to,  ż e powodowana kwantowaniem 
degradacja sygnału n  tyl ko nieznacznie wpływa na koń cową  
wartoś ć  wariancji cyfrowego estymatora wartoś ci ś redniej sygnału 

qn . W pływu tego jednak nie moż na zaniedb ać  podczas oceny 
niepewnoś ci wyniku pomiaru wartoś ci ś redniej sygnału qn .  
 
4. W n i o s k i  
 
W  artykul e przedstawiono postać  cyfrowego estymatora warto-

ś ci ś redniej sygnału. O b l iczono wartoś ć  oczekiwaną  estymatora. 
N a tej podstawie wyznaczono wynikają ce z kwantowania ob cią -
ż enie. W  dal szej czę ś ci artykułu przedstawiono zal eż noś ć  mate-
matyczną  umoż l iwiają cą  ob l iczanie wariancji estymatora. N a tej 
podstawie oraz na podstawie b łę du ś redniokwadratowego estyma-
tora oceniono jego zgodnoś ci. Badany estymator okazał się  nie 
tyl ko ob cią ż ony,  nie b ył ró wnież  estymatorem zgodnym. W  rze-
czywistych sytuacjach pomiarowych estymacja ob cią ż enia i wa-
riancji wymaga najczę ś ciej wiel okrotnego powtarzania ekspery-
mentu pomiarowego. N ie są  przy tym sformułowane kryteria 
dotyczą ce dokładnoś ci prowadzonych oszacowań . Przedstawione 
w pracy wzory omijają  prob l em niejednoznacznoś ci oszacowań   
i umoż l iwiają ,  na podstawie momentó w,  ob l iczenie ob cią ż enia  
i wariancji estymatora wartoś ci ś redniej skwantowanego sygnału. 
W yniki b adań  zamieszczone w artykul e są  kl uczowe podczas 
oceny niepewnoś ci wyniku pomiaru wartoś ci ś redniej ob l iczanej 
na podstawie cyfrowych danych pomiarowych. T o zagadnienie 
b ę dzie przedmiotem dal szych b adań  autoró w referatu. 
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