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S t r e s z c z e n i e  
 

W  art yk u le p rz ed st awi ono m od el p roc esu  rep et yc yj neg o z bu d owany p rz y 
wyk orz yst ani u  m et od  p od p rz est rz eni i . R z ą d  syst em u  i  m ac i erz e ni ez naneg o 
syst em u  są  wyz nac z ane z  sek wenc j i  d anyc h  wej ś c i owyc h  i  wyj ś c i owyc h  
ak t u alneg o p asa i  sek wenc j i  wyj ś c i owej  p op rz ed ni eg o p asa. Proc ed u ra 
i d ent yf i k ac j i  m oż e być  p owt arz ana d la k olej nyc h  p asó w. Prop onowane 
p od ej ś c i e m oż e być  u ż yt ec z ne ni e t ylk o d la i d ent yf i k ac j i  st ac j onarnyc h  
li ni owyc h  p roc esó w p owt arz alnyc h , ale t ak ż e d la p roc esó w z  wolno ewolu -
u j ą c ą  d ynam i k ą  lu b p roc esó w, k t ó ryc h  d ynam i k a z m i eni a si ę  sk ok owo z  p asa 
na p as ( np . syst em y st eru j ą c e p rod u k c j ą  wyt warz ani a bu t elek  p last i k owyc h ) . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  m od ele w p rz est rz eni  st anó w, m et od y p od p rz est rz eni , 
alg oryt m y i d ent yf i k ac j i , est ym ac j a p aram et ró w. 
 
De t e r minis t ic  s u b s p a c e  id e nt if ic a t ion 
of  a  line a r  r e p e t it iv e  p r oc e s s  

 
A b s t r a c t  

 
I n t h e p ap er i d ent i f i c at i on of  t h e li near rep et i t i ve p roc esses u si ng  t h e 
su bsp ac e m et h od s i s c onsi d ered . G enerally sp eak i ng ,  c onst ru c t i ons of  t h e 
d et erm i ni st i c  reali z at i on t h eory are t ranslat ed  by t h e  su bsp ac e m et h od s 
i nt o p roc ed u res ( F i g . 1 ) . T h e p roc ed u res wh i c h  work  on m easu red  d at a are 
u sed  f or m od el bu i ld i ng  [ 5, 6 ] . S u bsp ac e alg ori t h m s c onsi st  of  t wo st ep s. 
I n t h e f i rst  st ep , t h e ord er and  t h e ex t end ed  observabi li t y m at ri x  are rec overed  
d i rec t ly f rom  t h e i np u t -ou t p u t  d at a [ 2] . I n t h e sec ond  st ep , t h e u nk nown 
syst em  m at ri c es are d et erm i ned  ei t h er vi a d et erm i ni ng  t h e st at e seq u enc es 
and  c om bi ni ng  t h em  wi t h  t h e i np u t -ou t p u t  d at a or d et erm i ni ng  t h e m at ri c es 
A and  C  d i rec t ly f rom  t h e ex t end ed  observabi li t y m at ri x  and  u si ng  t h em  t o 
d et erm i ne t h e rem ai ni ng  syst em  m at ri c es [ 3 , 4 ] . C ont rary t o t h e L R P 
c ont rol t h eory, t h e i d ent i f i c at i on of  L R Ps h as at t rac t ed  very li m i t ed  at t ent i on. 
L R P are a u sef u l t ool f or  m od elli ng  and  c ont rol of  som e real d ynam i c  
p roc esses and  op erat i ons [ 1 ] . T h e ai m  of  t h i s p ap er i s t o p rop ose a new 
ap p roac h  t o t h e i d ent i f i c at i on of  t h e L R Ps based  on su bsp ac e alg ori t h m s. 
T h e ord er of  a L R P and  t h e u nk nown p roc ess m at ri c es are d et erm i ned  
based  on t h e i np u t  and  ou t p u t  seq u enc es of  t h e ac t u al p ass and  t h e ou t p u t  
seq u enc e of  t h e p revi ou s p ass. T h e p rop osed  ap p roac h  c an be very u sef u l 
not  only f or t i m e i nvari ant  li near rep et i t i ve p roc esses bu t  also f or p roc esses 
wi t h  f ast  d ynam i c  c h ang es f rom  p ass t o p ass ( e.g ., p erf orm -t o-bot t le c yc le 
p roc ess) . A si m u lat i on ex am p le i s p rovi d ed  t o i llu st rat e t h e p rop osed  
ap p roac h  ef f ec t i veness ( F i g . 2) . 
 
K e y w o r d s :  st at e sp ac e m od els, su bsp ac e m et h od s, i d ent i f i c at i on alg ori t h m s, 
p aram et er est i m at i on. 
 
1 .  Ws t ę p  
 

S zc zeg ó l ny  p r zy p ad ek  k l asy  d w u w y m i ar ow y c h  m od el i ,  jak i m  są  
p r oc esy  p ow t ar zal ne c h ar ak t er y zu je si ę w y st ęp ow ani em  d w ó c h  
zm i enny c h : p r zest r zennej ok r eś l ają c ej p as l u b  p r zejś c i e i  c zasow ej 
ok r eś l ają c ej p ozy c ję na p asi e,  p r zy  c zy m  d ł u g oś ć  k aż d eg o p asa jest  
sk oń c zona [ 1 ] . W p ł y w  p op r zed ni eg o p r zejś c i a m oż e p r ow ad zi ć  d o 
osc y l ac ji ,  k t ó r y c h  am p l i t u d a r oś ni e w r az z k i er u nk i em  p r zejś c i a [ 2 ] .  

A l g or y t m y  i d ent y f i k ac ji  m et od am i  p od p r zest r zeni  zost ał y  r ozw i -
ni ęt e w  ost at ni c h  d w ó c h  d ek ad ac h . M et od y  p od p r zest r zeni  są  u ż y -

w ane w  i d ent y f i k ac ji  sy st em ó w  l i ni ow y c h  z u ż y c i em  r ozk ł ad u  Q R   
i  r ozk ł ad u  w ed ł u g  w ar t oś c i  osob l i w y c h  ( S V D )  or az op er ac ji  g eom e-
t r y c zny c h  t ak i c h  jak  r zu t ow ani e or t og onal ne i  r zu t ow ani e u k oś ne [ 3 ] . 

A l g or y t m y  p od p r zest r zeni  sk ł ad ają  si ę z d w ó c h  k r ok ó w .  
W  p i er w szy m  k r ok u  z d any c h  sy g nał ó w  w ejś c i ow o-w y jś c i ow y c h  
ob l i c zam y  r zą d  i d ent y f i k ow aneg o sy st em u  or az w y znac zam y  
sek w enc ję st anó w  Xi ( A l g or y t m  1 )  l u b  r ozszer zoną  m ac i er z ob -
ser w ow al noś c i  sy st em u  Γi ( A l g or y t m  2 ) . W  k r ok u  d r u g i m  w y zna-
c zane są  m ac i er ze 00,C,D,DA,B,B  ( r y s. 1 ) . M et od y  p od p r zest r zeni  
ni e w y m ag ają  p ar am et r y zac ji  k anoni c znej [ 1 ] . 

 
  S y g n a ł y  w e -w y  
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 M a c i e r z e  s y s t e m u  

 iΓ

)}(),(),({ 11 pypypu kkk ++

A l g o r y t m  2  

00,C,D,DA ,B ,B

A l g o r y t m  1  

  
R ys .  1 .   D w i e  d r o g i  w yz n a c z a n i a  m a c i e r z y s ys t e m u  n i e z n a n e g o  p r o c e s u   

p o w t a r z a ln e g o :  A lg o r yt m  1  w yk o r z ys t u j ą c y s e k w e n c j e  s t a n ó w ,   
A lg o r yt m  2  w yk o r z ys t u j ą c y r o z s z e r z o n ą  m a c i e r z  o b s e r w o w a ln o ś c i  

F i g .  1 .   T w o  w a ys  o f  d e t e r m i n i n g  u n k n o w n  m a t r i x e s :  A lg o r i t h m  1  u s i n g  t h e   
s t a t e  s e q u e n c e ,  A lg o r i t h m  2  u s i n g  t h e  e x t e n d e d  o b s e r v a b i li t y m a t r i x  

 
A r t y k u ł  zaw i er a w p r ow ad zeni e d o i d ent y f i k ac ji  d y sk r et neg o 

sy st em u  p ow t ar zal neg o m et od am i  p od p r zest r zeni . P r zed st aw i ono 
w  ni m  m od el  l i now eg o p r oc esu  r ep et y c y jneg o,  sf or m u ł ow ano 
zad ani e i d ent y f i k ac ji ,  zar ó w no d l a p r zy p ad k u  d et er m i ni st y c zneg o 
jak  i  st oc h ast y c zneg o,  i  p od ano r ozw i ą zani a op ar t e na al g or y t -
m ac h  p od p r zest r zeni . Z ap r ezent ow ano t ak ż e p r zy k ł ad  sy m u l ac y j-
ny  i l u st r u ją c y  p r op onow ane p od ejś c i e.  

 
2 .  M od e l liniow e g o s y s t e mu  p ow t a r z a lne g o 
 

M od el  l i ni ow eg o d y sk r et neg o sy st em u  p ow t ar zal neg o ok r eś l ają  
nast ęp u ją c e zal eż noś c i : 

 
        )(+)(+)(=)1+( 1+01+1+ pBupyBpAxpx kkkk  ( 1 )  
 
 )(+)(+)(=)( 1+01+1+ pDupyDpCxpy kkkk  ( 2 )  
g d zi e: 

+∈−≤≤ Zp 10 α - zm i enna c zasow a l u b  p r zest r zenna,  
+∈Zk - nu m er  ak t u al neg o p asa,  

n
k Rpx ∈)( - w ek t or  st anu ,  

l
k Rpy ∈)( - p r of i l  p asa,  

m
k Rpu ∈)( - w ek t or  w ejś c i ow y ,  

00,C,D,DA,B,B - m ac i er ze o od p ow i ed ni c h  r ozm i ar ac h . 
 
W ar u nk i  b r zeg ow e i  p oc zą t k ow e sy st em u  p ow t ar zal neg o d ane są  

w  nast ęp u ją c ej p ost ac i : 
 ( ) 11 0 ++ = kk dx  ( 3 )  
 
 ( ) )(0 pfpy =  ( 4 )  
 
g d zi e: 1+kd  jest  w ek t or em  st ał y c h  w ar t oś c i ,  lRpf ∈)( . 
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3. P r o b l e m  i d e n t y f i k a c j i  
 

D la  d a n y c h  α  p om i a r ó w  s y g n a ł ó w  w e j ś c i ow y c h  )(1 puk+  i  s y -
g n a ł ó w  w y j ś c i ow y c h  )( pyk  i  )(1 pyk+  w y g e n e r ow a n y c h  z  s y s -
t e m u  p ow t a r z a ln e g o ( 1 )  - ( 2 )  w y z n a c z y ć  r z ą d  s y s t e m u  i  m a c i e r z e  

00,C,D,DA,B,B  z  d ok ł a d n oś c i ą  d o t r a n s f or m a c j i  p od ob i e ńs t w a .  
W a ż n ą  r ole  w  p r oc e s i e  i d e n t y f i k a c j i  m e t od a m i  p od p r z e s t r z e n i  

od g r y w a j ą  b lok ow e  m a c i e r z e  H a n k e la  [ 4 ] .  B lok ow a  m a c i e r z  
H a n k e la  d la  s y g n a ł ó w  w e j ś c i ow y c h  120 −i|U  m a  p os t a ć : 
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B lok ow ą  m a c i e r z  H a n k e la  s y g n a ł ó w  w y j ś c i ow y c h  12|0 −iY  d e f i -

n i u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c o: 
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M i n i m a ln a  li c z b a  w i e r s z y  m a c i e r z y  H a n k e la  p ow i n n a  b y ć  w i ę k s z a  
n i ż  r z ą d  s y s t e m u .  M a c i e r z e  b lok ow e  H a n k e la  pW  i  +

pW  z a w i e r a -
j ą c e  m a c i e r z e  pp UY ,  i  ++

pp UY ,  m a j ą  p os t a c i : 
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M a c i e r z  s e k w e n c j i  s t a n ó w  iX  d e f i n i u j e  s i ę  j a k o: 
 
 [ ] ji ...  xixX kk

def
i )1()( 11 −+= ++  ( 1 5 )  

 
W a ż n ą  r olę  w  i d e n t y f i k a c j i  m e t od a m i  p od p r z e s t r z e n i  od g r y w a j ą  

t a k ż e : r oz s z e r z on a  m a c i e r z  ob s e r w ow a ln oś c i ,  od w r ó c on a  r oz s z e -
r z on a  m a c i e r z  s t e r ow a ln oś c i  i  m a c i e r z  t r ó j k ą t n a  d oln a  T oe p li t z a  
[ 5 ] .  R oz s z e r z on ą  m a c i e r z y  ob s e r w ow a ln oś c i  Γi i  od w r ot n ą  r oz s z e -
r z on a  m a c i e r z  s t e r ow a n i a  ∆i d e f i n i u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c o: 
 

 



















=

−1

2

i

def
i

CA
...
CA
CA
C

Γ  ( 1 6 )  

 
 [ ] BBBB... ABBA∆ idef

i ] ][ [] [ 000

1−
=  ( 1 7 )  

 
Z a k ł a d a  s i ę  t a k ż e ,  ż e  p a r a  { A , C }  j e s t  ob s e r w ow a ln a ,  a  p a r a  

}][ { 0B BA,  j e s t  s t e r ow a ln a .  M a c i e r z  t r ó j k ą t n ą  d oln ą  T oe p li t z a  Hi 
d e f i n u j e  s i ę  j a k o:  
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M od e l op i s u j ą c y  li n i ow y  p r oc e s ,  r e p e t y c y j n y  m oż n a  z a p i s a ć  z a  

p om oc ą  n a s t ę p u j ą c y c h  z a le ż n oś c i  m a c i e r z ow y c h : 
 

 ,UHXΓY pipip +=  ( 1 9 )  
 
 ,UHXΓY fifif +=  ( 2 0 )  
 
 ,U∆XAX pipif +=  ( 2 1 )  
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4. I d e n t y f i k a c j a  p r o c e s u  d e t e r m i n i s t y c zn e g o  
 

S ek wenc j a s t anó w Xi i  roz s z erz ona m ac i erz  ob s erwowal noś c i  Γi 
um oż l i wi aj ą  wy z nac z eni e m ac i erz y  s y s t em u ni ez naneg o p roc es u 
p owt arz al neg o [ 6 ] . 

A l g ory t m y  1  i  2  wy k orz y s t uj ą  roz k ł ad  m ac i erz y  wed ł ug  wart o-
ś c i  s z c z eg ó l ny c h  21 WOW i  w c el u ob l i c z eni a rz ę d u p roc es u ( 1 ) -( 2 )   
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g d z i e liliRW ×∈1 ,  jjRW ×∈2  s ą  m ac i erz am i  wag owy m i  z d ef i ni o-
wany m i  p rz ez  uż y t k owni k a. 

W  c el u wy z nac z eni a iO  wy k onuj e s i ę  rz ut owani e uk oś ne p rz e-
s t rz eni  wi ers z owej  m ac i erz y  fY  wz d ł uż  p rz es t rz eń  wi ers z owej  
m ac i erz y  pW  na p rz es t rz eń  wi ers z ową  m ac i erz y  fU . 
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R z ą d  p roc es u p owt arz al neg o j es t  ró wny  l i c z b i e ni ez erowy c h  

wart oś c i  s z c z eg ó l ny c h  w m ac i erz y  1S . R oz s z erz one m ac i erz e 
ob s erwowal noś c i  1 i 

−ii ΓΓ  s ą  ob l i c z ane z  nas t ę p uj ą c y c h  z al eż no-
ś c i :   
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−  ( 2 4 )  
 
g d z i e T j es t  op c j onal ną  ni eos ob l i wą  m ac i erz ą  t rans f orm ac j i  p od o-
b i eń s t wa,  a *

iΓ  oz nac z a m ac i erz  iΓ  b ez  os t at ni c h  l wi ers z y . 
W  A l g ory t m i e 1  s ek wenc j e s t anó w 1i +ii  XX  wy z nac z a s i ę   

z  nas t ę p uj ą c y c h  ró wnań :  
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−−+ == iiiiii ΟΓ,    XΟΓX  ( 2 5 )  

 
g d z i e s y m b ol  †  oz nac z a m ac i erz  p s eud ood wrot ną  M oore’ a-
P enros e’ a. 

M ac i erz e s y s t em u 00 ,C,D,DA,B,B  ob l i c z ą  s i ę  z  nas t ę p uj ą c eg o 
ró wnani a:  
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5. S y m u l a c j a  
 

N owe p od ej ś c i e z i l us t rowano na p rz y k ł ad z i e d y s k ret neg o l i -
ni oweg o s y s t em u p owt arz al neg o c z wart eg o rz ę d u ok reś l oneg o 
p rz ez  nas t ę p uj ą c e m ac i erz e:  
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 D o i d ent y f i k ac j i  wy b rano d ane z  d wó c h  k ol ej ny c h  p as ó w  
i  z as t os owano A l g ory t m  1 . P rz y j ę t o nas t ę p uj ą c y  warunek  b rz eg o-
wy  ( ) 10 =py  d l a 100,...,1=p  oraz  warunek  p oc z ą t k owy  

( )01+kx ,  20,...,1=k  z d ef i ni owany  j ak o wart oś ć  p s eud ol os owa  
o roz k ł ad z i e ró wnom i erny m  na p rz ed z i al e [ 0 , 2 .5 ] . S y g nał  wej -
ś c i owy  l i ni oweg o s y s t em u p owt arz al neg o j es t  s ek wenc j ą  s y g na-
ł ó w p s eud ol os owy c h  o roz k ł ad z i e ró wnom i erny m  na p rz ed z i al e 
[ 0 , 1 ] . N a ry s . 2  p rz ed s t awi ono od p owi ed ź  z i d ent y f i k owaneg o 
s y s t em u p owt arz al neg o na z ad any  s y g nał  wej ś c i owy  ( )puk 1+ . 
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R y s .  2 .   O d p o w i e d ź  z i d e n t y f i k o w a n e g o  s y s t e m u  p o w t a r z a l n e g o  n a  z a d a n y  s y g n a ł  

w e jś c i o w y  ( )puk 1+  
F i g .  2 .   L R P  r e s p o n s e  t o  t h e  i n p u t  ( )pu k 1+ . 

  
 

6. W n i o s k i  
 

Z ap rop onowany  al g ory t m  i d ent y f i k ac j i  s y s t em ó w p owt arz al -
ny c h  op i era s i ę  na t ec h ni k ac h  i d ent y f i k ac j i  m et od am i  p od p rz e-
s t rz eni . M ac i erz e ni ez naneg o s y s t em u i  rz ą d  s y s t em u p owt arz al -
neg o s ą  ob l i c z ane w op arc i u o s ek wenc j ę  s y g nał ó w wej ś c i owy c h  

)(1 puk+  i  wy j ś c i owy c h  )(1 pyk+  z  b i eż ą c eg o p as a i  s ek wenc j ę  
s y g nał ó w wy j ś c i owy c h  )( pyk  z  p op rz ed ni eg o p as a. P roc ed ura 
i d ent y f i k ac j i  m oż e b y ć  p owt arz ana d l a k ol ej ny c h  p as ó w. P rop o-
nowane p od ej ś c i e m oż e b y ć  uż y t ec z ne ni e t y l k o d l a s t ac j onarny c h  
l i ni owy c h  p roc es ó w p owt arz al ny c h ,  al e t ak ż e d l a p roc es ó w  
z  wol no ewol uuj ą c ą  d y nam i k ą  l ub  p roc es ó w,  k t ó ry c h  d y nam i k a 
z m i eni a s i ę  s k ok owo z  p as a na p as . 
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