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Streszczenie

Artykul przedstawia problematyke obliczania wartosci oczekiwanej,
obciazenia i wariancji cyfrowego estymatora funkcji autokorelacji sygna-
tow. Pokazano, ze estymator funkcji autokorelacji nie jest zgodny
oraz, ze jest obcigzony dodatkowa, wynikajaca z kwantowania sktadowa.
Pokazano, ze funkcja gestosci kompensuje przesunigcie funkcji autokore-
lacji, co oznacza, Zze okreslenie na postawie momentéw obciazenia
i wariancji estymatora mozliwe jest jedynie w tych punktach funkcji
autokorelacji, ktore odpowiadaja wartosci sredniokwadratowej sygnatu.
Przedstawiono wyniki oszacowan obciazenia i wariancji cyfrowego
estymatora funkcji autokorelacji dla wybranych klas sygnatow.
Do obliczen zastosowano opracowany na potrzeby prowadzonych badan
wielobitowy wirtualny korelator sygnatow.

Slowa kluczowe: cyfrowy estymator funkcji autokorelacji, wartosé¢ ocze-
kiwana, obciazenie, wariancja estymatora.

Point estimation of the signal autocorrelation
function basing on digital measurement data

Abstract

In the paper there are discussed problems of estimation of the expected
value, bias and variance of the digital estimator of the signal autocorrelation
function. It is shown that the autocorrelation function estimator is not
consistent and that the density function compensates the autocorrelation
function delay. It means that determination of the bias and variance of the
estimator basing on the so-called moments is possible only in these points
of the autocorrelation function which are the mean square value of the
signal. There are presented the results of estimation of the bias and
variance of the autocorrelation function digital estimator for selected
classes of signals. In order to perform calculations, there was designed
a dedicated, multi-bit, virtual correlator of signals. The paper is divided
into 3 sections. Section 1 contains a short introduction to the issues of this
paper. In Section 2 there are presented the definitions of the autocorrelation
function and the autocorrelation function estimator of a signal and quantized
signal - Egs. (2-4). Next, there is calculated the estimator’s expected value
- Egs. (5, 6). There is determined the bias of the autocorrelation function
digital estimator caused by quantization Eq. (7). In the next part of paper
there is shown that the signal distribution density function compensates the
autocorrelation function delay - Eq. (11). There is also calculated the
estimator’s mean square error - Eq. (20). The mean square error and
variance from Eq. (17) allows evaluating the estimator consistency. Table 1
presents the results of analysis of the bias and variance of the autocorrelation
function digital estimator for a sinusoidal signal with noise. There are
analysed the following types of noise: Gaussian, uniform probability
density function (PDF) and triangular PDF signal. In Section 3 the
investigation results are summarized. The obtained results show the
importance of investigations on autocorrelation function degradation
caused by quantization.

Keywords: autocorrelation function digital estimator, expected value, bias,
variance of autocorrelation function.

1. Wstep

Funkcje korelacyjne stanowgq istotne i wazne narzedzie analizy
sygnatow. Znajduja one zastosowanie w wielu dziedzinach nauki
i techniki: radioastronomii, medycynie, technice radarowej, po-
miarze predkosci, czy opdznien transportowych. Wsrod funkeji
korelacyjnych wyrdzni¢ mozna funkcjg¢ autokorelacji. Za pomoca
funkcji autokorelacji wyznacza¢ mozna tory pomiarowe sygna-
16w, mierzy¢ czasy opoznien oraz wykrywaé i odtwarzac sygnaty
w szumie. Podstawowg i najwazniejsza zaleta funkcji autokorela-
cji jest mozliwos¢ uzyskiwania na jej podstawie widmowej gesto-
$ci mocy opisujacej ogolna strukturg czestotliwosciowa sygnatow.
Taka struktura pozwala na zdobywanie informacji o zasadniczych
charakterystykach badanych ukladow fizycznych. Funkcje wid-
mowej gestos¢ mocy i autokorelacji zwigzane sa przeksztatceniem
Fouriera [1]. Przeksztalcenie takie jest powszechnie i chgtnie
stosowane w cyfrowym przetwarzaniu sygnatow. Realizacjami
gestosci widmowej mocy sa widma mocy. Widma takie stosuje si¢
do przeprowadzania analizy spektralnej sygnatow.

Funkcje autokorelacji uzyskuje si¢ za pomocg korelatorow
[2, 3, 4]. Najczesciej stosowane korelatory to urzadzenia nie bez-
podstawnie wyposazone w przetworniki A/C o niskiej rozdziel-
czosci. Niska rozdzielczos¢ przetwornika powoduje zauwazalng
degradacje¢ funkcji autokorelacji sygnatu. Autoréw artykutu inte-
resuje badanie wplywu kwantowania oraz zaklécen na doktadnosé
pomiaru funkcji autokorelacji.

W artykule analizowane sg nie tylko podstawowe wtasnosci cy-
frowego estymatora funkcji autokorelacji. Oprdécz okreslenia
obcigzenia 1 zgodnosci estymatora, wyznaczona zostala rowniez
jego teoretyczna wariancja. Planowane jest zastosowanie takiej
wariancji do przeprowadzenia analizy niepewnosci wyniku pomia-
ru funkcji autokorelacji.

2. Wartos¢ oczekiwana, obcigzenie
i wariancja cyfrowego estymatora
funkcji autokorelacji sygnatow

Przyjmijmy, ze przetwornik A/C jest idealny w swoim dziataniu
i wszystkie mozliwe bledy w przedziale od —g/2 do ¢/2
(g — krok kwantyzacji) beda réwnie prawdopodobne [5]. Ponadto
niech funkcja gestosci prawdopodobienstwa bledu kwantyzacji e,

bedzie jednostajna, przy czym:
e, =x, —X, 1)

gdzie: x —sygnal pierwotny, x, — sygnat skwantowany.
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Zdefiniujmy pojecia doktadnej funkcji autokorelacji R, (r) sy-
gnalu x oraz estymatoréw funkcji autokorelacji IEx(k) sygnatu

x i Exq (k) skwantowanego sygnatu x, :

0= £l ) o
R6)= 2 S Ao ) ®
Ry 0= 3 0 40 @

gdzie M to liczba probek, 7 € R to przesunigcie funkcji autoko-
relacji R.(r), k=0,1,..,

funkcji autokorelacji IEX (k) i Exq (k).

M —1 to przesunigcie estymatorow

W celu okreslenia obciazenia estymatora l?xq (k) nalezy

w pierwszej kolejnosci wyznaczy¢ wartos¢ oczekiwang estymato-
ra Rx(k):

£k (0]

ZE[X 1+k

—— (MR ()= )

Zwroémy uwage, ze warto$¢ oczekiwana estymatora ﬁx (k) jest
dla 7=k réwna doktadnej funkcji autokorelacji Rx(r). Zatem
estymator EX (k) jest nieobciazony.

Pamigtajac, ze EX (k) jest nieobciazony i korzystajac z definicji
btedu kwantyzacji (1), mozna obliczyé warto$¢ oczekiwang esty-
matora Exq (k) [6]:

(6)

+—ZE[ z+k)e ]+—ZE[ z+k]

Warto$¢ oczekiwana estymatora ﬁxq (k) jestdla 7=k rézna od

prawdziwej funkcji autokorelacji R, (r) . Zatem estymator Exq (k)
jest obciazony dodatkowa, wynikajaca z kwantowania sktadowa.
Mozna opisac ja wzorem:

1 M-1

HzE[x(,-)eq(,-+k)]+

i—0

Z [ l+k)e ]+—ZE[ z+k]

by, =
)

Wyrazenie ze wzoru (7) mozna obliczy¢ na podstawie momen-
tow sygnalu x oraz teorii kwantowania Widrowa [7]. Momenty
sygnalu x wyznaczamy na podstawie odpowiadajacej temu sy-

D=£l] 1

Mozna wykazaé, ze funkcja charakterystyczna odpowiadajaca
sygnalowi x kompensuje przesunigcie 7 funkcji autokorelacji.

gnatowi funkcji charakterystycznej q)

Jezeli dana bedzie pewna zmienna losowa o gestosci g(r)
oraz majaca ciagla pochodna, rdéznowartosciowa funkcja
x=f (t), teR opisujaca przebieg sygnatu x, to nowa zmienna

losowa, powstata po przeksztatceniu pierwotnej zmiennej losowej,
ma gestosé [8]:

dx ®)

plo)- o} 2}

Funkcja gestosci p(x) odpowiada sygnatowi x . Uwzglednia-
jacw x=f (t) przesunigcie 7 funkcji autokorelacji wyznaczamy
funkcje odwrotng do obwiedni sygnatu:

=flt+7)=>1=1"(x)-7 ©)

Latwo zauwazy¢, ze:

A (), (10)

Stad:

plx)= g(t)1if' (x)1- (1)

Zatem funkcja p(x) skompensowata przesunigcie 7 funkcji
autokorelacji. Poniewaz funkcja charakterystyczna <1>X(v) obli-
czana jest jako transformata Fouriera funkcji gestosci p(x), to
q)_r(v) réwniez kompensuje przesunigcie 7 .

Zgodnie z przedstawionymi powyzej wzorami funkcja autoko-
relacji sygnalu moze by¢ obliczana na podstawie momentow, ale
tylko w tych punktach, w ktérych warto$¢ funkcji autokorelacji
odpowiada¢ bedzie momentowi drugiego rzedu sygnalu x .
W technice moment drugiego rzg¢du nazywany jest czgsto warto-
$cia sredniokwadratowa sygnatu.

Rozwazmy przypadek szczegodlny dla przesunigcia k=0 funk-
cji autokorelacji. Obcigzenie estymatora ﬁxq (k) przyjmuje wow-

czas posta¢ wzoru:

:_ZE[

= 2E[xeq]+ E[eq ]

1+—2E[ -

(12)

Sktadniki wzoru (12) mozna obliczy¢ na podstawie teorii
kwantowania Widrowa w nastgpujacy sposob [7]:

q 0 d _1 i+1
Exeq]:; . Ed)x (V* 2”1'( i)] 5 (13)
'7 q
2 ® 2 71' 2
E[ej]:% d)x(fij—( l_) +;]—2‘ (14)
i=1

Wariancj¢ estymatora ﬁxq (k) mozna obliczy¢ z definicji

na podstawie wzoru:

Var[kxq (k)]: E[(ﬁxq (k)ﬂ -E’ [I?Xq (k)]. (15)

Zwroémy uwage, ze:



Przyjmujac warto$¢ przesunigcia funkcji autokorelacji k=0,
mozna obliczy¢ Var[]?xq (k)] na podstawie momentow sygnatu.

Zgodnie ze wzorem (17) otrzymujemy:

—1M-1

vale, 0] 5 S el 00]-

i=0 ;=0

(18)

()

_#[EE[X;@]] - L) pls).

Mozna kontynuowaé powyzsze wyprowadzenia. Korzystajac
z definicji bledu kwantyzacji e, otrzymujemy:

Var[ﬁxq (O)]:%(E[(x-&-eq)“]—Ez[(x+eq)z]). (19)

Btad sredniokwadratowy A (k)estymatora ﬁxl (k) Jest
XL[ 4

réwny:

0= Var[ﬁxq (k)] +b7 (20)

Ax (0

Xq(

Pamigtamy, ze by W 0. Oznacza to, ze blad sredniokwadra-
*q

towy i wariancja estymatora qu (k) nie sa sobie rowne. Zatem

pomimo tego, ze dla M — o wariancja Var[ﬁxq (k)] =0, to

badany estymator nie jest zgodny. Jezeli sygnal x kwantowany
bytby w przetworniku A/C o nieskonczenie duzej rozdzielczosci,

to funkcja autokorelacji Exq (k) zmierzataby stochastycznie do
prawdziwej funkcji autokorelacji R, (r) .

Obciazenie i wariancj¢ ze wzoréw (7) i (17) mozna oszacowaé
na podstawie skwantowanych probek sygnalu i wzoréw zamiesz-
czonych w pracach [2] i [3]. W tab. 1. przedstawiono wyniki
oszacowan obciazenia i wariancji estymatora funkcji autokorelacji
sygnatlu sinusoidalnego o amplitudzie A4 i czgstotliwosei f .

Kwantowany sygnat zaktocano sygnatami losowymi o rozktadach:
gaussowskim, rownomiernym i trdjkatnym. Do obliczen
zastosowano opracowany na potrzeby prowadzonych badan
wirtualny korelator sygnatow [2, 3]. Parametry przetwarzania
dobierano tak, aby nie przekroczy¢ zakresu pomiarowego
przetwornika A/C.Funkcj¢ autokorelacji badano w punktach:
k =0;0.125T; 0.375T; 0.5T; T, gdzie T jest okresem sygnatu

sinusoidalnego. Zastosowano 3-bitowy przetwornik A/C. Ponadto
przyjeto A=5V, f=1kHz, M=10000, liczbg powtdrzen

eksperymentu N =10 000 .

Korelator 3-bitowy daje w wyniku zauwazalne wartosci obcia-
zenia estymatora funkcji autokorelacji (tab. 1). Interesujace jest,
Ze po pojawieniu si¢ w uzytecznym sygnale silnego zaktocenia
obciazenie wcale nie rosnie, ale jest efektywnie thumione. Korela-
tor usrednia sygnat zakldcajacy i kompensuje biedy wynikajace
z kwantowania. Mozna spodziewac si¢, ze w widmie mocy sygna-
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hu nastapi obserwowalny zanik skladowych pochodzacych od
btedéw kwantyzacji i od sygnatu zaktocajacego.

Tab. 1. Obciazenie i wariancja cyfrowego estymatora funkcji autokorelacji
badanych sygnalow (Sin — sygnat sinusoidalny, sygnat losowy
o rozktadzie: G — gaussowskim, R — réwnomiernym, T — trojkatnym)
Tab. 1. Bias and variance of the autocorrelation function digital estimator
(Sin — sinusoidal signal, G — Gaussian signal, R — uniform PDF signal,
T — triangular PDF signal)

Sin Sint+G | Sin+R | Sin+T
Eﬁxq(k) =b-107 17, Var[ﬁxq (k)] =Var-107 v*
k
og =1V Ap =3V Ap=Al6 v
Z; 5 Var I; 'VN{JI’ g I7ar
0 323 | -0266 | 717 415 6.66 164 | 684
KT | 256 | 270 372 113 358 165 | 3.65
KT | 256 | 291 327 -11.6 3.06 169 | 3.16
KT | 453 | 438 5.17 170 | 499 236 | 5.03
T 453 | 378 3.48 17.6 336 27 | 333

Podczas przeprowadzania eksperymentu generowano sygnaty
losowe o zblizonej mocy [9]. Na tej podstawie mozna dokonaé
poréwnania wplywu zakldcenia na wartos¢ obciazenia i wariancji
cyfrowego estymatora funkcji korelacji. W tym wzgledzie zauwa-
zalna redukcja obcigzenia nastapita po pojawieniu si¢ w uzytecz-
nym sygnale zaktdcenia w postaci sygnatu losowego o rozktadzie

gaussowskim (rzad 107 ¥?). Pozostale sygnaty losowe daty

wigksze oszacowania wartosci obcigzenia (rzad 102 V?). Bez

wzgledu na zastosowane zaktocenie fluktuacje wariancji estyma-
tora utrzymywaty si¢ na stalym poziomie i przyjmowaly wartosci

rzedu 107 V4.

3. Whnioski

W artykule przedstawiono postaé cyfrowego estymatora funkcji
autokorelacji sygnatu. Pokazano, ze badany estymator obcigzony
jest dodatkowa, wynikajaca z kwantowania sktadowa. Obliczajac
teoretyczng wariancj¢ i blad $redniokwadratowy estymatora
sprawdzono jego zgodno$¢. Prowadzone rozwazania pokazaty, ze
cyfrowy estymator funkcji autokorelacji nie jest zgodny. Wykaza-
no, ze funkcja gestosci kompensuje przesunigcie funkcji autokore-
lacji. W takim przypadku okreslenie, na postawie momentow,
obciazenia i wariancji estymatora mozliwe jest jedynie w tych
punktach funkcji autokorelacji, ktore odpowiadaja wartosci Sred-
niokwadratowej sygnatu.

Badania eksperymentalne pokazaty, ze funkcja autokorelacji
sama nie oddziatuje na btedy wynikajace z kwantowania. Jezeli
jednak w uzytecznym sygnale pojawi si¢ zaktocenie, to funkcja
autokorelacji moze nie tylko skutecznie je eliminowaé, ale po-
przez wykonanie operacji usrednienia potrafi efektywnie zmniej-
sza¢ wartosci bledéw powodowanych kwantowaniem.

Uzyskiwane z zastosowaniem bardzo szybkich kilkubitowych
korelatorow estymatory funkcji autokorelacji stosuje si¢ z powo-
dzeniem do wyznaczania widm mocy sygnatdw. Widma mocy
w dziedzinie analizy spektralnej sa obecnie podstawowym mate-
rialem badawczym m.in. astronomow. Badanie powodowanej
kwantowaniem znaczacej degradacji funkcji autokorelacji jest
zatem szczegllnie wazne i zdaniem autorow artykutu ciagle nie
traci na swojej aktualnosci.
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