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S t r e s z c z e n i e  
 

J est  t o p i erw sz a  c z ę ś ć  p ra c y , w  k t ó rej  p rz est a w i ono og ó lne sf orm u ł ow a ni e 
z a d a ni a  op t y m a li z a c j i  d y na m i c z nej  p oleg a j ą c eg o na  p osz u k i w a ni u  d y s-
k ret ny c h  w a rt oś c i  f u nk c j i  na p ę d ow ej , z a p ew ni a j ą c ej  m i ni m a li z a c j ę  p ew -
neg o f u nk c j ona ł u  ( f u nk c j i  c elu ) . O b li c z eni e w a rt oś c i  f u nk c j ona ł u , k t ó ra  
z a leż y  od  f u nk c j i  na p ę d ow ej , w y m a g a  c a ł k ow a ni a  ró w na ń  ru c h u  u k ł a d u ,  
a  w i ę c  roz w i ą z a ni a  p rost eg o z a d a ni a  d y na m i k i . Z a p rop onow a ny  a lg ory t m  
p ost ę p ow a ni a  z i lu st row a no p rz y k ł a d a m i  d ot y c z ą c y m i  p osz u k i w a ni a  
op t y m a lny c h  f u nk c j i  na p ę d ow y c h  d la  ró ż ny c h  ż u ra w i . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  op t y m a li z a c j a , f u nk c j e na p ę d ow e, p oz y c j onow a ni e, 
st a b i li z a c j a , ż u ra w . 
 Op tim isatio n in p l anning  m o tio n  o f  c ranes – p art I 

 
A b s t r a c t  

 
I n t h e p a p er a  g enera l f orm u la t i on of  a  d y na m i c  op t i m i z a t i on t a sk  i s  
p resent ed . I n t h e t a sk  t h e d i sc reet  va lu es d et erm i ni ng  a  d ri ve f u nc t i on a re 
sea rc h ed . T h e op t i m a l d ri ve f u nc t i on h a s t o m i ni m i z e a  sp ec i f i c  f u nc t i ona l 
( ob j ec t i ve f u nc t i on) . C a lc u la t i ng  t h e va lu e of  t h e f u nc t i ona l, t h a t  d ep end s 
on t h e d ri ve f u nc t i on req u i res i nt eg ra t i on of  eq u a t i ons of  t h e m ot i on  
sy st em , so t h e si m p le d y na m i c  t a sk  h a s t o b e solved . T h e eq u a t i ons of  t h e 
m ot i on sy st em  m a y  b e p resent ed  i n t h e f orm  ( 1 )  – p a rt  I . T h e a d d i t i ona l 
b ou nd a ry  c ond i t i ons c a n b e p u t  on t h e d ri ve f u nc t i on or on t h e elem ent s of  
t h e vec t or of  d ec i si ve va ri a b les. Alg ori t h m  of  t h e p rop osed  p roc ed u re h a s 
b een i llu st ra t ed  b y  va ri ou s ex a m p les of  sea rc h i ng  op t i m a l d ri ve f u nc t i ons 
f or d i f f erent  t y p es of  c ra nes. R esea rc h  of  a  d ri ve f u nc t i on f or a  h oi st i ng  
w i nc h  of  a n onsh ore c ra ne t h a t  m i ni m i z es d y na m i c  d ef orm a t i on of  t h e 
rop e d u ri ng  li f t i ng  t h e loa d  f rom  a  f loa t i ng  sh i p  a re p resent ed  i n t h e p a p er. 
Also a  d ri ve f u nc t i on of  slew i ng  of  u p p er st ru c t u re of  a  m ob i le t elesc op i c  
c ra ne t h a t  ensu res t h e f i na l loa d  p osi t i oni ng  i s d et erm i ned . T h e p rob lem  of  
st a b i li z a t i on of  loa d  p osi t i on i s solved  f or a n of f sh ore c ra ne t y p e A-f ra m e. 
E f f ec t i veness of  p rop osed  m et h od  of  op t i m i z a t i on h a s b een ex p eri m ent a lly  
veri f i ed  on t h e la b ora t ory  st a nd . T h e m et h od  c a n b e u sef u l f or i ni t i a l 
a na ly si s of  c ont rol sy st em  of  t h e c ra ne a nd  c a n c onst i t u t e a  b a se f or  
i nvest i g a t i ons c onc erni ng  so c a lled  “ m a p  of  b a se f u nc t i ons” . 
 
K e y w o r d s :  op t i m i sa t i on, d ri ve f u nc t i ons, p osi t i oni ng , st a b i li sa t i on, c ra ne. 
 1 .  Wstę p  
 

W  p r ac ac h  p r z eł ad u n k ow yc h , m on t aż ow yc h , b u d ow l an yc h  s t o-
s ow an e b yw aj ą  r ó ż n e od m i an y ż u r aw i .  J ed n ak  b ez  w z g l ę d u  n a t yp  
ż u r aw i a p ew n e p r ob l em y z w i ą z an e z  i c h  ek s p l oat ac j ą  s ą  p od ob n e.  
Z  u w ag i  n a b ez p i ec z eń s t w o, d ok ł ad n oś ć  or az  ef ek t yw n oś ć  p r ow a-
d z on yc h  p r z y i c h  u ż yc i u  p r ac  i s t ot n e s ą  z ag ad n i en i a:  og r an i c z en i a 
ob c i ą ż eń  d yn am i c z n yc h  w  u k ł ad z i e l i n ow ym , p oz yc j on ow an i a 
ł ad u n k u  n a z ak oń c z en i e r u c h u  ob r ot ow eg o c z y s t ab i l i z ac j i  p oł o-
ż en i a ł ad u n k u .  S z c z eg ó l n i e d u ż e ob c i ą ż en i a d yn am i c z n e w ys t ę p u -
j ą  p od c z as  p od n os z en i a ł ad u n k u  – j es t  t o w  z as ad z i e p r ob l em  
d ot yc z ą c y w s z ys t k i c h  od m i an  ż u r aw i .  J ed n ak  z  u w ag i  n a s p ec y-
f i c z n e w ar u n k i  ś r od ow i s k ow e j eg o z n ac z en i e r oś n i e w  ż u r aw i ac h  

Pr o f .  d r  h a b .  n . t .  S t a n i s ł a w  W O J C I E C H  
 
J e s t  k i e r o w n i k i e m  K a t e d r y  M e c h a n i k i  i  I n f o r m a t y k i  
A k a d e m i i  T e c h n i c z n o -H u m a n i s t y c z n e j  w  B i e l s k u -
B i a ł e j .  Z w i ą z a n y  z e  s z k o l n i c t w e m  w y ż s z y m  o d  b l i s k o  
c z t e r d z i e s t u  l a t .  W  s w o j e j  p r a c y  n a u k o w e j  z a j m u j e  s i ę  
d y n a m i k a  u k ł a d ó w  w i e l o c z ł o n o w y c h .  A u t o r  b ą d ź  
w s p ó ł a u t o r  p o n a d  2 0 0  p u b l i k a c j i .  
 
 
 
 
 
e-m a i l :  s w o j c i ec h @ a t h . b i el s k o . p l    
 
  

t yp u  of f s h or e i  on s h or e.  Ż u r aw i e of f s h or e p os ad ow i on e s ą  n a 
j ed n os t k ac h  p ł yw aj ą c yc h , g ł ó w n i e s t at k ac h  or az  p l at f or m ac h  
w i er t n i c z yc h  i  w yd ob yw c z yc h , n at om i as t  ż u r aw i e on s h or e m aj ą  
s t ał ą  b az ę , l ec z  w s p ó ł p r ac u j ą  z  j ed n os t k am i  p ł yw aj ą c ym i .  C ec h ą  
c h ar ak t er ys t yc z n ą  t yc h  ż u r aw i  s ą  z n ac z n e r u c h y p od s t aw y i / b ą d ź  
ł ad u n k u  w yw oł an e f al ow an i em .  W  ż u r aw i ac h  of f s h or e d u ż ą  w ag ę  
m a z ag ad n i en i e s t ab i l i z ac j i  p oł oż en i a ł ad u n k u .  P oz yc j on ow an i e 
j es t  n at om i as t  s z c z eg ó l n i e i s t ot n e t am , g d z i e ob r ó t  ż u r aw i a od b y-
w a s i ę  z e s t os u n k ow o d u ż ym i  p r ę d k oś c i am i  p r z y z n ac z n yc h  d ł u -
g oś c i ac h  w ys i ę g n i k a.  W ar u n k i  t ak i e w ys t ę p u j ą  n a p r z yk ł ad   
w  p r ac y s am oj ez d n yc h  ż u r aw i  t el es k op ow yc h .  

W  k r aj ow ej  i  ś w i at ow ej  l i t er at u r z e m oż n a s p ot k ać  s z er eg  p u b l i -
k ac j i  p oś w i ę c on yc h  z ag ad n i en i om  s t er ow an i a ż u r aw i  [ 1 -8 ] .  D ot y-
c z ą  on e z ar ó w n o p oz yc j on ow an i a, s t ab i l i z ac j i , m i n i m al i z ac j i  
w ah ań  j ak  i  z ap ew n i en i a s t at ec z n oś c i  ż u r aw i a p od c z as  p r ac y.   

W  n i n i ej s z ej  p u b l i k ac j i  z os t an i e p r z ed s t aw i on e z as t os ow an i e 
m et od  n i el i n i ow ej  op t ym al i z ac j i  d yn am i c z n ej  d o d ob or u  f u n k c j i  
n ap ę d ow yc h  m ec h an i z m ó w  r ob oc z yc h  w yb r an yc h  ż u r aw i .  W y-
z n ac z on e f u n k c j e n ap ę d ow e z ap ew n i aj ą  og r an i c z en i e ob c i ą ż eń  
d yn am i c z n yc h  b ą d ź  p oz yc j on ow an i e ł ad u n k u  c z y t eż  s t ab i l i z ac j ę  
j eg o p oł oż en i a.  Z ap r ez en t ow an e p r z yk ł ad y d ot yc z yć  b ę d ą  r ó ż n yc h  
ż u r aw i .  W  p i er w s z ej  c z ę ś c i  ar t yk u ł u  r oz w aż an y b ę d z i e w ys i ę g n i -
k ow y ż u r aw  on s h or e w  as p ek c i e og r an i c z en i a od k s z t ał c eń  w  l i n i e 
n oś n ej , n at om i as t  w  d r u g i ej , s am oc h od ow y ż u r aw  t el es k op ow y  
w  k on t ek ś c i e k oń c ow eg o p oz yc j on ow an i a ł ad u n k u  w  r u c h u  ob r o-
t ow ym  n ad w oz i a or az  ż u r aw  of f s h or e t yp u  A -r am a w  n aw i ą z an i u  
d o s t ab i l i z ac j i  p oł oż en i a ł ad u n k u .  

 2 .  R ó wnania dy nam ic zne m o del u  ż u rawia 
 
P ow s z ec h n i e w yk or z ys t yw an e ob ec n i e m et od y s ym u l ac j i  u k ł a-

d ó w  d yn am i c z n yc h  w ym ag aj ą  s f or m u ł ow an i a od p ow i ed n i eg o 
m od el u  i  j eg o r ó w n ań  r u c h u .  R ó w n an i a t e m og ą  b yć  z d ef i n i ow an e 
w  s p os ó b  j aw n y – op r ac ow an e p r z ez  au t or ó w  m od el u , l u b  t eż  
g en er ow an e au t om at yc z n i e p r z ez  od p ow i ed n i  p r og r am , n a p r z y-
k ł ad  A d am s , A n s ys  i t d .  J aw n e s f or m u ł ow an i e, p r z y z n an ej  s t r u k -
t u r z e i  g eom et r i i  u k ł ad u , p r ow ad z i  d o u k ł ad u  r ó w n ań  r ó ż n i c z k o-
w yc h  z w yc z aj n yc h  o p os t ac i :  

 
 ( )qqFqA &&& ,,t= ,             ( 1 . 1 )  

 
p r z y p r z yj ę c i u  w ym u s z en i a k i n em at yc z n eg o w  u k ł ad ac h  n ap ę d o-
w yc h , l u b :  

 ( )M,qq,FqA &&& ,t= ,                ( 1 . 2 )  
 
p r z y p r z yj ę c i u  w ym u s z eń  s i ł ow yc h , p r z y c z ym :  
 

 ( ) ( ) 10 0,0 qqqq == & ,   ( 1 . 3 )  
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gdzie: 
[ ]Tnqqq ,,, 21 K=q  – wek tor ws p ó ł rzędn yc h  u ogó ln ion yc h  

u k ł adu , 
( )qAA =  – m ac ierz b ezwł adn oś c i, 

F  – wek tor wym u s zeń  p oc h odzą c yc h  od s ił  s p rężys toś c i, 
tł u m ien ia, odś rodk owyc h , C oriolis a, żyros k op owyc h , 

M – wek tor s ił  i m om en tó w n ap ędowyc h , 
10 , qq   – wek tory p oc zą tk owyc h  wartoś c i ws p ó ł rzędn yc h   

i p rędk oś c i u ogó ln ion yc h . 
 

R ozwią zan ie u k ł adu  ró wn ań  (1 .1 )  i (1 .3 )  lu b  (1 .2 )  i (1 .3 )  p olega 
więc  n a rozwią zan iu  zadan ia p oc zą tk owego dla u k ł adu  ró wn ań  
ró żn ic zk owyc h  zwyc zaj n yc h . W  p rak tyc e zadan ie to b ywa roz-
wią zywan e n a drodze n u m eryc zn ej . W  ef ek c ie m ożem y u zys k ać  
odp owiedź  m iędzy in n ym i n a p ytan ie j ak  p oru s za s ię u k ł ad m e-
c h an ic zn y (w s zc zegó ln oś c i żu raw)  i j ego p os zc zegó ln e elem en ty 
p od wp ł ywem  p rzył ożon yc h  wym u s zeń .  
D la u k ł adó w z więzam i w m iej s c e u k ł adu  ró wn ań  (1 .1 )  lu b  

(1 .2 )  f orm u ł u j e s ię u k ł ad ró wn ań  ró żn ic zk owyc h  zwyc zaj n yc h   
i ró wn ań  algeb raic zn yc h  n ielin iowyc h . W  m odelu  z wym u s zen iem  
s ił owym  p rzyj m u j ą  on e p os tać : 
 

 ( )MqqFDRqA ,,, &&& t=+ ,    (2 .1 )  
 

 ( ) 0qqG =&, ,          (2 .2 )  
 
gdzie: 

FAq ,,  − ok reś lon e j ak  w (1 ) , 
[ ]TmRRR ,,, 21 K=R  − wek tor reak c j i więzó w, 
( )qDD =  − m ac ierz ws p ó ł c zyn n ik ó w, 
( ) ( )[ ]Tmgg qqqqG &K& ,,,,1=  − wek tor ró wn ań  więzó w, 

m − lic zb a s k ł adowyc h  wek tora reak c j i więzó w. 
 
R ó wn an ia (2 )  m u s zą  b yć  u zu p eł n ion e waru n k am i p oc zą tk owym i. 
N iek iedy p rzed ic h  rozwią zan iem , ró wn an ia więzó w geom etryc z-
n yc h  i k in em atyc zn yc h  s p rowadza s ię, p op rzez ró żn ic zk owan ie, 
do p os tac i: 

 ( )qqQqDT
&&& ,,t=                  (3 )  

 
i os tatec zn ie ró wn an ia ru c h u  oraz więzó w p rzyj m u j ą  p os tać : 
 

 ( )
( ) 


=







qqQ
MqqF

R
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T
.            (4 )  

 
W  k olej n ym  rozdziale b ędziem y rozp atrywali ró wn an ia ru c h u   
w p os tac i (1 ) . P odej ś c ie tak ie n ie zm n iej s za j edn ak  ogó ln oś c i 
rozważań , gdyż j ak  ws k azu j e p rzeds tawion e p owyżej  p os tęp owa-
n ie, ró wn an ia te ł atwo rozs zerzyć  n a p rzyp adek  u k ł adu  z więzam i. 

C zas  n u m eryc zn ego c ał k owan ia ró wn ań  ru c h u  u k ł adu  dyn a-
m ic zn ego j es t ś c iś le p owią zan y z lic zb ą  s top n i s wob ody u k ł adu  n. 
M n iej s za lic zb a n to k ró ts zy c zas  ob lic zeń , j edn ak  z dru giej  s tron y 
m oże p oj awić  s ię wó wc zas  p rob lem  z p op rawn ym  op is em  wł as n o-
ś c i m odelowan ego u k ł adu . M odel o zn ac zn ej  lic zn ie s top n i s wo-
b ody, dob rze odzwierc iedlaj ą c y rzec zywis toś ć , n ie n adaj e s ię 
n atom ias t do zas tos owan ia w s terowan iu  w c zas ie rzec zywis tym . 
T ak że u życ ie tak iego m odelu  w zagadn ien iac h  op tym alizac yj -
n yc h , wym agaj ą c yc h  wielok rotn ego c ał k owan ia ró wn ań  ru c h u  
u k ł adu , j es t k ł op otliwe. D latego, w więk s zoś c i dotyc h c zas owyc h  
p rac  zwią zan yc h  z dob orem  f u n k c j i n ap ędowyc h  żu rawi, au torzy 
op rac owywali p o dwa m odele – u p ros zc zon y, s tos owan y n a etap ie 
p os zu k iwan ia op tym aln ej  f u n k c j i n ap ędowej , oraz p ods tawowy, 
p rzezn ac zon y do zas adn ic zyc h  ob lic zeń  dyn am ic zn yc h , w tym  do 
n u m eryc zn ej  weryf ik ac j i p rzydatn oś c i dob ran ej  f u n k c j i n ap ędo-
wej . 

 

3. O p t y m al i z ac j a d y n am i c z n a –  
s f o r m u ł o w an i e  z ad an i a 

 
O gó ln ie, j ak  zazn ac zon o w ró wn an iu  (1 .2 ) , wek tor s ił  i m om en -

tó w n ap ędowyc h  m oże m ieć  wiele s k ł adowyc h  (n p . m ogą  b yć  
p os zu k iwan e ró wn oc ześ n ie m om en ty dział aj ą c e w m ec h an izm ie 
ob rotu  i n a b ęb en  wc ią gark i) . P on iżej , dla p rzej rzys toś c i an aliz, 
ogran ic zon o s ię do p os zu k iwan ia j edn ej  f u n k c j i n ap ędowej . R oz-
wią zan ie zagadn ien ia wyzn ac zan ia wielu  f u n k c j i n ap ędowyc h  j es t 
p ros tym  u ogó ln ien iem  tyc h  rozważań . W  n as zym  p rzyp adk u  
zadan ie op tym alizac j i p olega, zatem  n a tak im  dob orze f u n k c j i 
wym u s zaj ą c ej  M(t )  (m oże to b yć  zaró wn o wym u s zen ie s ił owe j ak  
i k in em atyc zn e)  ab y zap ewn ić : 

 
1 . m in im alizowan ie f u n k c j on ał u : 
 

 ( )M,,qq &Ω ,             (5 )  
 
2 . s p eł n ien ie waru n k ó w: 
 

 ( ) ei nie ,...,2,10, =≤qq & ,       (6 .1 )  
 

 ( ) ( ) ( )tMtMtM RL << ,  (6 .2 )  
 
gdzie: 

ne − lic zb a waru n k ó w ogran ic zaj ą c yc h , ( ) ( )tMtM RL ,  − zn an e f u n k c j e ogran ic zaj ą c e f u n k c j ę ( )tM . 
 
O b lic zen ie wartoś c i f u n k c j on ał u  Ω  oraz f u n k c j i ei wym aga zn aj o-
m oś c i wek toró w qq &,  odp owiadaj ą c yc h  f u n k c j i n ap ędowej  M(t ) . 
K on iec zn e j es t zatem  c ał k owan ie ró wn ań  ru c h u  u k ł adu  p odan yc h  
w p op rzedn im  rozdziale. T ak  s f orm u ł owan e zadan ie op tym alizac j i 
b ywa n azywan e op tym alizac j ą  dyn am ic zn ą  [ 9 ] . J ego rozwią zywa-
n ie p olega n a p os zu k iwan iu  f u n k c j i M(t )  (a n ie p oj edyn c zej  warto-
ś c i) . W  k ażdym  k rok u  op tym alizac j i c ał k owan e s ą  ró wn an ia dy-
n am ik i u k ł adu . 

Z agadn ien ie dob oru  f u n k c j i n ap ędowej  M(t )  m ożn a s p rowadzić  
do k las yc zn ego zagadn ien ia op tym alizac j i p op rzez dys k retyzac j ę. 
N iec h  Tt ,0∈  oraz: 
 

 ( ) pitMM ii ,,2,1,0 K== ,           (7 )  
 
gdzie: 

ip
Tti = , 
 

p + 1  − lic zb a p u n k tó w dys k retyzac j i. 
 
 

  
R y s .  1 .   P r z y b l i ż en i e f u n k cj i  M(t )  f u n k cj a m i  s k l ej a n y m i  t r z eci eg o  s t o p n i a  
F i g .  1 .   A p p r o x i m a t i o n  o f  f u n ct i o n  M(t)  b y  m ea n s  o f  t h i r d -o r d er  s p l i n e f u n ct i o n s  

 
S tos u j ą c  f u n k c j e s k lej an e trzec iego s top n ia – rys . 1  (m ożliwe 

j es t zas tos owan ie wielom ian ó w in n yc h  s top n i)  m ożn a wartoś ć  
f u n k c j i M(t )  dla ii ttt ,1−∈  (i = 1 ,… ,p)  ok reś lić  ze wzoru : 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) 11
2

1
3

1 −−−−
+−+−+−= iiiiiiiiii

i MttcttbttatM .      ( 8 ) 
 
W s p ó ł c zy nnik i ai, bi, ci dob ie r a s ię t ak , ab y :  
 

( )( ) ii
i MtM =   dl a  ,,,2,1 pi K=           ( 9 .1 ) 

 
 ( ) ( ) ( ) ( )tMtM i

i
i '1' +

=   dl a  ,1,,2,1 −= pi K   ( 9 .2 ) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )tMtM i
i

i "1" +
=    dl a  ,1,,2,1 −= pi K   ( 9 .3 ) 

 
or az:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,0lub0 0
"

0
'

== tMtM ii            ( 1 0 .1 ) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) .0lub0 "'
== P

i
P

i tMtM             ( 1 0 .2 ) 
 
R ó w nania ( 9 ) i ( 1 0 ) s t anow ią  uk ł ad 3 p r ó w nań  al g e b r aic zny c h   
o 3 p nie w iadom y c h . M oż e  on b y ć  s t os unk ow o ł at w o r ozw ią zany  
p r ze z zas t os ow anie  p os t ęp ow ania r e k ur e nc y jne g o. 

O s t at e c znie  zadanie  dob or u op t y m al ne j f unk c ji nap ędow e j 
s p r ow adza s ię do w y znac ze nia p+ 1  w ar t oś c i Mi, a w ięc  w e k t or  
zm ie nny c h  de c y zy jny c h  w  r ozp at r y w any m  zag adnie niu m oż na 
zap is ać  jak o:  

 [ ] .,,, 10
T

pMMM K=M       ( 1 1 ) 
 
Z at e m  r ozp at r y w ane  zadanie  op t y m al izac ji dy nam ic zne j m oż na 
s f or m uł ow ać  nas t ęp ują c o:  

Z n a l e ź ć  w a r t o ś c i  M0, … , Mp b ę d ą c e  e l e m e n t a m i  w e k t o r a  ( 1 1 ) ,  
t a k  a b y  m i n i m u m  o s i ą g a ł  f u n k c j o n a ł :  
 

 ( )pMM ,...,,, 0qq &Ω    ( 1 2 ) 
 
o r a z  s pe ł n i o n e  b y ł y  w a r u n k i :  
 

 ( ) ,,...,2,10, ei nie =≤qq &       ( 1 3 .1 ) 
 

 ( ) ,,...,2,10, ei nie =≤qq &       ( 1 3 .1 ) 
 

( ) ( ) .,,0;; pitMMtMMMMM iRiRiLiLiRiiL K===<<  ( 1 3 .2 ) 
 
W e k t or y  qq &,  ot r zy m uje  s ię p op r ze z c ał k ow anie  r ó w nań  r uc h u 
uk ł adu:  

 ( )pMMt K&&& ,, 0,qq,FqA = ,       ( 1 4 ) 
 
w  p r ze dzial e  T,0 , p r zy  w ar unk ac h  p oc zą t k ow y c h  ( 1 .3 ). 
D o r ozw ią zania t ak  zde f iniow ane g o zadania op t y m al izac ji 

m oż na zas t os ow ać  dow ol ną  m e t odę. N al e ż y  zw r ó c ić  uw ag ę, ż e  
dl a k aż de j k om b inac ji s k ł adow y c h  w e k t or a zm ie nny c h  de c y zy j-
ny c h  M k onie c zne  je s t  c ał k ow anie  uk ł adu r ó w nań  r uc h u ( 1 4 ).  
Z  nic h  b ow ie m  w y znac za s ię w ar t oś c i w e k t or ó w  qq &, , k t ó r e  na-
s t ęp nie  p ozw al ają  ob l ic zy ć  w ar t oś c i f unk c jonał u Ω  or az f unk c ji 
og r anic zają c y c h  ei. W e  w s zy s t k ic h  p r e ze nt ow any c h  dal e j p r zy k ł a-
dac h  do ic h  c ał k ow ania s t os ow ano m e t odę R ung e g o-K ut t y  4  r zędu 
ze  s t ał y m  k r ok ie m  c ał k ow ania. 
 

4. O p t y m a l i z a c j a  n a p ę d u  w c i ą g a r k i  ż u r a w i a  
t y p u  o n s h o r e  

 
C e l e m  op t y m al izac ji f unk c ji nap ędow e j ob r ot u b ęb na w c ią g ar k i 

ż ur aw ia ons h or e  b y ł o og r anic ze nie  odk s zt ał c e ń  dy nam ic zny c h  
l iny  noś ne j p odc zas  p odnos ze nia ł adunk u z je dnos t k i p ł y w ają c e j. 
Z ag adnie nie  t o b y ł o p r e ze nt ow ane  m iędzy  inny m i w  m at e r iał ac h  
k onf e r e nc y jny c h  [ 1 0 ] , w  p r ac y  [ 1 1 ]  or az najdok ł adnie j w  [ 1 2 ] .  
W  p ub l ik ac ji [ 1 1 ]  do dy s k r e t y zac ji w y s ięg nik a zas t os ow ano zm o-
dy f ik ow aną  m e t odę s zt y w ny c h  e l e m e nt ó w  s k oń c zony c h  [ 1 3 ] , 

nat om ias t  w  p ozos t ał y c h  dw ó c h , m e t odę anal izy  m odal ne j [ 1 4 ] . 
M e t oda anal izy  m odal ne j um oż l iw ia znac zne  zr e duk ow anie  l ic zb y  
s t op ni s w ob ody  w y s ięg nik a p r zy  zac h ow aniu je g o p ods t aw ow y c h  
c zęs t oś c i i p os t ac i dr g ań . R ó w noc ze s ne  og r anic ze nie  r ozw aż ań  do 
zag adnie nie  p ł as k ie g o p ozw ol ił o uzy s k ać  m ode l  ż ur aw ia ons h or e  
o s t os unk ow o nie w ie l k ie j l ic zb ie  w s p ó ł r zędny c h  uog ó l niony c h  – 
r y s . 2 , b e zp oś r e dnio nadają c y  s ię do anal iz op t y m al izac y jny c h . 

 

  
R y s .  2 .   M o d e l  ż u r a w i a  o n s h o r e  
F i g .  2 .   M o d e l  o f  a n  o n s h o r e  c r a n e  

 
P r zy jęt o, ż e  s t at e k  dos t aw c zy  w y k onuje  je dy nie  r uc h  nur zania:  
 

 ( ) ,sin βω += try dd   ( 1 5 ) 
 
g dzie  βω,,dr  t o odp ow ie dnio am p l it uda, c zęs t oś ć  i k ą t  p r ze s u-
nięc ia f azow e g o. 

R ó w nania r uc h u m ode l u w y p r ow adzono z r ó w nań  L ag r ang e ’ a 
I I  r odzaju uw zg l ędniają c  m iędzy  inny m i p odat noś ć  i t ł um ie nie  
uk ł adu l inow e g o or az p oł ą c ze nia ł adunk u z p ok ł ade m  s t at k u, 
ot r zy m ują c :  

 ( ) ,, Mt ,qq,FqA &&& =                  ( 1 6 ) 
g dzie :  

[ ] ,,...,,,,, 1
T

mNN ppyxαϕ=q  
 

ϕ  − k ą t  p oc h y l e nia w y s ięg nik a, 
α  − k ą t  ob r ot u b ęb na w c ią g ar k i, 

NN yx ,  − w s p ó ł r zędne  ł adunk u, 
mpp ,...,1  − w s p ó ł r zędne  w y s ięg nik a, t zw . w s p ó ł r zędne  

m odal ne , 
m −  l ic zb a uw zg l ędniany c h  p os t ac i dr g ań  w ł as ny c h  w y -

s ięg nik a. 
 
S zc ze g ó ł ow e  w y p r ow adze nie  znajduje  s ię w  [ 1 2 ] .  

F unk c jonał  w  zadaniu op t y m al izac ji zde f iniow ano nas t ęp ują c o:   
 

 ,max
stat

dyn
ttt l

l
BA ∆
∆

=Ω
≤ p

               ( 1 7 ) 
 
g dzie :  ( )qq &,ll dyndyn ∆=∆  − w y dł uż e nie  l iny  noś ne j w  w ar unk ac h  

dy nam ic zny c h , 
statl∆   −  w y dł uż e nie  l iny  noś ne j p r zy  je j s t at y c zny m  ob -

c ią ż e niu ł adunk ie m , 
BA tt ,  − c zas  p oc zą t k u i k oń c a p odnos ze nia ł adunk u. 

 
P os t anow iono zap r op onow ać  dw a p ode jś c ia do p os zuk iw ania 

op t y m al ne g o nap ędu w c ią g ar k i p os zuk ują c :   
1 . m om e nt  nap ędow y  M dział ają c y  na b ęb e n w c ią g ar k i,  
2 . p r zy s p ie s ze nie  ob r ot ow e  b ęb na w c ią g ar k i α&&  
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W obu przypadkach założono, że przedział czasu BA tt ,  zost a-
nie podziel ony na t rzy f azy (rys.  3 ) :  
• RA tt ,  − f aza rozruchu, podziel ona na n1 podprzedziałó w , 
• HR tt ,  − f aza rozruchu ust al oneg o, w  kt ó rej  w art oś ć  m om ent u 

M l ub przyspieszenia ką t ow eg o α&&  j est  st ała, 
• BR tt ,  − f aza ham ow ania, podziel ona na n2 podprzedziałó w .  

 
 

  
R y s .  3 .   Z a ł o ż o ny  p r z e b i e g  c z a s o w y  m o m e nt u  M 
F i g .  3 .   A s s u m e d  t i m e  c o u r s e  o f  m o m e nt  M 
 
J ednocześ nie m uszą  być  spełnione w arunki:  
 
a)   ładunek m usi być  podniesiony na okreś l oną  w ysokoś ć :  
 

 ( ) ,minyty BN ≥              (1 8 )  
 
b)   na koń cu cykl u podnoszenia w cią g arka m usi się  zat rzym ać :  
 

 ( ) ,0=Btα&           (1 9 )  
 
c)  w art oś ć  m om ent u M nie m oże przekraczać  w art oś ci dopusz-

czal nych z t echniczneg o punkt u w idzenia:  
 

 ( ) .maxmin MtMM ≤≤     (2 0 )  
 
A d 1 .  
 
Z ałożono, że m om ent  M(t )  dl a BA ttt ,∈  bę dzie odcinkow o 

zam ieniał się  l iniow o (rys.  3 ) , a zat em  zam iast  f unkcj i skl ej anych 
t rzecieg o st opnia j ak w  (8 ) , zast osow ane zost aną  f unkcj e st opnia 
pierw szeg o:  
 

 ( ) ( )1
1

1
1 −

−

−

−
−

−

−
+= ii

ii

ii
i tt

tt
MMMtM             (2 1 )  

 
dl a .1,...,2,1;, 211 ++=∈

−
nnittt ii  

  
O st at ecznie zadanie opt ym al izacj i w  t ym  przypadku zost ało sf or-
m ułow ane nast ę puj ą co:  
Z nal eź ć  121 ++= nnn  w art oś ci m om ent u M: 
 

,,...,,,...,, 1210 2111 +++ nnnn MMMMM  
 
kt ó re:  
− m inim al izuj ą  f unkcj onał (1 7 ) , 
− zapew niaj ą c spełnienie w arunkó w  (1 8 ) ÷(2 0 ) , 
− zapew niaj ą c spełnienie układu ró w nań  ró żniczkow ych (1 6 ) .  
 
J est  w ię c t o zadanie niel iniow ej  opt ym al izacj i w iel ow art oś ciow ej , 
kt ó re rozw ią zano m et odą  H ook’ a-J eev es’ a [ 9 ] .  P rzykładow e 
w yniki obl iczeń  num erycznych zam ieszczono na rys.  4  i 5 .  R ys.  
4 a)  przedst aw ia przebieg i czasow e w ybranych w art oś ci dl a przy-
bl iżenia począ t kow eg o (w ybraneg o arbit ral nie) , rys.  4 b)  w yniki po 
opt ym al izacj i, nat om iast  rys.  5  w zg l ę dne odkszt ałcenie l iny przed 

i po opt ym al izacj i.  N al eży zw ró cić  uw ag ę , że na rys 5 .  przedst a-
w iono w yniki przy założeniu szt yw neg o w ysię g nika (m =  0 )  oraz 
uw zg l ę dnieniu j eg o podat noś ci (m =  3 ) .  Wart oś ci danych przyj ę -
t ych do obl iczeń  znaj duj ą  się  w  [ 1 2 ] .  
 

  
R y s . 4 .  a)  pr z e b i e g i  d l a pr z y b l i ż e n i a pocz ą t k ow e g o m om e n t u  M ,   

b )  pr z e b i e g i  d l a z opt y m al i z ow an e g o pr z e b i e g u  m om e n t u  M 
F i g . 4 .  a)  cou r s e s  f or  i n i t i al  appr ox i m at i on  of  m om e n t  M ,   

b )  cou r s e s  f or  opt i m i s e d  m om e n t  M 
 
 

  
R y s . 5 .  O d k s z t ał ce n i e  w z g l ę d n e  l i n y  d l a opt y m al i z ow an e g o m om e n t u  M :   

I  – pocz ą t k ow e  pr z y b l i ż e n i e ,  I I  – opt y m al i z acj a d l a m =  0 ,   
I I I  – opt y m al i z acj a d l a m =  3  

F i g . 5 .  R e l at i v e  d e f or m at i on  of  t h e  r ope  f or  opt i m i s e d  m om e n t  M :   
I  – i n i t i al  appr ox i m at i on ,  I I  – opt i m i s at i on  f or  m =  0 ,   
I I I  – opt i m i s at i on  f or  m =  3  

 
A d 2 .  

 
W t ym  w ariancie w ekt or zm iennych decyzyj nych m ożna przed-

st aw ić  j ako:  
 [ ]Tnnaa 11 21

,..., ++=a    (2 2 )  
 
g dzie ( ) .1,...,1, 21 ++== nnita ii α&&   

 

  
R y s . 6 .  Z ał oż on y  pr z e b i e g  cz as ow y  pr z y s pi e s z an i a α&&  
F i g . 6 .  A s s u m e d  t i m e  cou r s e  of  acce l e r at i on  α&&  

 
J eg o el em ent am i są  zat em  przyś pieszenia ką t ow e bę bna w cią g ar-
ki.  Z ałożono, że w  poszczeg ó l nych podprzedziałach przyś piesze-
nie bę dzie zm ieniać  się  l iniow o (rys.  6 ) , w  zw ią zku z czym  prze-
bieg  ką t a obrot u bę bna ( )tαα =  j est  zdef iniow any w iel om ianem  
t rzecieg o st opnia.  Z adanie opt ym al izacj i m ożna t ym  razem  okre-
ś l ić  j ako:  

Z nal eź ć  121 ++= nnn  w art oś ci przyś pieszenia ką t ow eg o α&& :  
1210 2111

,...,,,...,, +++ nnnn ααααα &&&&&&&&&&  
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które: 
− m i n i m a l i z u j ą  f u n kc j o n a ł  ( 1 7 ) ,  
− z a p ew n i a j ą c  s p eł n i en i e w a ru n ków  ( 1 8 ) ÷ ( 2 0 ) ,  
− z a p ew n i a j ą c  s p eł n i en i e u kł a d u  rów n a ń  róż n i c z ko w yc h  ( 1 6 ) .  
 

R ys .  7 ,  8  p rz ed s ta w i a j ą  a n a l o g i c z n e j a k w  w a ri a n c i e 1  w ykres y.  
 

  
R ys .  7 .   a) pr z e bi e g i  d l a pr z ybl i ż e n i a po cz ą tk o w e g o  pr z ys pi e s z e n i a,   

b) pr z e bi e g i  d l a z o ptym al i z o w an e g o  pr z ys pi e s z e n i a 
F i g .  7 .   a) co u r s e s  f o r  i n i ti al  appr o x i m ati o n  o f  acce l e r ati o n ,   

b) co u r s e s  f o r  o pti m i s e d  acce l e r ati o n  
 

  
R ys .  8 .   O d k s z tał ce n i e  w z g l ę d n e  l i n y d l a o ptym al i z o w an e g o  pr z ys pi e s z e n i a:   

I  – po cz ą tk o w e  pr z ybl i ż e n i e ,  I I  – o ptym al i z acj a d l a m =  0 ,    
 I I I  – o ptym al i z acj a d l a m =  3  
F i g .  8 .   R e l ati v e  d e f o r m ati o n  o f  th e  r o pe  f o r  o pti m i s e d  acce l e r ati o n :   

I  – i n i ti al  appr o x i m ati o n ,  I I  – o pti m i s ati o n  f o r  m =  0 ,   
I I I  – o pti m i s ati o n  f o r  m =  3  
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ARTYKUŁ TECHNICZNY w  s k a l i  o d c i en i  s z a r o ś c i  
[ c en y n etto ]  

k o l o r  
[ c en y n etto ]  

J ed n a  s tro n a  5 0 0 , 0 0  7 0 0 , 0 0  

D w i e s tro n y 6 5 0 , 0 0  8 5 0 , 0 0  

T rz y s tro n y 8 0 0 , 0 0  1  0 0 0 , 0 0  

C z tery s tro n y 9 5 0 , 0 0  1  1 5 0 , 0 0  

p i ę ć  s tro n  i  w i ę c ej  c en a  d o  i n d y w i d u a l n eg o  u z g o d n i en i a  
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