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S t r e s z c z e n i e  
 

W  p racy  s f orm u ł ow ano z ag adnienie dy s k ret nej  w ielok ry t erialnej  op t y m a-
liz acj i niez aw odnoś ciow ej  p rz ek ry ć  s t ru k t u ralny ch . Prz eds t aw iono p od-
s t aw y  t eorii niez aw odnoś ci oraz  m et ody  analiz y  p robabilis t y cz nej   
w  odnies ieniu  do p rz es t rz enny ch  k ons t ru k cj i k rat ow y ch . Podj ę t o p ró bę  
oceny  aw ary j noś ci p rz ek ry ć  p rę t ow y ch  w  u j ę ciu  lok alny m  i g lobalny m .  
W  t y m  celu  ok reś lono p aram et ry  p roj ek t ow e oraz  obcią ż enia, k t ó ry ch  
los ow a z m iennoś ć  w p ł y w a z nacz ą co na ich  niez aw odnoś ć . Z def iniow ano 
k ry t eria aw arii k ons t ru k cj i j ak o f u nk cj e op is any ch  z m ienny ch  los ow y ch . 
Kry t eria t e u j ę t o w  w ek t orz e f u nk cj i celu  z adania op t y m aliz acj i oraz   
w  w ek t orz e og ranicz eń  nieró w noś ciow y ch . Prz eds t aw iono m et odę  oceny  
s t anu  bez p iecz eń s t w a k ons t ru k cj i z a p om ocą  analiz y  ś cież ek  z nis z cz enia. 
R oz p at rz ono dw a m odele m at eriał u  – s p rę ż y s t y  i k ru ch y . Prz eds t aw ione 
roz w aż ania z ilu s t row ano p rz y k ł adem  licz bow y m  dot y cz ą cy m  realnej  
k ons t ru k cj i inż y niers k iej . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  p rz es t rz enne k ons t ru k cj e k rat ow e, p oliop t y m aliz acj a, 
niez aw odnoś ć , p raw dop odobień s t w o aw arii, ś cież k a aw arii. 
 
V e c t o r o pt im is at io n o f  s pat ial t ru s s e s  wit h  
s y s t e m  re liab ilit y − b as e d c rit e ria 

 
A b s t r a c t  

 
I n t h e p ap er t h e p roblem  of  dis cret e m u lt icrit eria reliabilit y –bas ed  
op t im is at ion of  s p at ial t ru s s es  is  f orm u lat ed. T h e bas es  of  t h e reliabilit y  
t h eory  and m et h ods  of  p robabilis t ic analy s is  ap p lied t o s p ace t ru s s   
s t ru ct u res  are p res ent ed. L ocal and g lobal ap p roach  t o p robabilit y  of  
s t ru ct u re f ailu re is  t ak en int o accou nt . F or t h at  p u rp os e des ig n p aram et ers  
and loads  of  h ig h  variat ion are det erm ined. T h ere are def ined t h e crit eria of  
f ailu re as  obj ect ive f u nct ions  as  w ell as  ineq u alit y  cons t rains  in op t im iz at ion 
p roblem  f orm u lat ion. T h e as s u m ed crit eria are of  t w o t y p es  – t h e local 
ones  concerning  s ing le elem ent s  of  t h e analy s ed t ru s s , and t h e g lobal ones  
ap p lied t o t h e w h ole s t ru ct u re. T h e m et h od of  t h e reliabilit y  analy s is  by  
f ailu re m ode ap p roach  is  int rodu ced. T w o m odels  of  m at erials  are cons idered 
f or t h at  p u rp os e – w it h  du ct ile and brit t le ch aract eris t ic. As  a p ract ical 
ap p licat ion of  t h e alg orit h m  cons idered t h ere is  p res ent ed t h e reliabilit y  
analy s is  of  a real eng ineering  s t ru ct u re. 
 
K e y w o r d s :  s p at ial t ru s s es , m u lt icrit eria op t im is at ion, reliabilit y , p robabilit y  
of  f ailu re, f ailu re m ode. 
 
1 .  Wpro wadz e nie  
 
P rzedm i ot em  p rzeds t aw i on y c h  w  n i n i ej s zej  p rac y  rozw aż ań  j es t  

al g ory t m  w i el okry t eri al n ej  op t y m al i zac j i  n i ezaw odn oś c i ow ej  
p rzes t rzen n y c h  kon s t rukc j i  krat ow y c h ,  ze s zc zeg ó l n y m  uw zg l ęd-
n i en i em  p rzekry ć  s t rukt ural n y c h .  P rzez p rzekry c i a s t rukt ural n e 
rozum i an e s ą krat ow n i c e p rzes t rzen n e j edn o- l ub  dw uw ars t w ow e,  
w y kon an e z el em en t ó w  s t al ow y c h  o p rzekroj ac h  zam kn i ęt y c h .  
O dp ow i edn i e uks zt ał t ow an i e t eg o t y p u us t roj ó w  kon s t rukc y j n y c h  
zap ew n i a i m  duż ą s zt y w n oś ć ,  kt ó ra zw i ęks za s i ę w raz ze w zro-
s t em  odl eg ł oś c i  p om i ędzy  g ó rn ą i  dol n ą w ars t w ą p ręt ó w .  I s t ot n ą 
zal et ą t aki c h  s t rukt ur j es t  ró w n i eż  duż a s w ob oda ks zt ał t ow an i a 
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p rzekry c i a,  c o s t w arza m oż l i w oś ć  t w orzen i a c i ekaw y c h  f orm  
arc h i t ekt on i c zn y c h .  W s zy s t ko t o s p raw i a,  ż e p rzekry c i a s t rukt u-
ral n e s t os ow an e s ą c zęs t o j ako kon s t rukc j e n oś n e dac h ó w  duż y c h  
c en t ró w  s p ort ow y c h ,  h an dl ow y c h  c zy  ob i ekt ó w  uż y t ec zn oś c i  
p ub l i c zn ej  [ 1 ,  4 ] .  I s t ot n y m  as p ekt em  p roj ekt ow an i a t aki c h  kon -
s t rukc j i  s t aj e s i ę zat em  i c h  n i ezaw odn oś ć ,  g dy ż  ew en t ual n a aw ari a 
w i ązał ab y  s i ę z n araż en i em  zdrow i a i  ż y c i a p rzeb y w aj ąc y c h   
w  ś rodku l udzi  oraz zn ac zn y m i  s t rat am i  m at eri al n y m i .  
 

2 .  O c e na awary jno ś c i prz e k ry ć   
s t ru k t u ralny c h  jak o  u k ł adó w  
k o ns t ru k c y jny c h  

 
N i ezaw odn oś ć  kon s t rukc j i  i n ż y n i ers ki c h  j es t  i s t ot n y m  kry t e-

ri um  p roj ekt ow y m ,  p rzy  c zy m  w y m ag an y  p ozi om  b ezp i ec zeń s t w a 
zal eż y  od f un kc j i  i  p rzezn ac zen i a ob i ekt u.  P ręt ow e s t rukt ury  
p rzes t rzen n e s t os ow an e s ą n a og ó ł  j ako kon s t rukc j e p rzekry ć   
o duż y c h  rozp i ęt oś c i ac h ,  s i ęg aj ąc y c h  n aw et  p on ad 1 0 0  m et ró w ,   
w  s y t uac j ac h ,  g dy  n i ekorzy s t n e j es t  w p row adzan i e p odp ó r p oś red-
n i c h .  
K rat ow n i c e t eg o t y p u uw aż an e s ą za kon s t rukc j e o w y s oki m  

p ozi om i e n i ezaw odn oś c i ,  g dy ż  ze s t at y c zn eg o p un kt u w i dzen i a s ą 
on e w i el okrot n i e s t at y c zn i e n i ew y zn ac zal n e.  D o p ow s t an i a ki n e-
m at y c zn i e zm i en n eg o m ec h an i zm u zn i s zc zen i a m oż e doj ś ć  j edy -
n i e w  w y n i ku aw ari i  p ręt ó w ,  kt ó re t w orzą t zw .  ś c i eż kę zn i s zc ze-
n i a.  W i ęks zoś ć  ś c i eż ek zn i s zc zen i a s kł ada s i ę z ki l ku do ki l kun a-
s t u p ręt ó w ,  c o ozn ac za,  ż e p raw dop odob i eń s t w o aw ari i  m al ej e 
zn ac ząc o.  Z  drug i ej  j edn ak s t ron y  m oż l i w a j es t  s y t uac j a,  w  kt ó rej  
p ow s t an i e ś c i eż ka aw ari i  s kł adaj ąc a s i ę z j edn eg o el em en t u.  
P raw dop odob i eń s t w o zn i s zc zen i a kon s t rukc j i  j es t  w ó w c zas  ró w -
n ozn ac zn e ze zn i s zc zen i em  p oj edy n c zeg o el em en t u.  P on adt o 
s t rukt ury  p rzes t rzen n e s ą t o kon s t rukc j e s kł adaj ąc e s i ę z duż ej  
l i c zb y  p ręt ó w  i  w ęzł ó w ,  p rzy  c zy m  m on t aż  odb y w a s i ę n a og ó ł  n a 
p l ac u b udow y .  W  s y t uac j ac h  t aki c h  c zęś c i ej  n i ż  p rzy  m on t aż u 
w ars zt at ow y m  doc h odzi  do t zw .  błędów ludzkich ,  l os ow e rozrzut y  
p aram et ró w  kon s t rukc j i  s ą w i ęks ze,  a w ęzł y  w y kon y w an e s ą  
z m n i ej s zą p rec y zj ą.  Z  p ow y ż s zy c h  w zg l ędó w ,  p am i ęt aj ąc  j edn o-
c ześ n i e o odp ow i edzi al n y c h  n a og ó ł  f un kc j ac h  kon s t rukc y j n y c h ,  
p rzekry c i a s t rukt ural n e p ow i n n y  b y ć  p roj ekt ow an e z uw zg l ędn i e-
n i em  kry t eri ó w  n i ezaw odn oś c i ow y c h ,  c o w  s p os ó b  zn ac ząc y  
p rzy c zy n i a s i ę do rac j on al n eg o us t al en i a p ozi om u b ezp i ec zeń s t w a 
ob i ekt u.  
 
3 .  Alg o ry t m  po lio pt y m aliz ac ji  

nie z awo dno ś c io we j prz e k ry ć  s t ru k t u ralny c h  
 
Sformułowanie problemu  
 
W  s p os ó b  og ó l n y  zag adn i en i e p ol i op t y m al i zac j i  n i ezaw odn o-

ś c i ow ej  s f orm uł ow ać  m oż n a n as t ęp uj ąc o – dan e s ą w ekt ory :  
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– zm iennyc h  d ec yzyj nyc h ;  
 

 x =  { xn} ,  N1,=n    (1 )  
 

– f u nkc j i c el u ,  p r zy c zym  p r zynaj m niej  j ed en el em ent  w ekt or a 
d ot yc zy niezaw od noś c i kons t r u kc j i r ozu m ianej  j ako s ys t em  zł o-
ż ony z p r ę t ó w  kr at ow yc h  p oł ąc zonyc h  w  u kł ad y s zer eg ow e  
i r ó w nol eg ł e. P os t aw ą d o anal izy kons t r u kc j i j ako s ys t em u  p r ę -
t ó w  j es t  w yznac zenie p oziom u  niezaw od noś c i p os zc zeg ó l nyc h  
p r ę t ó w  kr at ow nic y,  kt ó r e nas t ę p nie s t anow ić  b ę d ą l og ic zne c ią-
g i zd ar zeń  p r ow ad ząc e d o u t r at y noś noś c i ob iekt u . Z a s t an aw a-
r ii p r zyj ę t o s yt u ac j ę ,  w  kt ó r ej  w  u kł ad zie p r ę t ó w  nas t ąp ił o p r ze-
kr oc zenie w ar u nkó w  d anyc h  w ekt or em  f u nkc j i g r anic znyc h ,  c o 
s p ow od ow ał o p ow s t anie kinem at yc znie zm ienneg o m ec h ani-
zm u ;  

 J1,,)}(f{)( == jj xxf         (2 )  
 

– og r anic zeń ,  p r zy c zym  p r zynaj m niej  j ed en el em ent  w ekt or a 
d ot yc zy niezaw od noś c i kons t r u kc j i,  r ozu m ianej  j ak p r zed s t a-
w iono p ow yż ej ;  

 g(x)  =  { gk(x)  <  0 } ,  K1,=k           (3 )  
 

 h(x)  =  { hm(x)  =  0 } ,  M1,=m            (4 )  
 

– zm iennyc h  l os ow yc h  
 

 I1,},{ == iX iX     (5 )  
 

– f u nkc j i g r anic znyc h  
 

 T1,)},({)( == tGt XXG           (6 )  
 

or az zb ior y p ar am et r ó w  zad ania,  s t ał yc h  w  p r oc es ie op t ym al izac j i. 
N al eż y w yznac zyć  zb ió r  r ozw iązań  niezd om inow anyc h  X N D ,  
zg od nie z r ó w naniam i [ 7 ]  
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or az r ozw iązanie p r ef er ow ane xp i od p ow iad aj ą m u  oc enę  p r ef e-
r ow aną yp. 
 

Definicja prawdopodobieństwa awarii 
 
O s zac ow anie p oziom u  niezaw od noś c i el em ent ó w  kons t r u kc j i 

zw iązane j es t  z u w zg l ę d nieniem  l os ow eg o c h ar akt er u  zm iennyc h  
p r oj ekt ow yc h  i ob c iąż eń . Z e w zg l ę d ó w  ob l ic zeniow yc h  w  anal izie 
b r ane s ą p od  u w ag ę  t e zm ienne l os ow e,  kt ó r yc h  r ozr zu t  j es t  is t ot -
ny z p u nkt u  w id zenia aw ar ii ob iekt u . P op r zez aw ar ię  el em ent u  
r ozu m iany j es t  s t an u p l as t yc znienia p r ę t a w  p r zyp ad ku  nap r ę ż eń  
r ozc iąg aj ąc yc h  or az u p l as t yc znienia l u b  u t r at y s t at ec znoś c i  
w  p os t ac i w yb oc zenia w  p r zyp ad ku  nap r ę ż eń  ś c is kaj ąc yc h . W a-
r u nki g r anic zne,  d ec yd u j ąc e o p r zej ś c iu  el em ent u  w  s t an aw ar ii 
d ef iniow ane s ą za p om oc ą f u nkc j i g r anic znyc h ,  zaw ar t yc h   
w  w ekt or ze G(X ) . Z akł ad aj ąc ,  ż e noś noś ć  op is ana j es t  zm ienną R ,  
zaś  ob c iąż enia zm ienną l os ow ą S,  za aw ar ię  u w aż a s ię  s t an,  g d y 
ob c iąż enia S p r zekr ac zaj ą noś noś ć  R. P r aw d op od ob ień s t w o aw ar ii 
d ef iniow ane j es t  w ó w c zas  j ako 
 

 ]0),([ ≤= SRGPPf    (1 0 )  

W  t eor ii niezaw od noś c i p r zyj m u j e s ię ,  ż e zb ió r  zd ar zeń  el em en-
t ar nyc h  d ziel i s ię  na d w a d op eł niaj ąc e s ię  p od zb ior y −  ob s zar  
b ezp iec zny Ωs i ob s zar  aw ar ii Ωf ,  kt ó r e od d ziel one s ą p ow ier zc h -
nią aw ar ii o r ó w naniu  G(X )  =  0 . I nt er p r et ac j ę  g r af ic zną ob s zar u  
aw ar ii or az p ow ier zc h ni aw ar ii p r zes t aw ia r ys u nek 1 . 
 
 
 

S 

R 

fR,S ( R,  S)  

fS ( S)  
fR ( R)  

µR 

µS 

G  <  0  
o b s z a r  a w a r i i  

Ωf 
G  >  0  

o b s z a r  b e z p i e c z n y  Ωs 

G  =  0  
p o w i e r z c h n i a  a w a r i i  

  
R y s .  1 .   I nt er p r et a cj a  g eo m et r y cz na  f u nk cj i  g r a ni cz nej  i  o b s z a r u  a w a r i i   

w  p r z es t r z eni  2 D  
F i g .  1 .   G eo m et r i c i nt er p r et a t i o n o f  a  l i m i t  f u nct i o n a nd  f a i l u r e d o m a i n  

i n 2 D  s p a ce 
 

Z g od nie z kl as yc zną d ef inic j ą p r aw d op od ob ień s t w o aw ar ii w yr aż a 
s ię  r ó w naniem  [ 5 ,  6 ]  
 

 ∫=

fΩ
f dfP XXX )(    (1 1 )  

 
W  c el u  u niknię c ia s kom p l ikow anyc h  i m ał o ef ekt yw nyc h  nu m e-
r yc znie p r oc ed u r  c ał kow ania p o w iel ow ym iar ow ym  ob s zar ze Ωf ,  
p r aw d op od ob ień s t w o aw ar ii w yr azić  m oż na za p om oc ą w s kaź nika 
H as of er a – L ind a β ,  s t os u j ąc  m et od ę  F O RM  [ 5 ,  6 ] .  
W  m et od zie t ej  f u nkc j a g r anic zna ap r oks ym ow ana j es t  za p om oc ą 
r ozw inię c ia w  s zer eg  T ayl or a z zac h ow aniem  w yr azó w  p ier w s ze-
g o r zę d u . W  p r zyp ad ku  niel iniow ej  f u nkc j i g r anic znej  w  m et od zie 
F O RM  ap r oks ym ac j i d okonu j e s ię  w  p u nkc ie p r oj ekt ow ym  y * ,  
p oł oż onym  na p ow ier zc h ni aw ar ii naj b l iż ej  p oc ząt ku  u kł ad u  
w s p ó ł r zę d nyc h  (r ys . 2 ) . P o d okonaniu  t r ans f or m ac j i w s zys t kic h  
zm iennyc h  l os ow yc h  i f u nkc j i g r anic znej  d o p r zes t r zeni s t and ar -
d ow ej  Y N ( 0 , 1 )  m iar ą p oziom u  b ezp iec zeń s t w a s t aj e s ię  od l eg ł oś ć  
ap r oks ym ow anej  p ow ier zc h ni aw ar ii od  p oc ząt ku  u kł ad u  w s p ó ł -
r zę d nyc h ,  int er p r et ow ana j ako w s kaź nik niezaw od noś c i β (r ys . 2 ) .  
 
 

 

Y1 

Y2 

f (Y) 

Ωs Ωf 

y* 

GL(Y) =  0  

β 

• c1 
c2 l 

G(Y) =  0  

  
R y s .  2 .   A p r o k s y m a cj a  l i ni o w a  f u nk cj i  g r a ni cz nej  w  p u nk ci e p r o j ek t o w y m  y* 
F i g .  2 .   L i nea r  a p p r o x i m a t i o n o f  t h e l i m i t  f u nct i o n i n t h e d es i g n p o i nt  y* 
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Zależność pomiędz y  w s k aź nik iem β a pr aw dopodob ieńs t w em 
aw ar ii w y r aża w ó w c z as  r ó w nanie 
 

)(Φf β−=P             (1 2 )  
 
W y z nac z enie w s pó łr z ędny c h  punk t u pr oj ek t ow eg o s pr ow adz a s ię 
z at em do r oz w iąz ania z ag adnienia opt y maliz ac j i s k alar nej  z  og r a-
nic z eniami,  c o z apis ać można nas t ępuj ąc o 
 

2
1

)(min yyT=β               (1 3 )  
 
g dz ie y j es t  s pełnia r ó w nanie pow ier z c h ni aw ar ii 0)( =yG . 
 

Systemowa analiza niezawodnościowa 
 
A naliz a niez aw odnośc i k ons t r uk c j i j ak o s y s t emu z łożoneg o  

z  pos z c z eg ó lny c h  pr ęt ó w  opier a s ię na t w or z eniu log ic z ny c h  
c iąg ó w  z dar z eń los ow y c h ,  w  k ons ek w enc j i k t ó r y c h  pr z ek r y c ie 
z mienia s ię w  k inemat y c z nie z mienny  mec h aniz m. U k łady  pr ę-
t ó w ,  k t ó r y c h  aw ar ia dopr ow adz a do z miany  s c h emat u k ons t r uk c j i 
w  k inemat y c z nie z mienny  mec h aniz m naz y w ane s ą śc ieżk ami 
aw ar ii. 
W  naj b ar dz iej  og ó lny  s pos ó b  s y s t emy  k ons t r uk c y j ne podz ielić 

można na s z er eg ow e i r ó w noleg łe. Za uk ład s z er eg ow y  uw aża s ię 
s c h emat ,  do z nis z c z enia k t ó r eg o w y s t ar c z y  aw ar ia j edneg o ele-
ment u. P r z y k ładem k ons t r uk c j i s z er eg ow ej  j es t  łańc uc h  z łożony  
z e s k ońc z onej  lic z b y  og niw . D o ut r at y  nośnośc i łańc uc h a w y s t ar -
c z y  us z k odz enie j edneg o og niw a (r y s . 3 a) . U k ładami s z er eg ow y -
mi s ą w s z y s t k ie k ons t r uk c j e s t at y c z nie w y z nac z alne. Z k olei uk ład 
r ó w noleg ły  t o t ak i,  do z nis z c z enia k t ó r eg o k oniec z na j es t  aw ar ia 
w s z y s t k ic h  element ó w  w c h odz ąc y c h  w  s k ład s c h emat u k ons t r uk -
c j i (r y s . 3 b ) . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

układ szeregowy
a)  

  
 

 u k ł a d  r ó w n o l e g ł y  
b )  

  
R y s .  3 .   P r z y k ł a d y  s c h e m a t ó w  k o n s t r u k c j i :  a )  s z e r e g o w y c h ;  b )  r ó w n o l e g ł y c h  
F i g .  3 .   E x a m p l e  s c h e m e  o f :  a )  s e r i e s ;  b )  p a r a l l e l  s t r u c t u r e  
 
O k r eślenie s c h emat u pr ac y  k ons t r uk c j i j ak o s z er eg ow eg o lub  

r ó w noleg łeg o w iąże s ię śc iśle z  pr aw dopodob ieńs t w em aw ar ii 
s y s t emu PF. W  pr z y padk u uk ładó w  s z er eg ow y c h  pr aw dopodo-
b ieńs t w o t o w ah a s ię w  g r anic ac h  
 

[ ]{ } [ ]{ }∏
=

≤−−≤≤≤
n

i
iifiii

SRGPSRG
1

0),(P110),(Pmax  (1 4 a)  
 

lub  r ó w noz nac z nie 
 

 ( ) ( )∏
=

−−≤≤
n

i
fiffii

pPp
1
11max          (1 4 b )  

 
g dz ie pfi  oz nac z a pr aw dopodob ieńs t w o aw ar ii i − t eg o element u. 
J ednoz nac z ne w y z nac z enie pr aw dopodob ieńs t w a aw ar ii Pf j es t  
s k omplik ow ane z a w z g lędu na t r udnośc i w  ok r eśleniu w s pó łc z y n-
nik ó w  k or elac j i pomiędz y  z mienny mi los ow y mi or az  z mianami 
w y nik aj ąc y mi z  r edy s t r y b uc j i ob c iążenia po pr z ec h odz eniu k olej -
ny c h  element ó w  w  s t an aw ar ii. G r anic e z def iniow ane w  r ó w naniu 
(1 4 )  odpow iadaj ą s y t uac j om s k r aj ny m. D olna g r anic a ok r eśla 
pr aw dopodob ieńs t w o aw ar ii w  s y t uac j i,  g dy  k or elac j a j es t  pełna 
(ρ i j  =  1 ) . W ó w c z as  pr aw dopodob ieńs t w o aw ar ii s y s t emu s z er eg o-
w eg o det er minow ane j es t  mak s y malny m pr aw dopodob ieńs t w em 
z nis z c z enia element u. G r anic a g ó r na nat omias t  odpow iada s y t u-
ac j i b r ak u k or elac j i (ρ i j  =  0 ) ,  c o oz nac z a,  że nośnośc i pos z c z eg ó l-
ny c h  element ó w  poz os t aj ą niez ależne. P r z y  t y m z ałożeniu uk ład 
s z er eg ow y  poz os t aj e b ez piec z ny ,  o ile w s z y s t k ie element y  s ą  
w  ob s z ar z e b ez piec z ny m [ 5 ,  6 ] . A lt er nat y w ne r ó w nania s łużąc e 
ok r eśleniu g r anic  z apr oponow ał D it lev s en [ 5 ] . 
D la uk ładó w  r ó w noleg ły c h  pr aw dopodob ieńs t w o aw ar ii PF w a-

h a s ię w  g r anic ac h  
 

[ ]{ } [ ]{ }0),(Pmin0),(P
1

≤≤≤≤∏
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lub  r ó w noz nac z nie 
 ( ) ( )fin

i iffi pPp∏
=

≤≤
1

min     (1 5 b )  
 
D olna g r anic a odpow iada t ut aj  s y t uac j i,  w  k t ó r ej  nośnośc i ele-

ment ó w  s y s t emu s ą niez ależne (ρ i j  =  0 ) . S y s t em uleg a w ó w c z as  
aw ar ii,  g dy  w s z y s t k ie j eg o element y  pr z ek r oc z ą w ar unek  dany  
f unk c j ą g r anic z ną. T r ak t uj ąc  z dar z enia t e j ak o los ow o niez ależne 
można w y z nac z y ć pr aw dopodob ieńs t w o iloc z y nu z dar z eń j ak o 
iloc z y n pr aw dopodob ieńs t w  w y s t ąpienia pos z c z eg ó lny c h  z dar z eń. 
G r anic a g ó r na nat omias t  opis uj e pr aw dopodob ieńs t w o aw ar ii PF ,  
pr z y  z ałożeniu c ałk ow it ej  k or elac j i (ρ i j  =  1 ) . B ez piec z eńs t w o 
s y s t emu det er minuj e w ó w c z as  element  o naj niżs z y m pr aw dopo-
dob ieńs t w ie aw ar ii. 
U s t alenie z ależnośc i pomiędz y  los ow o z mienny mi par amet r ami 

pr oj ek t ow y mi or az  ob c iążeniami j es t  z ag adnieniem z łożony m. 
S t os unk ow o c z ęs t o pr z y j muj e s ię z ałożenia o pełnej  k or elac j i,  
k t ó r a w y nik a z  j ednak ow y c h  odc h y łek  g eomet r y c z ny c h  elemen-
t ó w ,  z  k t ó r y c h  w y k onano pr ęt y  s t r uk t ur y  or az  c h ar ak t er y s t y k  
mat er iałow y c h  s t ali. U z as adnieniem j es t  t ut aj  poc h odz enie ele-
ment ó w  z  j ednej  par t ii pr oduk c y j nej . Z dr ug iej  j ednak  s t r ony  
z ałożenie t o podw aża możliw ość z as t os ow ania w  k ons t r uk c j i 
r ó żny c h  pr of ili. A nalog ic z ne r oz umow anie pr z epr ow adz a s ię pr z y  
dy s k us j i k or elac j i pomiędz y  ob c iążeniem pr z y padaj ąc y m na po-
s z c z eg ó lne pr ęt y . C z ęs t o pr z y j muj e s ię z ałożenie o pełnej  k or ela-
c j i,  g dy ż los ow e z w ięk s z enie ob c iążenia s t r uk t ur y  pr z ek ładać s ię 
b ędz ie na z w ięk s z enie s ił w e w s z y s t k ic h  pr ęt ac h  [ 8 ] . 
K olej ny m z ag adnieniem z w iąz any m z  us t aleniem z ależnośc i 

pomiędz y  z mienny mi j es t  r edy s t r y b uc j a s ił w y nik aj ąc a z  aw ar ii 
element u,  k t ó r a w pły w a na poz iom niez aw odnośc i poz os t ały c h  
element ó w . W pły w  r edy s t r y b uc j i j es t  inny  w  pr z y padk u k ons t r uk -
c j i w y k onany c h  z  mat er iałó w  s pr ęży s t o− plas t y c z ny c h  (np. s t al)  
or az   z  mat er iałó w  k r uc h y c h  (np. b et on) . W  w y nik u z nis z c z enia 
element  s pr ęży s t o− plas t y c z ny  t r ac i s w oj e par amet r y  w y t r z y mało-
śc iow e,  nat omias t  pow s t ałe w  nim napr ężenia ut r z y muj ą s ię na 
s t ały m poz iomie odpow iadaj ąc y m g r anic y  plas t y c z nośc i lub  na-
pr ężeniom k r y t y c z ny m. W  pr z y padk u element ó w  w y k onany c h   
z  mat er iałó w  k r uc h y c h  os iąg nięc ie napr ężeń g r anic z ny c h  w iąże 
s ię z  c ałk ow it y m w y łąc z eniem ic h  z  pr ac y  k ons t r uk c j i. N a r y s un-
k u c z w ar t y m pr z eds t aw iono naj c z ęśc iej  pr z y j mow ane upr os z c z o-
ne modele z ależnośc i napr ężeń od odk s z t ałc eń dla mat er iałó w  
s pr ęży s t o− plas t y c z ny c h  (r y s . 4 a)  i k r uc h y c h  (r y s . 4 b ) . 
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Materiał 
k ru c h y  

na
pr
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o d k s z tałc en ia ε 

b )  

  
R y s .  4 .   R el a c j a  n a p r ę ż en i a  – o d k s z t a ł c en i a  d l a  m a t er i a ł ó w :   

a )  s p r ę ż y s t o − p l a s t y c z n y c h ;   
b )  k r uc h y c h  

F i g .  4 .   S t r es s  – s t r a i n   r el a t i o n  f o r  m a t er i a l s :   
a )  d uc t i l e;  b )  b r i t t l e 

 
W  p r zy p adku uw zg lę dni eni a r edy s t r y b uc j i  nap r ę ż eń  p o p r zej -

ś c i u p os zc zeg ó lny c h  elem ent ó w  w  s t an aw ar i i  koni ec zne j es t  
p r zep r ow adzeni e anali zy  ni eli ni ow ej .  T eg o t y p u p r oc edur y  num e-
r y c zne w y m ag aj ą  m ody f i kac j i  m ac i er zy  s zt y w noś c i  or az w i elo-
kr ot ny c h  ob li c zeń  w s p ó ł c zy nni ka ni ezaw odnoś c i  β p o p r zec h o-
dzeni u kolej ny c h  elem ent ó w  w  s t any  p las t y c zne.  
 

Analiza obiektów rzeczywistych 
 
P r zekr y c i a s t r ukt ur alne,  ze w zg lę du na s kom p li kow ane zw y kle 

s c h em at y  s t at y c zne i  w i elokr ot ną  s t at y c zną  ni ew y znac zalnoś ć ,  s ą  
ukł adam i  m i es zany m i  ( r y s .  5 ) .  I s t ni ej e w  ni c h  na og ó ł  b ar dzo duż a 
li c zb a m oż li w y c h  m ec h ani zm ó w  zni s zc zeni a.  K aż dy  ze s t at y c zni e 
m oż li w y c h  ki nem at y c zni e zm i enny c h  m ec h ani zm ó w  s t anow i  
ukł ad r ó w noleg ł y  −  do zni s zc zeni a kons t r ukc j i  koni ec zne j es t  
p r zej ś c i e w s zy s t ki c h  elem ent ó w  w  s t an aw ar i i .  M ec h ani zm  t aki  
nazy w any  j es t  ś c i eż ką  zni s zc zeni a.  P oj edy nc ze ś c i eż ki  nat om i as t  
t w or zą  ukł ady  s zer eg ow e −  do aw ar i i  s t r ukt ur y  w y s t ar c zy  j eden 
elem ent .  Z  uw ag i  na ni ezw y kle duż ą  li c zb ę  m oż li w y c h  ś c i eż ek,   
w  r ealny c h  ob i ekt ac h  i nż y ni er s ki c h  ze w zg lę dó w  num er y c zny c h  
koni ec zne j es t  og r ani c zeni e anali zy  do ś c i eż ek naj b ar dzi ej  p r aw -
dop odob ny c h ,  zw any c h  dom i nuj ą c y m i .  W  t y m  c elu op r ac ow ano 
s zer eg  p r oc edur  zw i ę ks zaj ą c y c h  ef ekt y w noś ć  anali zy  ni ezaw od-
noś c i ow ej .  N ależ y  j ednak zauw aż y ć ,  i ż  w  li t er at ur ze ni ew i ele 
j es t  p r zy kł adó w  oc eny  b ezp i ec zeń s t w a ob i ekt ó w  r zec zy w i s t y c h  
m et odą  ś c i eż ek zni s zc zeni a.  P r op onow ane alg or y t m y  p r zeds t a-
w i ane s ą  na og ó ł  na kons t r ukc j ac h  r elat y w ni e p r os t y c h .  W y ni ka 
t o z f akt u,  i ż  anali zy  t eg o t y p u s ą  b ar dzo zł oż one ob li c zeni ow o  
i  num er y c zni e.  
 
 

układ mieszany 

  
R y s .  5 .   P r z y k ł a d o w y  s c h em a t  k o n s t r uk c j i  m i es z a n ej  
F i g .  5 .   E x a m p l e s c h em e o f  c o m b i n ed  s t r uc t ur e 
 
 

P rop onowany alg orytm  rozwią zania p roblem u  
 
P r ob lem  op t y m ali zac j i  s f or m uł ow ano j ako zag adni eni e dw up o-

zi om ow e.  P i er w s zy  p ozi om  s t anow i  p ę t la i t er ac y j na dob i er aj ą c a 
op t y m alne p r zekr oj e do p os zc zeg ó lny c h  p r ę t ó w  kr at ow ni c y  na 
p ods t aw i e dy s kr et neg o kat alog u p r of i li  dos t ę p ny c h  na r y nku.  
D ob ó r  p r of i li  odb y w a s i ę  na p os t aw i e p r oc edur  nor m ow y c h .  Z a-
p r oj ekt ow ana w  t en s p os ó b  kons t r ukc j a p oddana j es t  anali zi e p ę t li  
zew nę t r znej ,  g dzi e zg odni e ze s f or m uł ow ani em  zadani a j es t  ona 
oc eni ana p op r zez okr eś leni e w ar t oś c i  f unkc j i  c elu or az m ody f i -
kow ana w edł ug  p r zy j ę t ej  m et ody  op t y m ali zac j i .  P r zy naj m ni ej  
j edna z p r zy j ę t y c h  f unkc j i  c elu dot y c zy  ni ezaw odnoś c i  kons t r uk-
c j i .  S zc zeg ó ł ow y  alg or y t m  p oli op t y m ali zac j i  ni ezaw odnoś c i ow ej  
p r zeds t aw i ono w  p r ac ac h  [ 2 ,  9 ,  1 0 ] .  I s t ot ną  zap r op onow aną  ob ec -
ni e r ó ż ni c ą  j es t  w ł ą c zeni e do m odelu anali zy  ni ezaw odnoś c i ow ej  
kons t r ukc j i  j ako s y s t em u.  
W  zap r op onow any m  w  p r ac y  alg or y t m i e p oli op t y m ali zac j i  

uw zg lę dni ono kr y t er i um  i  og r ani c zeni e ni ezaw odnoś c i ow e  
w  p os t ac i  p r aw dop odob i eń s t w a aw ar i i  s y s t em u m et odą  ś c i eż ek 
zni s zc zeni a.  Z e w zg lę du na zł oż onoś ć  zag adni eni a anali zę  s y s t e-
m ow ą  og r ani c zono do w y znac zeni a dom i nuj ą c ej  ś c i eż ki  zni s zc ze-
ni a or az p r aw dop odob i eń s t w a j ej  w y s t ą p i eni a.  Z as t os ow ane 
up r os zc zeni e j es t  uzas adni one ob ec ny m i  m oż li w oś c i am i  ob li c ze-
ni ow y m i  kom p ut er ó w .  P odkr eś li ć  należ y  f akt ,  i ż  zag adni eni e 
op t y m ali zac j i  w i ą ż e s i ę  z w i elokr ot ną  r eanali zą  kons t r ukc j i  dla 
r ó ż ny c h  r eali zac j i  zm i enny c h  dec y zy j ny c h .  A nali za ni ezaw odno-
ś c i  s y s t em u w y kony w ana j es t  w i ę c  w i elokr ot ni e.  P onadt o w  p r zy -
p adku p r ob lem u op t y m ali zac j i  i s t ot ne j es t  us t aleni e ob i ekt y w nej  
m i ar y  p ozi om u b ezp i ec zeń s t w a s t r ukt ur y ,  kt ó r ą  w y r aż a s i ę  j ako 
f unkc j ę  c elu.  P ozw ala t o na p or ó w nani e ni ezaw odnoś c i  p os zc ze-
g ó lny c h  r eali zac j i .  N i e j es t  nat om i as t  c elem  p r ac y  j ednoznac zne  
i  ś c i s ł e us t aleni e p r aw dop odob i eń s t w a aw ar i i ,  g dy ż  na og ó ł  ni e 
j es t  t o m oż li w e ze w zg lę du na b r ak dany c h  na t em at  kor elac j i  
zm i enny c h .  
D om i nuj ą c ą  ś c i eż kę  aw ar i i  us t alono w y znac zaj ą c  p r ę t y ,  kt ó r y c h  

aw ar i a j es t  naj b ar dzi ej  p r aw dop odob na [ 5 ] .  W y znac zone w  p o-
s zc zeg ó lny c h  i t er ac j ac h  p r ę t y  ob ar c zone b y ł y  naj w i ę ks zy m  p r aw -
dop odob i eń s t w em  aw ar i i ,  p od w ar unki em  aw ar i i  p r ę t ó w  w e w c ze-
ś ni ej s zy c h  i t er ac j ac h .  W  p r oc edur ze w y znac zani a ś c i eż ki  zni s z-
c zeni a uw zg lę dni ono r edy s t r y b uc j ę  ob c i ą ż eni a,  p r zy j m uj ą c  b i li -
ni ow y  m odel P r andt la m at er i ał u s p r ę ż y s t o–p las t y c zneg o ( r y s .  4 a)  
[ 6 ] .  M odel t en dob r ze oddaj e c h ar akt er y s t y kę  p r ac y  s t ali  kon-
s t r ukc y j ny c h ,  z kt ó r y c h  w y kony w ane s ą  p r zekr y c i a s t r ukt ur alne,  
b ez uw zg lę dni ani a ef ekt u w zm oc ni eni a.  A nali zę  ni eli ni ow ą  w y -
konano m et odą  p r zy r os t ow ą .  
Z e w zg lę du na ni eus t aloną  kor elac j ę  p om i ę dzy  zm i enny m i  w y -

znac zono g r ani c e,  w  kt ó r y c h  w ah ać  s i ę  m oż e p r aw dop odob i eń -
s t w o w y s t ą p i eni a anali zow anej  ś c i eż ki  zni s zc zeni a.  Z  p unkt u 
w i dzeni a op t y m ali zac j i  koni ec zne j es t  j ednak us t aleni e j ednej  
w ar t oś c i  p r aw dop odob i eń s t w a aw ar i i .  Z ał oż ono,  ż e es t y m at or em  
p r aw dop odob i eń s t w a aw ar i i  b ę dzi e w ar t oś ć  ś r odkow a z w y zna-
c zoneg o p r zedzi ał u,  kt ó r a s t anow i ć  m oż e w y znac zni k ni ezaw od-
noś c i  s t r ukt ur y  i  t y m  s am y m  b y ć  kr y t er i um  p or ó w naw c zy m   
w  zag adni eni u op t y m ali zac j i  w ekt or ow ej .  U zas adni one w y daj e s i ę  
zat em  w p r ow adzeni e f unkc j i  g r ani c znej  w y znac zaj ą c ej  p r aw do-
p odob i eń s t w o aw ar i i  s y s t em u za p om oc ą  p r zeds t aw i oneg o alg o-
r y t m u i  w ł ą c zeni e g o do s t oż ka dom i nac j i  p r ob lem u.  
 
4. P r z y k ł a d  z a p r o p o n o w a n e g o   

a l g o r y t m u  
 
P oni ż s zy  p r zy kł ad ob li c zeni ow y  og r ani c zono do anali zy  ni eza-

w odnoś c i ow ej  j edneg o w ar i ant u r ozw i ą zani a należ ą c eg o do ob -
s zar u dop us zc zalneg o zadani a op t y m ali zac j i .   
A nali zow ana s t r ukt ur a j es t  s t alow ą  kr at ow ni c ą  p r zes t r zenną   

o w y m i ar ac h  4  × 8  m  i  w y s okoś c i  kons t r ukc y j nej  1  m .  W ar s t w ę  
g ó r ną  i  dolną  s t anow i ą  r ó w noleg ł e or t og onalne s i at ki  p r ę t ó w ,  p r zy  
c zy m  w ę zł y  w ar s t w y  g ó r nej  i  dolnej  s ą  w zaj em ni e p r zes uni ę t e  
o p oł ow ę  m odular nej  odleg ł oś c i  m i ę dzy w ę zł ow ej .  S t r ukt ur a op ar -
t a j es t  w  t r zec h  w ę zł ac h  w  każ dy m  nar oż u ( r y s .  6 ) .  W s zy s t ki e 
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pręty wykonane są z rur walcowanych ze stali R 4 5 ,  poł ączonych 
w węzł ach w sposó b  przeg ub owy.  N a pręty przekrycia zastosowa-
no trzy ró ż ne prof ile.  
W  zad aniu uwzg lęd niono losowy charakter zm iennych proj ek-

towych oraz ob ciąż eń.  W ektor przyj ętych zm iennych losowych X 
skł ad a się z d ziewięciu elem entó w.  Z ał oż ono,  ż e losowo zm ienne 
są ś red nice oraz g rub oś ci rur stanowiących prof ile prętó w,  przy 
czym  wspó ł czynnik zm iennoś ci przyj ęto ró wny 0 , 1 .  P onad to j ako 
zm ienne losowe potraktowano param etry m ateriał owe stali −  
g ranicę plastycznoś ci i m od uł  spręż ystoś ci pod ł uż nej  o wspó ł -
czynnikach zm iennoś ci od powied nio 0 , 1  i  0 , 0 5 .  P rzyj ęto ró wnież  
uog ó lniony m noż nik ob ciąż enia stał eg o oraz ob ciąż enia ś nieg iem  
o wspó ł czynniku zm iennoś ci 0 , 2 .  W szystkie zm ienne opisano 
rozkł ad em  norm alnym .  
D la wszystkich prętó w kratownicy wyznaczono wskaź niki nie-

zawod noś ci H asof era− L ind a β .  P rzyj ęte pod czas analizy elem en-
towej  f unkcj e g raniczne m aj ą charakter lokalny i d otyczą przekro-
czenia napręż eń uplastyczniaj ących w przypad ku prętó w rozcią-
g anych oraz napręż eń krytycznych wed ł ug  m od elu E ulera  
w przypad ku prętó w ś ciskanych,  zg od nie z ró wnaniem  
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N a pod stawie wyznaczonych wskaź nikó w β ustalono elem ent  

o naj większym  prawd opod ob ieństwie awarii.  P rowad ząc analizę 
m etod ą przyrostową wyznaczono j eg o ob ciąż enie niszczące  
i d okonano red ystryb ucj i ob ciąż enia po przej ś ciu elem entu w stan 
plastyczny,  zg od nie z m od elem  P rand tla.  N astępnie ponownie 
wyznaczono wskaź niki niezawod noś ci.  O pisaną proced urę powta-
rzano d o uzyskania kinem atycznie zm ienneg o m echanizm u.   
W  przypad ku występowania j ed nakowych wskaź nikó w β d la 
ró ż nych prętó w,  co m iał o w początkowych krokach iteracj i  
i wynikał o z sym etrii konstrukcj i,  w d alszej  analizie uwzg lęd niano 
j ed en z nich.  
U zyskana ś cież ka zniszczenia skł ad a się z d ziewiętnastu ele-

m entó w,  przy czym  liczb a prętó w konstrukcj i wynosi 2 5 6 .  P o-
twierd za to relatywnie d uż ą niezawod noś ć  przekryć  strukturalnych 
wynikaj ącą z ich silnej  statycznej  niewyznaczalnoś ci.  U zyskaną za 
pom ocą przed stawionej  proced ury ś cież kę pokazano na rysunku 6 .  
 
 
 

  
R y s .  6 .   D o m i n u j ą c a ś c i e ż k a aw ar i i  w  an al i z o w an y m  w ar i an c i e  r o z w i ą z an i a 
F i g .  6 .   D o m i n at e d  f ai l u r e  m o d e  f o r  t h e  an al y s e d  v ar i an t  o f  s o l u t i o n  
 

W yznaczony zg od nie z ró wnaniem  ( 1 5 )  przed ział  okreś laj ący 
d olną i g ó rną g ranicę prawd opod ob ieństwa awarii Pf analizowa-
neg o wariantu rozwiązania wynosi 
 

 16 10883,110406,6 −− ⋅≤≤⋅ fP           ( 1 8 )  
 
W artoś ć  ś rod kowa przed ział u wynosi 9 , 4 1 4 ⋅ 1 0 -2 i stanowi wartoś ć  
f unkcj i celu opisuj ącej  niezawod noś ć  system u.  
 
5. P o d s u m o w a n i e  
 
1 .  W  przypad ku d yskretnej  polioptym alizacj i przekryć  struktu-
ralnych uzasad nione j est wprowad zenie kryterió w niezawod -
noś ciowych ze wzg lęd u na częste zastosowania teg o typu kon-
strukcj i w ob iektach uż ytecznoś ci pub licznej .  Z astosowanie 
m etod  analizy niezawod noś ciowej  pozwala na wykluczenie  
z d alszych rozważ ań rozwiązań o zb yt niskim  poziom ie b ez-
pieczeństwa oraz na wyb ó r rozwiązania g od ząceg o sprzeczne 
na og ó ł  ekonom iczne i niezawod noś ciowe kryteria optym ali-
zacj i.  

 
2 .  K ratownice przestrzenne,  j ako ukł ad y wielokrotnie statycznie 
niewyznaczalne,  cechuj ą się stosunkowo d uż ą niezawod no-
ś cią.  

 
3 .  W  przypad ku realnych konstrukcj i inż ynierskich niem oż liwe 
j est wyznaczenie wszystkich m oż liwych ś cież ek zniszczenia.  
L iczb ę pod d anych analizie m echanizm ó w zniszczenia należ y 
og raniczyć  d o naj b ard ziej  prawd opod ob nych.  
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