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S t r e s z c z e n i e  
 

W  p racy  roz w aż ono p rob lem  op t y m alneg o k sz t ał t ow ania racj onalnej  osi 
ł u k ó w  d w u p rz eg u b ow y ch . Z ad anie d ot y cz y  p osz u k iw ania op t y m alneg o 
k sz t ał t u  osi ł u k u  oraz  op t y m alnej  w y sok oś ci p rz ek roj u  p op rz ecz neg o, 
z ap ew niaj ą cej  m inim u m  ob j ę t oś ci k onst ru k cj i p rz y  ró w nocz esny m  sp eł -
nieniu  w aru nk u  st anu  b ez m om ent ow eg o k onst ru k cj i oraz  p rz y  og ranicz e-
niu  nap rę ż eń  norm alny ch . S t erow anie op t y m alne w y z nacz ono w  op arciu   
o z asad ę  m ak sim u m  Pont riag ina. O st at ecz nie, z ad anie op t y m aliz acj i 
sp row ad z ono d o w ielop u nk t ow eg o p rob lem u  b rz eg ow eg o i roz w ią z ano 
nu m ery cz nie p rz y  w y k orz y st aniu  p rog ram u  D ircol. 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  op t y m alne k sz t ał t ow anie, z asad a m ak sim u m , ł u k  d w u -
p rz eg u b ow y , oś  racj onalna. 
 
Opti m al  d esi g n  of  tw o-h i n g ed  arc h es  
of  th e rati on al  c en tre l i n e 

 
A b s t r a c t  

 
T h e p ap er p resent s t h e op t im al m od elling  p rob lem  of  t h e rat ional cent re 
line of  t w o-h ing ed  arch es ( F ig . 1 ) . D esig n of  a st at ically  ind et erm inat e 
arch  of  t h e m om ent less cent re line is an innovat ive elem ent  of  t h e w ork . 
T h e p rob lem  consist s in f ind ing  t h e op t im al sh ap e of  t h e arch   cent re line 
and  t h e op t im al  h eig h t  of  t h e cross–sect ion ensu ring  t h e m inim al arch  
volu m e at  t h e sim u lt aneou s sat isf y ing  of  t h e const ru ct ion m om ent less st at e 
cond it ion and  t h e lim it at ion of   norm al st resses. T h e op t im isat ion p rob lem  
f orm al st ru ct u re consist s of  t h e st at e eq u at ions, t h e b ou nd ary  cond it ions 
and  t h e lim it ing  cond it ions. T h e op t im al cont rol w as d et erm ined  on t h e 
b asis of  t h e Pont ry ag in' s Princip le ( S u b sect ion 2.2) . F inally  t h e op t im isat ion 
p rob lem s w ere red u ced  t o t h e m u lt ip oint  b ou nd ary -valu e p rob lem  and  
solved  nu m erically  b y  u sing  t h e D ircol sof t w are [ 3 ] . T h e nu m erical resu lt s 
f or t h e op t im isat ion t ask  w it h  one cont rol f u nct ion ( t h e arch  cu rvat u re) , 
w it h ou t  lim it at ions of  t h e arch  leng t h  ( S u b sect ion 3 .1 )  and  w it h  t h e set  
arch  leng t h  ( S u b sect ion 3 .2)  w ere ob t ained . T h e op t im isat ion p rob lem  w it h  
int rod u ced  t h e second  cont rol f u nct ion (  t h e cross–sect ion h eig h t )  w as also 
consid ered  ( S ect ion 4 ) . T h e op t im al cou rse of  t h e rat ional cent re line of   
t h e arch  of  t h e leng t h  sopt = 20,7 0 ( F ig . 2, 3 , 4 )   w as ob t ained  reg ard ing  
m inim isat ion of  t h e volu m e. T h e received  resu lt s ( F ig . 5, T ab .1 )  sh ow    t h e 
p ossib ilit y  of  ob t aining  t h e m om ent less st at e in t h e case of  st at ically  
ind et erm inat e sy st em s f or d if f erent  arch  leng t h s g reat er f rom  t h e op t im al 
one  s > sop t .  
 
K e y w o r d s :  op t im al d esig n,  m ax im u m  p rincip le, t w o-h ing ed  arch , rat ional 
cent re line. 
 
1 .  Wprow ad zen i e 
 

P r ob l em aty k a d ob or u os i r ac jon al n ej łuk u – c z y l i os i uk s z tałto-
wan ej w s pos ób  g war an tując y  z n ik an ie m om en tów z g in ając y c h   
w k ażd y m  pr z ek r oju łuk u – z os tała z apoc z ątk owan a pr z es z ło 1 5 0  
l at tem u pr z ez  V il l ar c ean ’ a. W  l iter atur z e pr z ed m iotu  [ 1 ,  2 ]  z a-
k ład a s ię,  że wy z n ac z en ie os i b ez m om en towej łuk u ob c iążon eg o 
s taty c z n ie ob c iążen iem  pion owy m  c iąg ły m ,  jes t m ożl iwe jed y n ie 
d l a k on s tr uk c ji s taty c z n ie wy z n ac z al n y c h ,  w pr z y pad k u k tór y c h  
m ożem y  pom in ąć  wpły w s ił pod łużn y c h  n a od k s z tałc en ia. D l a 
łuk ów d wupr z eg ub owy c h  ( s taty c z n ie n iewy z n ac z al n y c h )  wpły w 
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s ił pod łużn y c h  m us i z os tać  uwz g l ęd n ion y ,  g d y ż s iły  te powod ują 
s k r óc en ie os i łuk u. J eżel i oś  łuk u d wupr z eg ub oweg o uk s z tałtuje-
m y  jak o pok r y wając ą s ię z  od powied n ią r ac jon al n ą os ią łuk u 
tr ójpr z eg ub oweg o,  s k r óc en ie os i łuk u s powod uję jej z m ian ę  
w s tos un k u d o os i r ac jon al n ej,  a to pr owad z i d o pojawien ia s ię 
m om en tów z g in ając y c h . Z apr ojek towan ie b ez m om en towej os i 
łuk u d wupr z eg ub oweg o jes t jed n ak  m ożl iwe,  o c z y m  tr ak tuje 
n in iejs z y  ar ty k uł.  

P r ob l em  opty m al n eg o k s z tałtowan ia os i r ac jon al n ej s f or m uło-
wan y  z os tał w opar c iu o r ówn an ia r óżn ic z k owe pier ws z eg o r z ęd u,  
uwz g l ęd n iając e już wy d łużal n oś ć  os i. Z ad an ie d oty c z y  pos z uk i-
wan ia opty m al n eg o k s z tałtu os i łuk u or az  opty m al n ej wy s ok oś c i 
pr z ek r oju popr z ec z n eg o z apewn iając ej m in im um  ob jętoś c i k on -
s tr uk c ji pr z y  r ówn oc z es n y m  s pełn ien iu war un k u s tan u b ez m om en -
toweg o k on s tr uk c ji or az  pr z y  og r an ic z en iu n apr ężeń  n or m al n y c h . 
W  ar ty k ul e pom in ięto z ag ad n ien ie s tatec z n oś c i łuk ów,  pr z y jm ując  
z ałożen ie,  że łuk  jes t c h r on ion y  pr z ed  m ożl iwoś c ią wy s tąpien ia 
utr aty  s tatec z n oś c i.   

 
2 .  Opty m al n e kształ tow an i e rac j on al n ej  osi  

ł u ku  z u w ag i  n a m i n i m al i zac j ę  ob j ę toś c i  
 

A n al iz ie pod d an o łuk  żel b etowy  ( m od uł s pr ęży s toś c i b eton u  
Ec = 3 0 , 0  G P a,  c iężar  właś c iwy  γ = 2 4 , 0  k N / m 3)  o r oz piętoś c i  
l  = 2 0 , 0  m ,  ob c iążon y  c iężar em  włas n y m  or az  ob c iążen iem  c ią-
g ły m  o in ten s y wn oś c i  q  = 1 5 0 , 0  k N / m  ( r y s . 1 ) . D l a r oz ważan eg o 
z ad an ia pr z ek r ój pr ęta jes t s tały  n a c ałej d ług oś c i,  pr os tok ątn y ,   
o s z er ok oś c i b  = 0 , 4  m ,  wy s ok oś c i h  = 0 , 7  m . P ol e pr z ek r oju 
popr z ec z n eg o jes t r ówn e A  = 0 , 2 8  m 2. 
 
2 . 1 .  Sf orm u ł ow an i e zad an i a opty m al i zac j i  
 

W  z ad an iu opty m al iz ac ji pos z uk iwan a jes t tak a z m ien n a d ec y -
z y jn a U1( x ) ,  b ęd ąc a k r z y wiz n ą łuk u κ,  k tór a pr z y  s pełn ien iu war un -
k ów og r an ic z ając y c h  m in im al iz uje f un k c jon ał,  opis ując y  ob jętoś ć  
b eton u łuk u:  

∫ ⋅= l
dxbhxxxJ

0 cos)),U(),(y(
θ

              ( 1 )  
 

 

ciężar własny

o b cią że nie  st ałe
q = 1 5 0  k N / m

2 0  m

x

y racj o nal na o ś  łu k u  -
p o sz u k iwana

  
R y s .  1 .   S c h e m a t  o b c i ą ż e n i a  i  p o d p a r c i a   ł u k u  
F i g .  1 .   S c h e m e  o f  a r c h  l o a d  a n d  s u p p o r t   
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Równania stanu  
R ozw aż an y  ł uk  m oż e  zos t ać  op is an y  p r ze z uk ł ad r ó w n ań  r ó ż -

n ic zk ow y c h  p ie r w s ze g o r zę du p os t ac i )),U(),f(y(y xxx=′ ,  zg od-
n ie  ze  w zor e m  n r  (2 ).   
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O zn ac ze n ie  w  p ow y ż s zy m  w zor ze  p r zy j ę t o n as t ę p uj ąc o: 
 
N – s ił a p odł uż n a,   
Q – s ił a p op r ze c zn a,   
M – m om e n t  zg in aj ąc y ,  
 u – p r ze m ie s zc ze n ie  s t y c zn e  do os i ł uk u,   
w – p r ze m ie s zc ze n ie  p r os t op adł e  do os i ł uk u,   
φ   – p r ze m ie s zc ze n ie  k ąt ow e ,   
y – w s p ó ł r zę dn a os i ł uk u,  
θ – k ąt  n ac h y le n ia os i ł uk u do os i x,  
s –  zm ie n n a m ie r zon a w zdł uż  os i ł uk u,  
V  – ob j ę t oś ć  b e t on u ł uk u.  
 
R ó w n an ia op is an e  w zor e m  n r  (2 ) uw zg lę dn iaj ą w y dł uż aln oś ć  

os i ł uk u,  g dzie : 
 

( )10 sincos1 UMQNAE ⋅+⋅−⋅⋅
⋅

= ϕϕε
                  

(3 ) 
 
W ar unk i b r z e g o we   

R ozw aż an y  ł uk  op ar t y  j e s t  n a dw ó c h  p odp or ac h  p r ze g ub ow y c h ;  
w ię zom  t y m  odp ow iadaj ą n as t ę p uj ąc e  w ar un k i b r ze g ow e : 

 
D la x =  0 :  M(0 ) =  0 ,  u(0 ) =  0 ,  w(0 ) =  0 ,  y(0 ) =  0 ,  s(0 ) =  0  

(4 ) 
D la x =  l:  M(l) =  0 ,  u(l) =  0 ,  w(l) =  0 ,  y(l) =  0  

 
N a s t r uk t ur ę  f or m aln ą r ozw aż an y c h  zadań  op t y m alizac j i s k ł ada-

j ą s ię ,  p oza r ó w n an iam i s t an u i w ar un k am i b r ze g ow y m i,  w ar un k i 
og r an ic zaj ąc e .   
 
W ar unk i o g r anic z aj ą c e   

P r oj e k t ow an ie  os i r ac j on aln e j  (b e zm om e n t ow e j ) w y m ag a 
w p r ow adze n ia do p r ob le m u op t y m alizac j i og r an ic ze n ia r ó w n o-
ś c iow e g o,  w y n ik aj ąc e g o z k on ie c zn oś c i ze r ow an ia s ię  m om e n t ó w  
zg in aj ąc y c h  w  k aż dy m  p r ze k r oj u ł uk u.  W ar un e k  t e n  m oż e  zos t ać  
zap is an y  w  p os t ac i: 

01 == Mh                                        (5 ) 
 

U w zg lę dn ion o r ó w n ie ż  w ar un e k  w y t r zy m ał oś c iow y ,  zw iązan y   
z og r an ic ze n ie m  n ap r ę ż e ń  n or m aln y c h ,  zap is an y  w  p os t ac i n ie -
r ó w n oś c iow e g o w ar un k u og r an ic zaj ąc e g o: 
 

01 ≥−= xcdfg σ ,  
A
N

x =σ  (ł uk  ś c is k an y )             (6 ) 
 
g dzie : cdf  – w y t r zy m ał oś ć  ob lic ze n iow a w  k on s t r uk c j ac h  ż e lb e -
t ow y c h  n a ś c is k an ie ,  MPaf cd 3,13=  
 
Z ał oż on o,  ż e  ł uk  j e s t  c h r on ion y  p r ze d ut r at ą s t at e c zn oś c i,  w ię c  

n ie  w p r ow adzon o w ar un k ó w  og r an ic zaj ąc y c h  zw iązan y c h  ze  
s t at e c zn oś c ią uk ł adu.  

D odat k ow o r ozw aż on o r ó w n ie ż  og r an ic ze n ia dł ug oś c i os i ł uk u,  
odp ow ie dn io:   
 
D la zadan ia n r  1 : dł ug oś ć  ł uk u dow oln a,  b r ak  og r an ic ze ń  
D la zadan ia n r  2 : dł ug oś ć  ł uk u s =  2 5 , 0  m  
D la zadan ia n r  3 : dł ug oś ć  ł uk u s =  5 0 , 0  m  

 
2.2. R o z w ią z a n ie  o p t y m a l n e  
 
D la zadan y c h  f un k c j i c e lu (1 ) i og r an ic ze ń  (5 ),  (6 ) m oż n a zde -

f in iow ać  f un k c j ę  H am ilt on n a w  p os t ac i: 
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g dzie : 1,µλi  - m n oż n ik i L ag r an g e ’ a 

 
S t e r ow an ie  op t y m aln e  zg odn ie  z zas adą m ak s im um  P on t r iag in a 

m oż n a w y zn ac zy ć  r ozw iązuj ąc  uk ł ady  r ó w n ań : 
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p r zy  uw zg lę dn ie n iu w ar un k u (5 ) or az p r zy  w ar un k ac h  b r ze g o-
w y c h  dla zm ie n n y c h  s t an u (4 ) i p r zy  w ar un k ac h  b r ze g ow y c h  dla 
zm ie n n y c h  s p r zę ż on y c h  (9 ) w y n ik aj ąc y c h  z w ar un k ó w  t r an s w e r -
s aln oś c i: 
 

D la x =  0 : 0)0(,0)0(,0)0(,0)0( 8621 ==== λλλλ  
(9 ) 

D la x =  l: 0)(,0)(,0)(,0)( 8621 ==== llll λλλλ  
 
 
3 .1 . W y n ik i n u m e r y c z n e  – z a d a n ie  b e z   

o g r a n ic z e ń  d ł u g o ś c i ł u k u  
 

Z ag adn ie n ie  op t y m aln e g o k s zt ał t ow an ia os i r ac j on aln e j  ł uk u 
zos t ał o s p r ow adzon e  do w ie lop un k t ow e g o p r ob le m u b r ze g ow e g o 
(W P P B ) i r ozw iązan e  n um e r y c zn ie  p r zy  w y k or zy s t an iu p r og r am u 
D ir c ol [ 3 ] .  W  w y n ik u op t y m alizac j i uzy s k an o op t y m aln y ,  z uw ag i 
n a m in im alizac j ę  ob j ę t oś c i,  r ozk ł ad zm ie n n e j  de c y zy j n e j  U1( x) ,  
b ę dąc e j  k r zy w izn ą ł uk u κ (r y s .  2 ),  c ze m u odp ow iada op t y m aln y  
k s zt ał t  os i ł uk u y p r ze ds t aw ion y  n a R y s .  3 .  W ar t oś ć  w s p ó ł r zę dn e j  
os i ł uk u y ,  w  p oł ow ie  r ozp ię t oś c i w y n os i y(l / 2 ) =  2 , 3 2  m ,  n at o-
m ias t  op t y m aln a dł ug oś ć  r ac j on aln e g o ł uk u r ó w n a j e s t  s =  2 0 , 7 0  m .  
N a c ał e j  dł ug oś c i ł uk u s p e ł n ion e  j e s t  og r an ic ze n ie  (5 ),  k t ó r e  j e s t  
odp ow ie dzialn e  za ze r ow an ie  s ię  m om e n t ó w  zg in aj ąc y c h ,  a c o s ię  
z t y m  w iąż e  r ó w n ie ż  s ił  p op r ze c zn y c h  w  k aż dy m  p r ze k r oj u ł uk u.  
W y k r e s y  s ił  p r ze k r oj ow y c h  zos t ał y  p r ze ds t aw ion e  n a r y s .  3 .  O g r a-
n ic ze n ie  n ap r ę ż e ń  n or m aln y c h ,  w y r aż on e  p r ze z f un k c j e  1g  j e s t  
ak t y w n e  p un k t ow o,  w  p un k t ac h  p odp ar c ia ł uk u.  D la zadan ia n r  1  
w ar t oś ć  f un k c j i c e lu (1 ) w y n os i J  =  5 , 7 9 6 .  
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R y s . 2 .  Z m i e n n a  de c y z y j n a  U1(x )  - k r z y w i z n a  ł u k u  κ. O b j ęt oś ć  b e t on u  ł u k u  V 
F i g . 2 .  C on t r ol v a r i a b le  U1(x )  – t h e  a r c h  c u r v a t u r e . A r c h  v olu m e  V 

 
 

  

  

  

  
R y s . 3 .  S i ł y  p r z e k r oj ow e  N ,  Q ,  M. O p t y m a ln y  k s z t a ł t  os i  ł u k u  y 
F i g . 3 .  I n t e r n a l f or c e s  N ,  Q ,  M. O p t i m a l s h a p e  of  t h e  a r c h   c e n t r e  li n e  y 
 

  

  
R y s . 4.  O g r a n i c z e n i e  n i e r ó w n oś c i ow e  g1 (og r a n i c z e n i e  n a p r ęż e ń  n or m a ln y c h )  

O g r a n i c z e n i e  r ó w n oś c i ow e   h1 (w a r u n e k  z e r ow a n i a  s i ę m om e n t ó w   
z g i n a j ąc y c h )  

F i g . 4.  I n e q u a li t y  c on s t r a i n t   g1 (li m i t a t i on  of  t h e  n or m a l s t r e s s e s )   
E q u a li t y  c on s t r a i n t   h1 (c on di t i on  of  z e r o b e n di n g  m om e n t s )  

 
 

3.2. W y n i k i  n u m e r y c z n e  – o p t y m a l i z a c j a   
p r z y  z a d a n e j  d ł u g o ś c i  ł u k u  

 
K ol e j n e  z ad an i e  op t ym al i z ac j i  ł u k u  d w u p rz e g u b ow e g o,  d ot y-

c z ył o w yz n ac z e n i a k s z t ał t u  os i  ł u k u  o z ad an e j  z  g ó ry d ł u g oś c i ,  
z ap e w n i aj ą c e g o z n i k an i e  m om e n t ó w  z g i n aj ą c yc h  w  k aż d ym  
p rz e k roj u  p op rz e c z n ym  ł u k u ,  p rz y ró w n oc z e s n ym  s p e ł n i e n i u  
w aru n k u  og ran i c z e n i a n ap rę ż e ń  n orm al n yc h .  C e l e m  w p row ad z e -
n i a d o p rob l e m u  op t ym al n e g o k s z t ał t ow an i a og ran i c z e n i a n a 
d ł u g oś ć  ł u k u  b ył o s p raw d z e n i e ,  c z y m oż n a u z ys k ać  rac j on al n y 
p rz e b i e g  os i  ł u k u ,  p rz y t yc h  s am yc h  d an yc h  w yj ś c i ow yc h ,  al e  d l a 
i n n e j  n i ż  op t ym al n a ( u z ys k an a z  z ad an i a n r 1 )  d ł u g oś ć  os i  
s = 2 0 , 7 0  m .                                

W yn i k i  p rz e d s t aw i aj ą c e  rac j on al n y k s z t ał t  os i  ł u k u  y d l a d ł u g o-
ś c i  ł u k u  s = 2 5  m  oraz  od p ow i ad aj ą c y m u  w yk re s  og ran i c z e n i a g1 
p rz e d s t aw i a rys .  5 .  

 

  

  
R y s . 5 .  R a c j on a ln y  k s z t a ł t  os i  ł u k u  y dla  dł u g oś c i  s = 2 5  m   

O g r a n i c z e n i e  n i e r ó w n oś c i ow e  g1  
F i g . 5 .  R a t i on a l s h a p e  of  t h e  a r c h  c e n t r e  li n e  y f or  le n g t h  s  = 2 5  m  

I n e q u a li t y  c on s t r a i n t   g1 
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Następujące wnioski można sformułować po rozwiązaniu zad ań  
optymal izacji łuku d wuprzeg ub oweg o o zad anej d ług oś ci:  
• Z aprojektowanie racjonal neg o kształtu osi łuku d wuprzeg ub oweg o 

o rozpiętoś ci 2 0  m,   jest możl iwe d l a ró żnych  d ług oś ci łuku 
• R ozwiązanie prob l emu poszukiwania b ezmomentowej osi o zad a-

nej d ług oś ci można uzyskać jed ynie d l a d ług oś ci łuku większej od  
optymal nej s>sopt,  g d zie sopt= 2 0 , 7 0  m.  P rzyjęcie d ług oś ci łuku 
mniejszej s< sopt  nie pozwal a uzyskać spełnienia warunkó w og rani-
czających   

• O g raniczenie 01 ≥−= xcdfg σ  pozostaje nieaktywne w przypad -
ku przyjęcia d ług oś ci łuku większej od  optymal nej s>sopt (zad anie 
nr 2 ,  3 ) .  Na przeb ieg  zmiennej sterowania wpływa jed ynie og ra-
niczenie 01 == Mh       

• O ptymal ne rozwiązania spełniają warunki konieczne optymal izacji  
P oró wnanie wynikó w ob l iczeń  uzyskanych  d l a zad ań  1  - 3  ze-

stawiono w tab el i nr 1 .  
 

Tab. 1.  P o r ó w n an i e w y n i k ó w  
Tab. 1.  C o m p ar i s o n  o f  t h e r es u l t s  
 

N r  
zad an i a 

D ł u g o ś ć  
ł u k u  
s [ m ] 

y( l/ 2 )  
[ m ] 

O bj ęt o ś ć  
V  [ m 3] 

O g r an i c zen i e  
g1 ≥ 0  

O g r an i c zen i e 
h1=0  

1 s o p t =20 , 7 0  2, 32 5 , 7 9 6  

g1>0  
d l a ( )lx ,0∈  

g1=0   
d l a x =0  i  x=l 

h1=0  
d l a lx ,0∈  

2 25 , 0 0  6 , 7 4  7 , 0 0 0  
g1>0  

d l a lx ,0∈  
h1=0  

d l a lx ,0∈  

3 5 0 , 0 0  21, 9 1 14 , 0 0 0  
g1>0  

d l a lx ,0∈  
h1=0  

d l a lx ,0∈  

 
 
4. P r o j e k t o w a n i e  ł u k u  d w u p r z e g u b o w e g o   

o  o s i  r a c j o n a l n e j  i  o p t y m a l n y m  r o z k ł a d z i e  
w y s o k o ś c i  p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o  

 
Z ad anie optymal izacji zostało rozszerzone poprzez wprowa-

d zenie d rug iej zmiennej d ecyzyjnej U2 =  h(x ) ,  b ęd ącej wysokoś cią 
przekroju poprzeczneg o łuku:   

 
0 , 6  m ≤  U2 ≤  0 , 8  m   (1 0 )  

 
P rzyjęto d ane g eometryczne i materiałowe jak w zad aniach  

wcześ niejszych ;  uwzg l ęd niono warunki og raniczające (5 )  i (6 ) .  
M od yfikacji ul eg ną ró wnania stanu oraz funkcja cel u,  g d yż wzory 
na pol e przekroju A oraz moment b ezwład noś ci J przyjmą postać:   

 
2UbA ⋅= , 

(1 1 )  

12

3
2UbJ ⋅

=  
 
Z ag ad nienie optymal neg o kształtowania osi racjonal nej łuku  

i optymal neg o kształtowania przekroju poprzeczneg o z uwag i na 
minimal izację ob jętoś ci b etonu łuku zostaje sprowad zone  
d o prob l emu optymal neg o sterowania z jawną zal eżnoś cią funkcji 
cel u od  sterowania U2.  O ptymal ne rozwiązania uzyskane d l a tak 
sformułowaneg o zad ania zostały przed stawione na rys.  6 .  

 
 

  

  
R y s . 6 .  O p t y m al n y  k s zt ał t  o s i  y ,  o p t y m al n y  r o zk ł ad  w y s o k o ś c i  p r zek r o j u   

p o p r zec zn eg o  h 
F i g . 6 .  O p t i m al  s h ap e o f  t h e c en t r e l i n e o f  a bar  y ,  o p t i m al   h ei g h t   

c r o s s –s ec t i o n  d i s t r i bu t i o n  h 
 

U wzg l ęd nienie d rug iej zmiennej d ecyzyjnej U2 =  h( x) , przy 
uzyskaniu optymal neg o kształtu osi łuku jak d l a zad ania nr 1   
o d ług oś ci  łuku sopt =  2 0 , 7 0  m,  prowad zi d o zmniejszenia się 
funkcji cel u od  wartoś ci J =  5 , 7 9 6  d o wartoś ci J =  5 , 4 2 5 .  U zyska-
nie mniejszej ob jętoś ci b etonu łuku,  przy spełnieniu warunku 
znikania momentó w zg inających  w każd ym przekroju poprzecz-
nym łuku,  jest możl iwe poprzez optymal ne d opasowanie się 
kształtu wysokoś ci przekroju poprzeczneg o d o rozkład u siły ś ci-
skającej N ,  jed ynej niezerowej siły przekrojowej,  od powied zial nej 
za rozkład  naprężeń  normal nych .  P rowad zi to d o zmiany rozkład u 
naprężeń  normal nych  w stosunku d o zad ania nr 1 ,  któ re przyjmują 
wartoś ci:  MPaMPax 300,13,299,13∈σ  i zb l iżenie się optyma-
l izowanej konstrukcji d o konstrukcji ró wnowytrzymałej.  
 
5 . P o d s u m o w a n i e  
 

R ozważany w pracy prob l em optymal neg o kształtowania racjo-
nal nej osi łuku z uwag i na minimal izację ob jętoś ci b etonu łuku 
został pomyś l nie rozwiązany.  O trzymane wyniki ś wiad czą  
o możl iwoś ci uzyskania stanu b ezmomentoweg o w przypad ku 
układ ó w statycznie niewyznaczal nych  d l a rożnych  d ług oś ci łu-
kó w.  K orzyś ci płynące z optymal neg o projektowania konstrukcji 
skłaniają d o d al szych  prac z tej d zied ziny.  
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