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Streszczenie

W pracy rozwazono problem optymalnego ksztaltowania racjonalnej osi
tukéw dwuprzegubowych. Zadanie dotyczy poszukiwania optymalnego
ksztattu osi tuku oraz optymalnej wysokosci przekroju poprzecznego,
zapewniajacej minimum objetosci konstrukcji przy réwnoczesnym spet-
nieniu warunku stanu bezmomentowego konstrukcji oraz przy ogranicze-
niu naprezen normalnych. Sterowanie optymalne wyznaczono w oparciu
o zasad¢ maksimum Pontriagina. Ostatecznie, zadanie optymalizacji
sprowadzono do wielopunktowego problemu brzegowego i rozwiazano
numerycznie przy wykorzystaniu programu Dircol.

Slowa kluczowe: optymalne ksztaltowanie, zasada maksimum, tuk dwu-
przegubowy, o racjonalna.

Optimal design of two-hinged arches
of the rational centre line

Abstract

The paper presents the optimal modelling problem of the rational centre
line of two-hinged arches (Fig. 1). Design of a statically indeterminate
arch of the momentless centre line is an innovative element of the work.
The problem consists in finding the optimal shape of the arch centre line
and the optimal height of the cross—section ensuring the minimal arch
volume at the simultaneous satisfying of the construction momentless state
condition and the limitation of normal stresses. The optimisation problem
formal structure consists of the state equations, the boundary conditions
and the limiting conditions. The optimal control was determined on the
basis of the Pontryagin's Principle (Subsection 2.2). Finally the optimisation
problems were reduced to the multipoint boundary-value problem and
solved numerically by using the Dircol software [3]. The numerical results
for the optimisation task with one control function (the arch curvature),
without limitations of the arch length (Subsection 3.1) and with the set
arch length (Subsection 3.2) were obtained. The optimisation problem with
introduced the second control function ( the cross—section height) was also
considered (Section 4). The optimal course of the rational centre line of
the arch of the length s,,=20,70 (Fig. 2, 3, 4) was obtained regarding
minimisation of the volume. The received results (Fig. 5, Tab.1) show the
possibility of obtaining the momentless state in the case of statically
indeterminate systems for different arch lengths greater from the optimal
one s >sopt.

Keywords: optimal design, maximum principle, two-hinged arch, rational
centre line.

1. Wprowadzenie

Problematyka doboru osi racjonalnej tuku — czyli osi uksztalto-
wanej w sposob gwarantujacy znikanie momentéw zginajacych
w kazdym przekroju tuku — zostata zapoczatkowana przeszto 150
lat temu przez Villarcean’a. W literaturze przedmiotu [1, 2] za-
ktada sig, ze wyznaczenie osi bezmomentowej tuku obcigzonego
statycznie obcigzeniem pionowym ciaglym, jest mozliwe jedynie
dla konstrukcji statycznie wyznaczalnych, w przypadku ktérych
mozemy pominaé wptyw sit podtuznych na odksztatcenia. Dla
tukéw dwuprzegubowych (statycznie niewyznaczalnych) wptyw

sit podtuznych musi zosta¢ uwzgledniony, gdyz sity te powoduja
skrocenie osi tuku. Jezeli o$ tuku dwuprzegubowego uksztattuje-
my jako pokrywajaca si¢ z odpowiednig racjonalng osiag tuku
trojprzegubowego, skrocenie osi tuku spowoduje jej zmiang
w stosunku do osi racjonalnej, a to prowadzi do pojawienia si¢
momentdw zginajacych. Zaprojektowanie bezmomentowej osi
tuku dwuprzegubowego jest jednak mozliwe, o czym traktuje
niniejszy artykut.

Problem optymalnego ksztattowania osi racjonalnej sformuto-
wany zostal w oparciu o rdwnania rézniczkowe pierwszego rzedu,
uwzgledniajace juz wydtuzalnos¢ osi. Zadanie dotyczy poszuki-
wania optymalnego ksztaltu osi tuku oraz optymalnej wysokosci
przekroju poprzecznego zapewniajgcej minimum objetosci kon-
strukcji przy rownoczesnym spetnieniu warunku stanu bezmomen-
towego konstrukcji oraz przy ograniczeniu naprezen normalnych.
W artykule pominigto zagadnienie statecznos$ci tukdw, przyjmujac
zatozenie, ze tuk jest chroniony przed mozliwoscia wystapienia
utraty statecznosci.

2. Optymalne ksztattowanie racjonalnej osi
tuku z uwagi na minimalizacje objetosci

Analizie poddano tuk zelbetowy (modut sprezystosci betonu
E. = 30,0 GPa, cigzar whasciwy y=24,0 kN/m®) o rozpietosci
[ = 20,0 m, obciazony cigzarem wlasnym oraz obcigzeniem cia-
glym o intensywnosci g = 150,0 kN/m (rys. 1). Dla rozwazanego
zadania przekrdj preta jest staly na catej dlugosci, prostokatny,
o szerokosci b = 0,4 m, wysokosci # = 0,7 m. Pole przekroju
poprzecznego jest rowne 4 = 0,28 m>.

2.1. Sformutowanie zadania optymalizaciji

W zadaniu optymalizacji poszukiwana jest taka zmienna decy-
zyjna U,(x), bedaca krzywizna tuku «, ktéra przy spehieniu warun-
kéw ograniczajacych minimalizuje funkcjonat, opisujacy objetosc
betonu tuku:

JOWNU.0 = [ )

obciazenie state
q=150 kN/m

racjonalna o$ tuku -
poszukiwana
cigzar wlasny

Rys. 1. Schemat obciazenia i podparcia tuku
Fig. 1.  Scheme of arch load and support
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Roéwnania stanu

Rozwazany tuk moze zostaé opisany przez uklad rownan réz-
niczkowych pierwszego rzedu postaci y' =f(y(x),U(x),x), zgod-
nie ze wzorem nr (2).

d—N:—Q'U1+q-sin9+7-A-tan0
dx cos &

dQ N-Ui

—= —q-cosf—y-A

dx  cosé 4 4
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Oznaczenie w powyzszym wzorze przyjeto nastgpujaco:

N —sita podtuzna,
Q — sita poprzeczna,
M — moment zginajacy,
u — przemieszczenie styczne do osi tuku,
w — przemieszczenie prostopadte do osi tuku,
@ — przemieszczenie katowe,
y — wspotrzedna osi tuku,
6 — kat nachylenia osi tuku do osi x,
s — zmienna mierzona wzdtuz osi tuku,
V — objetos¢ betonu tuku.

Roéwnania opisane wzorem nr (2) uwzgledniaja wydtuzalnosé
osi tuku, gdzie:

1 .
50:H'(N-cosw—Q~51n(p+M~U|) (3)
Warunki brzegowe

Rozwazany tuk oparty jest na dwoch podporach przegubowych;
wigzom tym odpowiadajg nastgpujace warunki brzegowe:

Dlax = 0: M(0)= 0, u(0) =0, w(0) = 0, y(0) = 0, 5(0) = 0
4)
Dlax=/5 M) =0,u(l)=0,w(l)=0,y(l)=0

Na strukture formalng rozwazanych zadan optymalizacji sktada-
ja sig, poza rownaniami stanu i warunkami brzegowymi, warunki
ograniczajace.

Warunki ograniczajace
Projektowanie osi racjonalnej (bezmomentowej) wymaga
wprowadzenia do problemu optymalizacji ograniczenia réwno-
Sciowego, wynikajacego z konieczno$ci zerowania si¢ momentow
zginajacych w kazdym przekroju tuku. Warunek ten moze zostaé
zapisany w postaci:
m=M=0 ®)

Uwzgledniono réwniez warunek wytrzymatosciowy, zwiazany
z ograniczeniem naprezen normalnych, zapisany w postaci nie-
rownosciowego warunku ograniczajacego:

N|
g=f,-0,20,0, = % (tuk $ciskany) (6)

gdzie: f — wytrzymato$¢ obliczeniowa w konstrukcjach zelbe-

towych na $ciskanie, f,, =13,3 MPa

Zatozono, ze tuk jest chroniony przed utrata stateczno$ci, wigc
nie wprowadzono warunkéw ograniczajacych zwiazanych ze
statecznoscig uktadu.

Dodatkowo rozwazono réwniez ograniczenia dtugosci osi tuku,
odpowiednio:

Dla zadania nr 1: dtugos¢ tuku dowolna, brak ograniczen
Dla zadania nr 2: dtugos$¢ tuku s=25,0 m
Dla zadania nr 3: dtugos¢ tuku s = 50,0 m

2.2. Rozwigzanie optymalne

Dla zadanych funkcji celu (1) i ograniczen (5), (6) mozna zde-
finiowa¢ funkcje Hamiltonna w postaci:

10
H=YAf+ug ™

i=0
gdzie: A,,u, - mnozniki Lagrange’a

Sterowanie optymalne zgodnie z zasadq maksimum Pontriagina
mozna wyznaczy¢ rozwiazujac uktady rownan:

, oH

OH v _OH OH _,
y[ 8/1,,,

i T A e - (8)

oy, 0U,
przy uwzglednieniu warunku (5) oraz przy warunkach brzego-
wych dla zmiennych stanu (4) i przy warunkach brzegowych dla
zmiennych sprz¢zonych (9) wynikajacych z warunkéw transwer-
salnosci:

Dlax=0: 4,(0)=0, 4,(0)=0, 4,(0) = 0, 2,(0) = 0

)
Dlax="1 2,(1)=0, A4,(1) =0, A,(/)=0, A,(/)=0

3.1. Wyniki numeryczne — zadanie bez
ograniczen dtugosci tuku

Zagadnienie optymalnego ksztaltowania osi racjonalnej tuku
zostalo sprowadzone do wielopunktowego problemu brzegowego
(WPPB) i rozwigzane numerycznie przy wykorzystaniu programu
Dircol [3]. W wyniku optymalizacji uzyskano optymalny, z uwagi
na minimalizacj¢ objgtosci, rozktad zmiennej decyzyjnej U;(x),
bedacej krzywizng tuku x (rys. 2), czemu odpowiada optymalny
ksztalt osi tuku y przedstawiony na Rys. 3. Wartos¢ wspotrzednej
osi tuku y, w potowie rozpietosci wynosi y(/2) = 2,32 m, nato-
miast optymalna dtugo$¢ racjonalnego tuku réwna jest s = 20,70 m.
Na catej dlugosci tuku spelnione jest ograniczenie (5), ktore jest
odpowiedzialne za zerowanie si¢ momentow zginajacych, a co si¢
z tym wiaze rowniez sit poprzecznych w kazdym przekroju tuku.
Wykresy sit przekrojowych zostaty przedstawione na rys. 3. Ogra-
niczenie napr¢zen normalnych, wyrazone przez funkcje g1 jest
aktywne punktowo, w punktach podparcia tuku. Dla zadania nr 1
warto$¢ funkeji celu (1) wynosi J = 5,796.
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Rys. 2. Zmienna decyzyjna U,(x) - krzywizna tuku x. Objgto$¢ betonu tuku V'
Fig.2.  Control variable U,(x) — the arch curvature. Arch volume V'
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Rys. 4. Ograniczenie nierbwnosciowe g; (ograniczenie naprezen normalnych)
Ograniczenie rownosciowe /; (warunek zerowania si¢ momentow
zginajacych)

Fig. 4. Inequality constraint g, (limitation of the normal stresses)

Equality constraint /, (condition of zero bending moments)

3.2. Wyniki numeryczne — optymalizacja
przy zadanej dtugosci tuku

Kolejne zadanie optymalizacji tuku dwuprzegubowego, doty-
czylo wyznaczenia ksztaltu osi tuku o zadanej z géry dtugosci,
zapewniajacego znikanie momentéw zginajacych w kazdym
przekroju poprzecznym tuku, przy réwnoczesnym spetnieniu
warunku ograniczenia napr¢zen normalnych. Celem wprowadze-
nia do problemu optymalnego ksztaltowania ograniczenia na
dlugos¢ tuku bylo sprawdzenie, czy mozna uzyskac racjonalny
przebieg osi tuku, przy tych samych danych wyjsciowych, ale dla
innej niz optymalna (uzyskana z zadania nr 1) dlugos¢ osi
s =20,70 m.

Wyniki przedstawiajace racjonalny ksztalt osi tuku y dla dtugo-
$ci luku s = 25 m oraz odpowiadajacy mu wykres ograniczenia g;
przedstawia rys. 5.

7

. TN\

=y [m]
N
e

X7
N
L~

0
0 5 10 15 20
x[m]
9500
9000 /"\\
8500
v AN
8000

= 7500 / \
7000 / \
6500 // \

6000

0 5 10 15 20
X [m]

Rys. 5. Racjonalny ksztatt osi tuku y dla dtugosci s =25 m
Ograniczenie nierownosciowe g;

Fig. 5. Rational shape of the arch centre line y for length s =25 m
Inequality constraint g;
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Nastepujace wnioski mozna sformutowac po rozwiazaniu zadan

optymalizacji tuku dwuprzegubowego o zadanej dhugosci:

e Zaprojektowanie racjonalnego ksztattu osi tuku dwuprzegubowego
o rozpietosci 20 m, jest mozliwe dla réznych dtugosci tuku

e Rozwigzanie problemu poszukiwania bezmomentowej osi o zada-
nej dlugosci mozna uzyskaé jedynie dla dtugosci tuku wigkszej od
optymalnej s>s,,, gdzie s,,=20,70 m. Przyjecie dtugosci tuku
mniejszej 5<s,,, nie pozwala uzyska¢ spetnienia warunkéw ograni-
czajacych

e Ograniczenie gi1= f,, —o 20 pozostaje nieaktywne w przypad-
ku przyjecia dtugosci tuku wigkszej od optymalnej s>s,,, (zadanie
nr 2, 3). Na przebieg zmiennej sterowania wplywa jedynie ogra-
niczenie /n=M =0

o Optymalne rozwiazania spelniaja warunki konieczne optymalizacji
Poréwnanie wynikéw obliczen uzyskanych dla zadan 1 - 3 ze-

stawiono w tabeli nr 1.

Tab. 1. Pordwnanie wynikow
Tab. 1. Comparison of the results

Nt Dhugos¢ ¥(1/2) | Objetosé Ograniczenie Ograniczenie
zadania fuku [m] V[m’] 5,20 hi=0
s [m] &= '
g0
1 20,70 | 232 | 5,796 dlaxe (0’ l) "
Sop=20, > , dlax e <0,l>
g=0
dla x=0 i x=/
20 h;=0
2 25000 | 6,741 7000 g <0= l> dla x € <0’ l>
g0 h=0
3 5000 [2191( 14000 | <0, ]> dlax e <0, ;>

4. Projektowanie tuku dwuprzegubowego
o osi racjonalnej i optymalnym rozktadzie
wysokosci przekroju poprzecznego

Zadanie optymalizacji zostalo rozszerzone poprzez wprowa-
dzenie drugiej zmiennej decyzyjnej U, = h(x), bedacej wysokoscia
przekroju poprzecznego tuku:

0,6m<U,<08m (10)

Przyjeto dane geometryczne i materialowe jak w zadaniach
wczesniejszych; uwzgledniono warunki ograniczajace (5) i (6).
Modyfikacji ulegng rdwnania stanu oraz funkcja celu, gdyz wzory
na pole przekroju 4 oraz moment bezwtadnosci J przyjma postaé:

A=b-U,,
(11
S_bUy
12

Zagadnienie optymalnego ksztattowania osi racjonalnej tuku
i optymalnego ksztaltowania przekroju poprzecznego z uwagi na
minimalizacj¢ objetosci betonu tuku zostaje sprowadzone
do problemu optymalnego sterowania z jawna zaleznoscig funkcji
celu od sterowania U, Optymalne rozwiazania uzyskane dla tak
sformutowanego zadania zostaty przedstawione na rys. 6.
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Rys. 6. Optymalny ksztalt osi y, optymalny rozktad wysokosci przekroju
poprzecznego h

Fig. 6. Optimal shape of the centre line of a bar y, optimal height
cross—section distribution /2

Uwzglednienie drugiej zmiennej decyzyjnej U, = h(x), przy
uzyskaniu optymalnego ksztattu osi tuku jak dla zadania nr 1
o dtugosci tuku s,, = 20,70 m, prowadzi do zmniejszenia si¢
funkcji celu od wartosci J = 5,796 do wartosci J = 5,425. Uzyska-
nie mniejszej objetosci betonu tuku, przy spetnieniu warunku
znikania momentdw zginajacych w kazdym przekroju poprzecz-
nym luku, jest mozliwe poprzez optymalne dopasowanie si¢
ksztattu wysokosci przekroju poprzecznego do rozktadu sity Sci-
skajacej N, jedynej niezerowej sity przekrojowej, odpowiedzialnej
za rozktad naprezen normalnych. Prowadzi to do zmiany rozktadu
naprezen normalnych w stosunku do zadania nr 1, ktdére przyjmujg
wartosci: o, € <1 3,299 MPa, 13,300MPa> i zblizenie si¢ optyma-

lizowanej konstrukcji do konstrukeji rownowytrzymate;.

5. Podsumowanie

Rozwazany w pracy problem optymalnego ksztaltowania racjo-
nalnej osi tuku z uwagi na minimalizacj¢ objgtosci betonu tuku
zostal pomys$lnie rozwigzany. Otrzymane wyniki $wiadcza
o mozliwosci uzyskania stanu bezmomentowego w przypadku
uktadow statycznie niewyznaczalnych dla roznych dhugosci tu-
kéw. Korzysei ptynace z optymalnego projektowania konstrukeji
sktaniajg do dalszych prac z tej dziedziny.
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