
334    PAK  v o l . 5 5 ,  n r 6 / 2 0 0 9  
 Ludwik KANIA, Szczepan ŚPIEWAK 
POLITECHNIKA CZĘSTOCHOW SKA,  INSTY TU T M ECHANIKI I POD STAW  KONSTR U KCJ I M ASZY N 
 

Wyznaczanie charakterystyk zastępczych kulek  
w  num erycznym  m o d elo w aniu ł o ż ysk to cznych w ień co w ych 
 
Dr hab. inż. Ludwik KANIA 
 
P r o f e s o r  n ad z w y c z aj n y  w  I n s t y t u c i e  M e c h an i k i   
i  P o d s t aw  K o n s t r u k c j i  M as z y n  P o l i t e c h n i k i  C z ę s t o -
c h o w s k i e j .  J e s t  au t o r e m  l i c z n y c h  p u b l i k ac j i  z  z ak r e s u  
p r o j e k t o w an i a ł o ż y s k  t o c z n y c h  w i e ń c o w y c h .  W s p ó ł -
p r ac u j e  z  f i r m ą  Z A F A M A ,  c z o ł o w y m  p r o d u c e n t e m  
ł o ż y s k  w i e ń c o w y c h  w  P o l s c e .  Z aj m u j e  s i ę  p r o b l e m a-
t y k ą  C A D ,  p o d s t aw  k o n s t r u k c j i  m as z y n  o r az  o p t y m a-
l i z ac j i .  J e s t  au t o r e m  k i l k u n as t u  p o d r ę c z n i k ó w  
ak ad e m i c k i c h .  
 
 
e-m a i l :  l u d w i k @ i m i p k m . p c z . p l    
 

S t r e s z c z e n i e  
 

C h a ra k t ery st y k i z a st ę p c z e c z ę ś c i t o c z n y c h  u m o ż l iw ia j ą  ic h  m o d el o w a n ie 
z a  p o m o c ą  el em en t ó w  p rę t o w y c h  w  m o d el a c h  n u m ery c z n y c h  ł o ż y sk  
w ień c o w y c h  w y k o n a n y c h  p rz y  u ż y c iu  m et o d y  el em en t ó w  sk o ń c z o n y c h . 
W  p ra c y  o m ó w io n o  sp o só b  w y z n a c z a n ia  c h a ra k t ery st y k i z a st ę p c z ej  k u l ek  
w  ł o ż y sk u  w ień c o w y m  k u l k o w y m  j ed n o rz ę d o w y m . W y k o rz y st a n o  w  t y m  
c el u  m o d el  st ref y  st y k u  k u l k i z  b ież n ią  ł o ż y sk a  o ra z  seg m en t  m o d el u  
n u m ery c z n eg o  p ierś c ien ia  ł o ż y sk a  z  t z w . su p erel em en t em . Prz ed st a w io n o  
z a ł o ż en ia  b u d o w y  m o d el u  i p rz y k ł a d o w e w y n ik i o b l ic z eń  n u m ery c z n y c h . 
O b l ic z en ia  w y k o n a n o  p rz y  z a ł o ż en iu  sp rę ż y st o -p l a st y c z n eg o  st a n u  m a t e-
ria ł u  z  u w z g l ę d n ien iem  t a rc ia  n a  p o w ierz c h n ia c h  st y k u . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  ł o ż y sk a  w ień c o w e,  st ref a  st y k u ,  c h a ra k t ery st y k a  z a -
st ę p c z a . 
 D et erm inat io n o f  eq uiv al ent  ch aract eris t ic  o f  b al l s  in num erical  m o del l ing  o f   s l ewing  b earing s  

 
A b s t r a c t  

 
E q u iv a l en t  c h a ra c t erist ic s o f  ro l l in g  el em en t s en a b l e t h eir m o d el l in g  w it h  
h el p  o f  t ru ss el em en t s in  f in it e el em en t  m et h o d  b a sed  n u m eric a l  m o d el s o f  
sl ew in g  b ea rin g s [ 2 ,  3 ,  4 ] . A n ew  m et h o d  f o r d et erm in a t io n  o f  eq u iv a l en t  
c h a ra c t erist ic s o f  b a l l s in  a  sin g l e-ro w  b a l l  sl ew in g  b ea rin g  ( F ig . 1 )  is 
p resen t ed  in  t h e p a p er. At  t h e f irst  st a g e o f  c a l c u l a t io n s t h e n u m eric a l  
m o d el  o f  t h e b a l l  c o n t a c t  z o n e w it h  t h e b ea rin g  ra c ew a y  w a s d ev el o p ed  
( F ig . 2 ) . T h e m o d el  is d iv id ed  in t o  sec t io n s. I n  t h e 2  a n d  3  c o n t a c t  sec t io n s 
T h ere w a s u sed  a  m a t eria l  in  el a st ic -p l a st ic  st a t e w it h  b il in ea r c h a ra c t erist ic  
( F ig . 3 )  in  2  a n d  3  c o n t a c t  sec t io n s,  w h il e in  1  a n d  4  sec t io n s – a n  el a st ic  
o n e. At  t h e sec o n d  st a g e t h e n u m eric a l  m o d el  o f  a  b ea rin g  rin g  seg m en t  
( F ig  4 .)  w it h  a  su p er-el em en t  ( F ig . 5 )  w a s d ev el o p ed . T h e su p er-el em en t  
c o n sist s o f  t w o  p a irs o f  rig id  b ea m  el em en t s ( 2 )  a n d  a n  el a st ic  t ru ss  
el em en t  ( 1 )  w it h  n o n l in ea r c h a ra c t erist ic  σ-ε. T h e m o d el  w a s l o a d ed  w it h  a  
f o rc e c a l c u l a t ed  b y  f o rm u l a  ( 2 )  w it h  t h e m a t eria l  h a rd n ess c o ef f ic ien t  
a c c o rd in g  t o  [ 9 ] . N u m eric a l  c a l c u l a t io n s w ere c a rried  o u t  w it h  AD I N A 
so f t w a re [ 7 ] . T a b l e 1  a n d  F ig . 6 . p resen t  t h e eq u iv a l en t  c h a ra c t erist ic  o f  t h e 
b a l l . T h e c a l c u l a t io n s resu l t s w ere a p p ro x im a t ed  b y  p o w er f u n c t io n  ( 4 ) . 
T h e n ew  m et h o d  f o r c a l c u l a t io n  o f  t h e b ea rin g  b a l l  eq u iv a l en t  c h a ra c t erist ic  
a l l o w s f o r a c c u ra t e sim u l a t io n  o f  t h e  b ea rin g  c o n t a c t  z o n e. I t  c a n  b e 
a p p l ied  t o  a l l  t y p es o f  b a l l  sl ew in g  b ea rin g s. Ac c u ra t e est im a t io n  o f  t h e 
b a l l  eq u iv a l en t  c h a ra c t erist ic  w il l  h a v e p o sit iv e in f l u en c e o n  a c c u ra c y  o f  
c a l c u l a t in g  t h e b ea rin g  c a p a c it y . 
 
K e y w o r d s :  sl ew in g  b ea rin g s,  c o n t a c t  z o n e,  eq u iv a l en t  c h a ra c t erist ic . 
 1 .  Ws t ę p 
 

A naliz a c h ar ak t er u p r ac y ł oż ys k  w ień c ow yc h  w  odnies ieniu do 
ł oż ys k  p ow s z ec h neg o s t os ow ania p oz w ala j ednoz nac z nie s t w ier -
dz ić ,  ż e is t niej ą z nac z ąc e og r anic z enia,  uniem oż liw iaj ąc e b ez p o-
ś r ednie k or z ys t anie z  op r ac ow anyc h  t ec h nik  ob lic z ania ł oż ys k  
z w yk ł yc h  do m odelow ania ł oż ys k  w ień c ow yc h .  S z c z eg ó lnie 
w p ł yw aj ą na t o:  duż e w ar t oś c i ś r ednic  t oc z nyc h  dt ( doc h odz ąc e do 
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k ilk u m et r ó w ) ,  odm ienny s ys t em  m oc ow ania p ier ś c ieni ł oż ys k o-
w yc h  do k or p us ó w  i g ł ow ic  ( naj c z ęś c iej  z a p om oc ą ś r ub  m oc uj ą-
c yc h  r oz m ies z c z onyc h  na ob w odac h  p ier ś c ieni) ,  s t at yc z ny c h ar ak -
t er  p r ac y ( naj c z ęś c iej  p r ac uj ą j ak o w olnoob r ot ow e p r z y p r ędk o-
ś c iac h  ob r ot ow yc h  niep r z ek r ac z aj ąc yc h  k ilk u ob r ot ó w  na m inut ę) ,  
s p ec yf ik a ob c iąż enia ( duż e w ar t oś c i s ił  os iow yc h  Q ,  p r om ienio-
w yc h  H i s w ois t eg o m om ent u w yw r ot neg o M p r z ył oż oneg o do 
g ł ow ic y) ,  duż a lic z b a c z ęś c i t oc z nyc h  ( doc h odz ąc a naw et  do 
k ilk us et )  [ 1 ] .  

Z  uw ag i na duż e r oz m iar y p ier ś c ieni,  k t ó r e p odleg aj ą z g inaniu i 
s k r ęc aniu,  odk s z t ał c eniom  w  m iej s c ac h  m oc ow ania ś r ub am i do 
s t r uk t ur  p odp ar c ia,  w r es z c ie t yp ow ym  dla ł oż ys k  odk s z t ał c eniom  
w  s t r ef ac h  s t yk u c z ęś c i t oc z nyc h  z  b ież niam i ł oż ys k a,  do m odelo-
w ania ł oż ys k  w ień c ow yc h  s t os uj e s ię naj c z ęś c iej  m et odę elem en-
t ó w  s k oń c z onyc h .  W  c elu um oż liw ienia w yk onania ob lic z eń  
ł oż ys k  w ień c ow yc h  w  r oz s ądnym  c z as ie i b ez  nadm ier neg o 
z w ięk s z ania r oz m iar ó w  z adania ( t j .  b ez  w ielok r ot neg o m odelow a-
nia z adania k ont ak t ow eg o) ,  w  m odelac h  M E S  ł oż ys k  w ień c ow yc h  
elem ent y t oc z ne ( z ar ó w no k ulk i j ak  i w ał ec z k i)  z as t ęp uj e s ię t z w .  
elem ent am i z as t ęp c z ym i.  W  p r z yp adk u w ał ec z k ó w  s ą t o elem en-
t u p r ęt ow e [ 2 ] ,  a w  p r z yp adk u k ulek  t z w .  s up er elem ent y [ 3 ] ,   
w  k t ó r yc h  s p r ęż ys t y elem ent  p r ęt ow y s ym uluj e z ac h ow anie s ię 
c z ęś c i t oc z nyc h .  D la elem ent ó w  z as t ęp c z yc h  w yz nac z a s ię t z w .  
c h ar ak t er ys t yk i z as t ęp c z e,  k t ó r e p oz w alaj ą na s ym ulac j ę z ac h o-
w ania s ię r z ec z yw is t eg o elem ent u t oc z neg o p oddaneg o dz iał aniu 
ob c iąż enia z ew nęt r z neg o p r z ek az yw aneg o na c z ęś c i t oc z ne z a 
p oś r ednic t w em  p ier ś c ieni ł oż ys k ow yc h .  U z ys k anie c h ar ak t er y-
s t yk  z as t ęp c z yc h  p oz w ala na z def iniow anie odp ow iednic h  c h a-
r ak t er ys t yk  m at er iał ow yc h  σ-ε  odw z or ow uj ąc yc h  m odelow ane 
ob iek t y i j es t  w yk or z ys t yw ane w  m oduł ac h  ob lic z eniow yc h  
p r og r am ó w  M E S .   

C h ar ak t er ys t yk i z as t ęp c z e m at em at yc z nie z ap is uj e s ię j ak o z a-
leż noś ć  z b liż enia p ier ś c ieni ł oż ys k ow yc h  ηz w  f unk c j i s ił y ob c ią-
ż aj ąc ej  p oj edync z y elem ent  t oc z ny P [ 4 ] :  

 
 w

z Pc=η             ( 1 )  
 

g dz ie:  c – s t ał a uw z g lędniaj ąc a g eom et r ię s t r ef y s t yk u or az  c ec h y 
m at er iał u,  w – w yk ł adnik  p ot ęg ow y ok r eś laj ąc y s t op ień  nielinio-
w oś c i c h ar ak t er ys t yk i.  

O b lic z a s ię j e w  t r z ec h  et ap ac h :  et ap  I  p oleg a na w yz nac z eniu 
c h ar ak t er ys t yk i s ił a-p r z em ies z c z enie ηI w  r z ec z yw is t ej  s t r ef ie 
s t yk u c z ęś c i t oc z nyc h  z  b ież niam i ł oż ys k a na dr odz e analiz y 
m oż liw ie dok ł adneg o m odelu s t r ef y s t yk u,  w  et ap ie I I  w yz nac z a 
s ię odp ow iedź  ηII up r os z c z oneg o m odelu s t r ef y s t yk u na ob c iąż e-
nie p r z ył oż one w  m iej s c u z am oc ow ania elem ent u p r ęt ow eg o 
z as t ęp uj ąc eg o k ulk ę lub  w ał ec z ek ,  na f r ag m enc ie b ież ni ł oż ys k a 
odp ow iadaj ąc ym  s eg m ent ow i b ież ni z  et ap u I ,  ale z dys k r et yz ow a-
nym  t ak  j ak  w  m odelu ob lic z eniow ym  m ak r o c ał eg o ł oż ys k a 
w ień c ow eg o.  W r es z c ie w  et ap ie I I I  ob lic z a s ię w ł aś c iw ą c h ar ak t e-
r ys t yk ę z as t ęp c z ą ηz j ak o r ó ż nic ę p r z em ies z c z eń  w yz nac z onyc h   
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w poprzednich etapach, ta charakterystyka jest nastę pnie przeli-
czana na wspomnianą wyż ej charakterystykę  materiał ową elemen-
tu  prę toweg o.  W  pracy [ 2 ]  zamieszczono wyniki obliczeń  charak-
terystyki zastę pczej ku lki, jednak tylko dla ł oż ysk dwu rzę dowych 
o kącie dział ania wynoszącym 9 0 º  ( g dzie sił a obciąż ająca ku lkę  
jest ró wnoleg ł a do osi ł oż yska) .  J est to szczeg ó lny i raczej rzadki 
przypadek konstru kcji ł oż yska wień coweg o.  P oza tym nie stoso-
wano su perelementu  w bu dowie modelu  ł oż yska, a obliczenia stref y 
styku  wykonano przy zał oż eniu  sprę ż ysteg o stanu  materiał u .   

N iniejszy artyku ł  poś wię cony jest przykł adowemu  sposobowi 
wyznaczania charakterystyk zastę pczych ku lek ł oż ysk wień co-
wych w typowych ł oż yskach wień cowych ku lkowych: jednorzę -
dowych o styku  czteropu nktowym.   

 
2. Z a ł o ż e n i a  b u d o w y  m o d e l i  o b l i c z e n i o w y c h  
 

C harakterystyki stref y styku  czę ś ci tocznych z bież niami ł oż ysk 
wień cowych u zysku je się  rozwiązu jąc zag adnienie kontaktowe 
H ertza na drodze nu merycznej.  W  związku  z tym zał oż enia mode-
lu  H ertza modyf iku je się  w taki sposó b ż eby u wzg lę dniał y g eome-
trię  i parametry materiał owe rozpatrywanych elementó w, otrzy-
mu jąc w przypadku  ku lek rozwiązanie zag adnienia kontaktoweg o 
dwó ch elementó w o ró ż nych krzywiznach i styku  pu nktowym [ 5 ] .  

W  analizie metod modelowania ku lek ł oż yskowych wykorzy-
stano g eometrię  typoweg o ł oż yska wień coweg o jednorzę doweg o 
( rys.  1 )  o nastę pu jących parametrach: ś rednica toczna dt = 3 0 5  mm, 
ś rednica ku lki dk = 2 0  mm, wspó ł czynnik przyleg ania kp = 0 ,9 6  
( def iniowany jako iloraz promienia elementu  toczneg o do promie-
nia bież ni w przekroju  promieniowym pierś cienia ł oż yska) , nomi-
nalny kąt dział ania α = 4 5 °  ( kąt zawarty mię dzy pł aszczyzną 
prostopadł ą do osi ł oż yska, a prostą ł ączącą pu nkty styku  elemen-
tó w tocznych z bież niami) , liczba elementó w tocznych ik = 4 0 , 
twardoś ć  powierzchniowa ku lek 6 2  H R C  i bież ni ł oż yskowych 
5 8  H R C .  

 
 

linia cięcia kulki

linie  cięcia p ie r ś cie nia
  

R y s .  1.  P rz ek ró j  ł oż y s k a wi eń c oweg o j ed n orz ę d oweg o z  z az n ac z on y m i  l i n i am i  
g ran i c  s t ref  d y s k ret y z ac j i  k u l k i  i  p i erś c i en i a ł oż y s k a  

F i g .  1.   C ros s -s ec t i on  of  f ou r-p oi n t  s l ewi n g  b eari n g  wi t h  m ark ed  b ou n d ari es  of  
m es h i n g  z on es  f or b al l  an d  b eari n g  ri n g   

 
D la okreś lania odpowiednich krzywizn styku  w ł oż ysku  zdef i-

niowano dwie pł aszczyzny.  P ierwszą ( indeks dolny 1 ) , na któ rej 
leż ą ś rodki wszystkich ku lek przy zał oż eniu , ż e rozpatrywane 
ł oż ysko nie jest obciąż one i dru g ą ( indeks dolny 2 )  prostopadł ą do 
pł aszczyzny pierwszej – pł aszczyznę  przekroju  ś rednicoweg o 
ł oż yska.  P owierzchnie wypu kł e traktu je się  jako dodatnie, a po-
wierzchnie wklę sł e jako u jemne.   

W  szeroko poję tym projektowaniu  ł oż ysk wień cowych w celu  
obliczenia dopu szczalneg o obciąż enia czę ś ci tocznych najczę ś ciej 
przyjmu je się  wytrzymał oś ciowe kryteriu m dopu szczalnych 
wzg lę dnych odkształ ceń  plastycznych tych elementó w o wartoś ci 
δpl  d o p/ dk = 0 ,0 0 0 2  [ 1 ] .  W  związku  z tym konieczne jest przepro-
wadzenie szczeg ó ł owej analizy odkształ ceń  zachodzących  
w bezpoś redniej stref ie styku  elementó w tocznych i pierś cieni 
ł oż yskowych.  W  analizie modeli lokalnych stref  styku  wykony-
wanej z u ż yciem metody elementó w skoń czonych stosu je się  
odpowiednie zag ę szczenia siatki elementó w skoń czonych w bez-
poś redniej stref ie kontaktu .   

W artoś ć  g ranicznej sił y P d o p, jaką moż na obciąż yć  ku lkę  wy-
znaczono korzystając z kryteriu m dopu szczalnych wzg lę dnych 
odkształ ceń  plastycznych i odpowiednich zależ noś ci podanych 
przez E schmanna [ 5 ] :  
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g dzie: kd  – ś rednica ku lki , HH νµ ,  – wspó ł czynniki H ertza [ 5 ] , 

1212 ,,, bbkk ρρρρ  – krzywizny zastę pcze czę ś ci tocznych ( indeks 
dolny k )  i bież ni ( indeks dolny b)  dla zdef iniowanych u przednio 
pł aszczyzn 1  i 2  obliczone zg odnie z [ 4 ] .  

P onieważ  wzory E schmanna opracowane został y dla twardoś ci 
stykających się  elementó w wynoszącej 7 5 0  H V , we wzorze ( 2 )  
wprowadzono korekcyjny wspó ł czynnik twardoś ci fH [ 6 ] : 
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750 


= HVfH       ( 3 )  
 

g dzie: H V - twardoś ć  bież ni ł oż yska w skali V ickersa.  
D la przyję tych parametró w ł oż yska i twardoś ci bież ni 5 8  H R C  

( 6 3 0  H V )  otrzymano wartoś ć  obciąż enia g raniczneg o ku lki 
P d o p = 3 5 ,9  kN .  D o modelowania za pomocą metody elementó w 
skoń czonych u ż yto prog ramu  A D I N A  [ 7 ] .  M odel nu meryczny 
stref y styku  dla reg ionu  dyskretyzacji zaznaczoneg o na rysu nku  1  
i przedstawiono na rysu nku  2 .  W ykorzystano w nim waru nki 
symetrii ku lki i wyodrę bniono 1 / 4  obję toś ci ku lki z odpowiednim 
klinowym f rag mentem bież ni ł oż yska o kącie klina ró wnym po-
ł owie podział ki kątowej rozmieszczenia ku lek ł oż yska.  W  modelu  
pominię to krzywiznę  bież ni w pł aszczyź nie pierwszej ( prostopa-
dł ej do przekroju  promienioweg o pierś cienia) , z u wag i na du ż e 
ró ż nice ś rednic bież ni i ku lki oraz wspó ł pracę  ku lki z bież nią 
wklę sł ą i wypu kł ą [ 2 ] .   

 
 

  
R y s .  2 .   S i at k a m od el u  M E S  s t ref y  s t y k u  k u l k i  z  b i eż n i ą :  1,  2 ,  3 ,  4 - k ol ej n e  

( wy s z c z eg ó l n i on e w t ek ś c i e)  g ru p y  el em en t ó w s k oń c z on y c h  
F i g .  2 .   F E M  m od el  m es h  of  t h e b al l  c on t ac t  z on e wi t h  t h e b eari n g  rac e:   

1 , 2 ,  3 ,  4 - c on s ec u t i v e ( d et ai l ed  i n  t ex t )  g rou p s  of  f i n i t e el em en t s  
 
Z  u wag i na ró ż ne twardoś ci bież ni i ku lki oraz okreś loną g ł ę bo-

koś ć  hartowania modelowanych u kł adó w w każ dym z nich wyod-
rę bniono cztery obję toś ciowe g ru py elementó w skoń czonych.  
P ierwszą g ru pę  stanowi tzw.  wewnę trzny, mię kki rdzeń  ku lki, 
dru g ą – zewnę trzna zahartowana do okreś lonej twardoś ci i g ł ę bo-
koś ci warstwa ku lki, trzecią – u twardzona warstwa bież ni oraz 
czwartą – nieu twardzony rdzeń  pierś cienia ł oż yskoweg o.  Z ał oż o-
no, ż e do okreś lonej g ł ę bokoś ci hartowania bież ni czy ku lki stan 
materiał u  w cał ej obję toś ci g ru py jest jednorodny, podobnie jak 
dla nieu twardzonych rdzeni ku lki i bież ni.  G ł ę bokoś ć , na jaką 
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najczęściej udaje się zahartować elementy łożyska wieńcoweg o 
oszacowano w oparciu o pracę [ 8 ]  i dla rozpatrywaneg o łożyska 
określono ją na 6  mm.  W szystkie g rupy elementó w skończonych 
utworzono za pomocą 8 -węzłowych elementó w typu 3 D -solid.  
P omiędzy zewnętrznymi powierzchniami b ieżni i kulki zdef inio-
wano odpowiednie warunki kontaktu uwzg lędniające ró wnież siły 
tarcia.  W  modelowanych ob iektach od g ranicy styku na pewnej 
ob jętości utworzono odpowiednio g ęstą siatkę elementó w skoń-
czonych,  tak b y ob ejmowały one stref ę o największym wytężeniu 
materiału ( punkt B ielajewa) .   

D la elementó w stref  utwardzonych założono sprężysto-
plastyczny stan odkształceń.  P rzyjęto dla nich dwuliniowe charak-
terystyki materiałowe σ-ε  ( rys.  3 )  wykorzystujące tzw.  modelową 
g ranicę sprężystości [ 9 ] ,  któ rej wartości wynoszą odpowiednio dla 
kulki o twardości 6 2  H R C :  RsM = 1 3 1 6 , 1  M P a,  i dla b ieżni o twar-
dości 5 8  H R C :  RsM = 1 1 3 6 , 8  M P a i przyjmując E = 2 , 1 ⋅1 0 5  
i E1 = 2 , 1 ⋅ 1 0 4 .  M ateriały g rup elementó w skończonych ze stref  
nieutwardzonych przyjęto jako sprężyste o liniowej charaktery-
styce.  

 
 

  
R y s.  3 .   D w u l i n i ow a c h ar ak t er y st y k a m at er i ał ow a 
F i g .  3 .   B i l i n ear  m at er i al  c h ar ac t er i st i c  

 
T ak zb udowany model numeryczny ob ciążono siłą skupioną 

przyłożoną w centralnym węź le kulki.  K ierunek działania wektora 
siły b ył zg odny z kierunkiem linii nominalneg o kąta działania 
łożyska.  N a g ó rną powierzchnię kulki nałożono odpowiednie 
warunki przemieszczeń zg odne z przemieszczeniem węzła cen-
tralneg o.  D olną powierzchnię b ieżni utwierdzono,  na b oczne 
powierzchnie b ieżni i kulki nałożono więzy wynikające z symetrii 
modelu.  

D o ob liczeń etapu I I  użyto modelu b ędąceg o f rag mentem mo-
delu pierścienia łożyskoweg o ( rys.  4 )  wraz z superelementem.  
G eometria seg mentu pierścienia łożyska jest taka sama jak  
w modelu z etapu I ,  inna jest natomiast siatka modelu,  taka,  jak  
w modelu ob liczeniowym całeg o łożyska.  S uperelement wprowa-
dzony do modelowania przez S molnickieg o [ 3 ]  pozwala zastąpić 
zespołem prostych elementó w liniowych oddziaływanie kulki  
z b ieżniami łożyska wieńcoweg o,  w szczeg ó lności pozwala na 
symulacje zmian kąta działania łożyska wywołanych ob ciążeniem 
kulek.  W  przedstawionym modelu zastosowano model superele-
mentu nieco odmienny od modelu S molnickieg o – jeg o b udowę 
ilustruje rysunek 5 .  

 
 

sztywne pręty superelementu

  
R y s.  4 .   S i at k a m od el u  seg m en t u  pi er ś c i en i a z  su per el em en t em   
F i g .  4 .   T h e m esh  of  m od el  of  r i n g  seg m en t  w i t h  su per el em en t  

 

a) b )

  
R y s.  5 .   I d ea su per el em en t u :  1  – spr ęż y st y  el em en t  pr ęt ow y ,  2  – sz t y w n e el em en t y  

pr ęt ow e,  3  ś r od ek  k r z y w i z n y  pr of i l u  b i eż n i   
F i g .  5 .   I d ea of  t h e su per -el em en t :  1  – el ast i c  t r u ss el em en t ,  2  – r i g i d  t r u ss el em en t ,  

3  – c en t er  of  r ac ew ay  pr of i l e c u r v at u r e  
 
S kłada się on z dwó ch par elementó w prętowych o sztywności 

znacznie większej niż sztywność pozostałych elementó w modelu-
jących łożysko oraz z elementu zastępczeg o ( podatneg o) .  E lemen-
ty o dużej sztywności ( można je nazwać nieodkształcalnymi  
w stosunku do elementó w modelu pierścieni łożyska)  połączono  
z jednej strony z węzłami siatki b ieżni,  a z drug iej strony ze sob ą 
w punkcie odpowiadającym środkowi krzywizny prof ilu b ieżni 
łożyska.  P omiędzy dwoma parami tak usytuowanych elementó w 
znajduje się element zastępczy,  dla któ reg o wyznacza się charak-
terystykę zastępczą.  W  celu lepszej czytelności rysunku pominięto 
na nim superelement drug iej pary b ieżni.  

 
3. W y n i k i  p r z e p r o w a d z o n y c h  o b l i c z e ń  
 

W ykorzystując opracowane modele przeprowadzono przykła-
dowe ob liczenia charakterystyki stref y styku oraz charakterystyki 
zastępczej dla przyjętych powyżej parametró w modelu,  tj.  dla siły 
ob ciążającej kulkę ró wnej dopuszczalnemu ob ciążeniu stref y 
styku przy twardości b ieżni 5 8  H R C :  P = 3 5 , 9  kN .  Z  ob liczeń dla 
modelu stref y styku otrzymano maksymalną wartość nacisku  
w centralnym punkcie styku wynosząca p0 = 4 1 7 3  M P a,  co jest 
dob rym przyb liżeniem wartości ob liczonej wg  wzoró w E schmanna 
[ 5 ] :  p0H = 4 2 6 5  M P a,  zważywszy,  że ob liczenia modelowe M E S  
zostały wykonane przy założeniu sprężysto-plastyczneg o stanu 
materiału.  

W yniki ob liczeń zamieszczono w tab eli 1 ,  a ich g raf iczną inter-
pretację na rysunku 6 .   

 
T ab .  1 .   W y n i k i  ob l i c z eń  c h ar ak t er y st y k i  z ast ępc z ej  k u l k i  
T ab .  1 .   C al c u l at i on  r esu l t s of  t h e b al l  eq u i v al en t  c h ar ac t er i st i c  
 

S i ł a P [ N ]  c h ar ak t er y st y k a st r ef y  st y k u  
ηI [ m m ]  

c h ar ak t er y st y k a z ast ępc z a 
ηz [ m m ]  

2 2 7 9  0 , 0 2 9 1 4 3  0 , 0 2 5 8 4 7  
4 3 7 9  0 , 0 4 2 7 9 3  0 , 0 3 6 4 5 9  
6 4 7 9  0 , 0 5 5 4 9 6  0 , 0 4 6 1 2 5  
8 5 8 0  0 , 0 6 7 1 0 4  0 , 0 5 4 7 1 5  
1 0 6 8 0  0 , 0 7 7 6 1 2  0 , 0 6 2 2 0 9  
1 2 7 8 0  0 , 0 8 7 5 9 7  0 , 0 6 9 1 3 9  
1 4 8 8 0  0 , 0 9 7 0 1 9  0 , 0 7 5 5 5 2  
1 6 9 8 0  0 , 1 0 6 2 7 8  0 , 0 8 1 7 9 7  
1 9 0 8 0  0 , 1 1 5 5 8 0  0 , 0 8 8 0 7 7  
2 1 1 8 0  0 , 1 2 4 5 8 6  0 , 0 9 4 0 5 4  
2 3 2 8 0  0 , 1 3 3 3 3 6  0 , 0 9 9 7 6 8  
2 5 3 8 0  0 , 1 4 1 9 6 1  0 , 1 0 5 3 4 5  
2 7 4 8 0  0 , 1 5 0 4 4 2  0 , 1 1 0 7 7 7  
2 9 5 8 0  0 , 1 5 8 9 3 5  0 , 1 1 6 1 8 2  
3 1 6 8 0  0 , 1 6 7 4 9 2  0 , 1 2 1 6 4 7  
3 3 7 8 0  0 , 1 7 5 8 1 9  0 , 1 2 6 9 1 4  
3 5 8 8 0  0 , 1 8 3 6 7 0  0 , 1 3 1 7 1 2  
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R y s .  6 .   W y k r e s y  c h a r a k t e r y s t y k i  s t r e f y  s t y k u  ( 1 )  i  c h a r a k t e r y s t y k i  z a s t ę p c z e j  ( 2 )   
F i g .  6 .   C o n t a c t  z o n e  ( 1 )  a n d  e q u i v a l e n t  ( 2 )  c h a r a c t e r i s t i c s   

O b l i c z oną c h arakt erys t ykę z as t ęp c z ą ap roks ym ow ano f unkc j ą 
p ot ęg ow ą i  ot rz ym ano nas t ęp uj ąc ą z al eż noś ć :  

 
 0.59754440002458,0 PPc w

z ==η              ( 4 )  
 
O t rz ym ano ni ec o i nny w yni k ni ż  w  p rac y [ 2 ] ,  w  kt ó rej  w ykł ad -

ni k p ot ęg ow y ró w nani a c h arakt erys t yki  z as t ęp c z ej  m i ał  w art oś ć  
w = 0 , 6 1 9 5 8 3 . R ó ż ni c a j es t  s p ow od ow ana p rz ed e w s z ys t ki m  
i nnym  rod z aj em  ł oż ys ka,  m oż e ró w ni eż  w yni kać  z  i nneg o p oz i o-
m u up ros z c z eń  m od el u. T ym  s am ym  oz nac z a t o,  ż e c h arakt ery-
s t yki  z as t ęp c z e p ow i nny b yć  okreś l ane od d z i el ni e d l a każ d eg o 
anal i z ow aneg o ł oż ys ka. N al eż y p am i ęt ać  o t ym ,  ż e m od el  z  p rac y 
[ 2 ]  ni e p oz w al ał  na ob l i c z ani e c h arakt erys t yk ł oż ys k o kąt ac h  
d z i ał ani a i nnyc h  ni ż  9 0 º . 

 
4. U w a g i  k o ń c o w e  
 

O p rac ow any m od el  ob l i c z eni ow y p oz w al a w yz nac z yć  c h arakt e-
rys t ykę s i ł a -p r z e m i e s z c z e n i e  s t ref y s t yku kul ki  z  b i eż ni ą ł oż ys ka 
w i eń c ow eg o p rz y uw z g l ęd ni eni u naj w aż ni ej s z yc h  p aram et ró w  
s t ref y s t yku:  rz ec z yw i s t eg o ki erunku d z i ał ani a s i ł y ob c i ąż aj ąc ej  
kul kę,  s p ręż ys t o-p l as t yc z neg o s t anu m at eri ał u s t ykaj ąc yc h  s i ę 
el em ent ó w ,  t arc i a na p ow i erz c h ni ac h  s t yku. O t rz ym ana c h arakt e-
rys t yka z as t ęp c z a z os t ał a ot rz ym ana p rz y uw z g l ęd ni eni u s up ere-
l em ent u o now ej  b ud ow i e. M od el  t en m oż e b yć  w ykorz ys t any 
t akż e d o anal i z y z m i an kąt a d z i ał ani a ł oż ys ka w yw oł anyc h  ob c i ą-
ż eni em . 

O t rz ym ana c h arakt erys t yka z as t ęp c z a p oz w al a na d okł ad ną s y-
m ul ac j ę d z i ał ani a kul ki  w  m od el u ob l i c z eni ow ym  ł oż ys ka. W p ł y-
ni e t o ni ew ąt p l i w i e na w z ros t  d okł ad noś c i  ob l i c z ani a noś noś c i  
ł oż ys k w i eń c ow yc h .  

O p rac ow ana m et od yka ob l i c z ani a c h arakt erys t yk z as t ęp c z yc h  
m oż e b yć  z  p ow od z eni em  w ykorz ys t ana w e w s z ys t ki c h  rod z aj ac h  
ł oż ys k w i eń c ow yc h  kul kow yc h :  j ed norz ęd ow yc h ,  d w urz ęd ow yc h  
i  p od w ó j nyc h . A nal i z a z ag ad ni eni a b ęd z i e kont ynuow ana w  c el u 
d okł ad neg o okreś l eni a w p ł yw u g eom et ri i  p rz ekroj u p i erś c i eni  
ł oż ys ka i  s p os ob u i c h  d ys kret yz ac j i  na p rz eb i eg  c h arakt erys t yki  
z as t ęp c z ej . 
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