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Streszczenie

W pracy przedstawiono procedury numeryczne dynamicznej analizy
wrazliwosci uktadow konstrukcyjnych. Oprocz zagadnienia rdézniczkowa-
nia bezposredniego, sformutowano sprzg¢zone zagadnienie koncowe,
bazujace na pierwotnym zagadnieniu poczatkowym. Cato$¢ zilustrowano
przyktadem numerycznym, ukladu belkowo-kratowego, obliczonym
metoda stochastycznych elementéw skonczonych.

Slowa kluczowe: metoda stochastycznych elementéw skonczonych,
dynamika, wrazliwo$¢, stochastyka.

Stochastic dynamic analysis of truss-beam
system sensitivity

Abstract

A numerical formulation for stochastic sensitivity in dynamic analysis of
structural systems is presented in the paper. The stochastic finite element
method, basing on the perturbation methodology, is an advanced computer
technique for solving engineering problems with randomness taken into
account. It allows one to analyze a wide class of static and dynamic
systems with geometrical and /or material random parameters. Besides the
well-known direct differentiation setting, an adjoint terminal-value system
is formulated in accordance with the prescribed fundamental initial-value
system. Once the original initial-value equations (15) and (16) are solved
for by a step-by-step forward integration scheme over time from 0 to 7 and
the adjoint terminal—value equations (23) and (24) are integrated backward
form ¢ to 0, the sensitivity gradients (25) are summed up. Analysis of
a symmetrical portal frame with two strut trusses is given. The dynamic
sensitivity of the displacements at two representative points B and C with
respect to the change of the cross-sectional areas of the truss and beam
members is discussed. Two complete sets of stochastic solutions are
obtained. One includes the expectations and cross-covariances for the
nodal displacements, while the other describes the first two probabilistic
moments of their sensitivity gradients.

Keywords: stochastic finite element method, dynamics, sensitivity,
stochastics.

1. Wprowadzenie

Teoria perturbacji pojawila si¢ w jednej z najstarszych dziedzin
matematyki stosowanej. Jest dzisiaj czescig nauki o ogromnym
znaczeniu teoretycznym i praktycznym. Doktadnie zaczela si¢ ona
w latach 1926/27 wraz z pracami Rayleigha i Schrodingera. Obec-
nie metody perturbacyjne majg ogromna bibliografi¢ liczona
w tysiacach pozycji, np. [1-4].

Metoda stochastycznych elementow skonczonych, bazujacych na
metodologii perturbacyjnej jest zawansowang technika komputero-
wa do rozwigzywania zadan uwzgledniajacych aspekty losowe.
Umozliwia ona analizowanie r6znych uktadow statycznych i dyna-
micznych z geometrycznymi i/lub materialowymi parametrami loso-
wymi. Umozliwia tez analiz¢ wrazliwosci statyczng i dynamiczna.
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W pracy przedstawiono procedury numeryczne dynamicznej
analizy wrazliwosci uktadow konstrukcyjnych. Oprocz zagad-
nienia rézniczkowania bezposredniego, sformutowano sprz¢zone
zagadnienie koncowe, bazujace na pierwotnym zagadnieniu
poczatkowym. W pracy poddano analizie symetryczng rame
portalowa z dwoma zastrzaltami kratowymi. Badano wptyw
zmiany przekroju pola poprzecznego na przemieszczenie dwdch
charakterystycznych weztdw. W rozwigzaniu otrzymano dwa
komplety rozwiazan. Pierwszy — wyniki stochastyczne (warto$¢
oczekiwang i kowariancj¢ przemieszczenia) oraz drugi — wyniki
stochastyczne polaczone z analiza wrazliwosci, tj. dodatkowo
jeszcze jak zmiana pola przekroju wplywa na zachowanie si¢
uktadu.

2. Metoda perturbacyjna drugich momentow

Analizg¢ zaczyna si¢ zwykle od prostego problemu, ktory tatwo
rozwiazaé, tzw. problemu bez perturbacji i wykorzystuje si¢ go
jako przyblizenie rozwiazania bardziej skomplikowanego proble-
mu, ktéry rézni si¢ od podstawowego tylko istnieniem pewnych
matych sktadnikow. Rozwigzania poszukuje si¢ w postaci kolej-
nych przyblizen rozwigzania podstawowego, przedstawionego
najczgscie] w postaci szeregu potggowego pewnego matego para-
metru.

Rozpatrzmy wektor x=x,(a), ;i=102,...,i, gdzie a=a,,
r=12,...,F, jest wektorem parametréw losowych, zdefiniowa-
nym przez pierwsze dwa centralne momenty probabilistyczne —
warto$ci oczekiwane a =a, i kowariancje Cov(a,,as). Rozwin-

my x, (ar) w szereg Taylora wokot @, do drugiego rzedu

.\ Ox 1 &%, _ _
(a)=x o —a )it 2% (4 —aYa—a), (
x‘ (a}‘ ) x! (aV ) + aar (ar ar ) + 2 aaraas (aV ay )(aS as ) ( )

Biorac pod uwage, ze okreslone w punktach a, zerowe, pierw-
sze 1 drugie pochodne sa wielkosciami deterministycznymi,
i stosujgc przeksztatcenia liniowe w wyznaczeniu pierwszych
dwo6ch momentéw zmiennych losowych x; otrzymamy,

£l ]= @)+ 2 £, ~a )+ L 2% E{la, - Ya, -a,)]

oa, 2 0a,0a,
i @
2
= 5(@)+§ i Covaa )
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Cov(x‘.,xj)z El(x,. 7)?,.)()51 7)?j)J

Ox.0x
= XL xj E[(ar _ar Xa:_a:)]+"' (3)
0a,0a,
Ox.0.
~ Cov(a,,a,)
Oa,0a

Opierajac si¢ na pojgciu perturbacyjnej analizy drugich momen-
tow centralnych, w ostatniej dekadzie XX wieku sformutowane
zostaly stochastyczne wersje kilku waznych metod komputero-
wych. Wymieni¢ mozna np. metod¢ stochastycznych elementow
skonczonych [5] imetode stochastycznych elementéw brzego-
wych.

3. Uktady réwnan dynamiki z parametrami
losowymi

Dany jest uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych o ; stop-
niach swobody
Ll.j(ay)[x»/.]: Oa;r) 1,j=12,...,;r=12,....,t, (4)

gdzie L, jest liniowym operatorem rézniczkowym

+C,(a, )i +K,(a,), )

d2
Li/' (ar ) = Mi/' (ar ) dT

wraz z warunkami poczatkowymi i brzegowymi.

Wektor sygnatow wejsciowych Q, i macierze M,,C,

ij>

i Cin Ky sa
funkcjami wektora parametrow losowych a =a, zdefiniowanych
przez wektor warto$ci oczekiwanych a =&, oraz macierz kowa-
riancji Cov(a, ,a, ). Funkcje Qi(ar;f),M,,.(a, ),C,,(a, ),Kl.j(a,) sa
dwukrotnie rozniczkowalne w punktach a,, przy czym dla
a, =a, macierze M, (Fz,, ), C; (Fz, ), K, (E,) sa symetryczne i do-
datnio okreslone. Sktadowe wektora x = x, sa wigc niejawnymi
funkcjami parametréw losowych a, i argumentu 7, x; = x, (a,;r).
Celem analizy jest okreslenie pierwszych dwoch momentow
zmiennych losowych x, = x, (a,;r), tzn. E[xi] i Cov(xi,x,.).

Dokonujac perturbacji funkcji a, do drugiego rzedu, z matym
parametrem g, otrzymamy wyrazenie zapisane w symbolicznej
formie jako

()= (=) +(+)" A, + %(*),m £*Aa,Aa, ©)

gdzie
eha, =éa, = la, —a,) (M

jest pierwsza wariacja zmiennej a, wokét a ,r e [l,f], zas
&'Aa,Aa, =da,éa, = *(a, —a,)a, —a,) (3)

jest druga (mieszana) wariacja a,,a, W otoczeniu a ,a,. Symbole

oznaczaja (*)’,(*)",(*)” odpowiednio wartosci zerowych, pierw-
szych i drugich (mieszanych) pochodnych czastkowych okreslo-
nych wzgledem a_, tj.

" 9
o) ®
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Zgodnie z koncepcja perturbacyjng postawiamy (6) do (4)

(MO0 + Co° + KOx0 )+ (M%) + CO%7 + Kx7 JeAa,

gy gy gy

o . 1
+ (M;?x}” +ClxP + K x7? )EEZAa"Aa‘

=0 +[oy - (M) + 3 + Ky x) g,

5 =0, K ,r)
X+ KX

s TR oS R RN
tlor —(Myxs +opsr KX )-(Mpxr +C
1
s 20 s 2 0 s 0 2
~(Mps+Cpit 4 Ky x,)]Eg Aa,Aa,

(10)

Uwzgledniajac dowolno$¢ wariacji du, i poréwnujac cziony
tego samego rzedu wzgledem &°, &' 6> po obu stronach (10),

otrzymamy hierarchiczne uktady réwnan rézniczkowych pertur-
bacyjnej metody drugich momentéw w postaci:
o ¢°- czlon — jeden uktad zerowego rzedu réwnan dla x) (E,;r)

MOE +Cox0 + KX =0° (11)

/] [/ i i

o g'-czlony — 7 ukladéw pierwszego rzedu réwnan dla x;' (a,;7)

0, 0., 0_.r _ s a0 =0 -0
M%) +Cli) + Kjx) =0 (M%) + €3] + Kjx)) (12)

e ¢2- czlon — jeden uklad drugiego rzedu réwnan dla x® (@, ;7)

MR + CJe? + Kjx® = 0 = (M) + %) + K 7))
- Z(M;/."J'c"/.: +Cx] + K xy ov(a, ,ax)
(13)
4. Sformutowanie zagadnienia stochastycznej
wrazliwosci

Niech bedzie dana funkcja celu

. a=1,.,N
c(h'.a,.1)= [Gla, (" a,.c)n*Ble-2)dz d=1...D (14)
0 p=1,...,]\7

gdzie goérna granica caltki ¢ jest dowolng chwilg czasowa, o(z-t)
delta Diraca, G - funkcja zdefiniowana jawnie wzgledem jej ar-
gumentow, h¢ - wektor zmiennych projektowych, p - wektor
zmiennych losowych, ¢, - wektor uogélnionych przemieszczef

weztowych, wystepujacych w réwnaniach ruchu w kontekscie
metody elementow skonczonych jako

Maﬁ(hd’ap)qﬁ(hd’aﬁ’f)+Caﬁ(hd’aﬂ)qﬁ(hd’ap’r)
+Kaﬁ(hd’ap)qﬂ(hd’ap’r): Qa(hd’ap’r)
(15)

z warunkami poczatkowymi, zadanymi dla chwili ©=0 jako
g, ,a,,0)=0, ¢,(r'.a,.0)=0 (16)
Nalezy znalez¢ pochodna G wzgledem 4¢

G'd(t)z G*° (t)+ G, (r)qf (z’)é‘(t—r)dr a7

Rézniczkujac (15) wzgledem 49 otrzymuje sie
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M G5 +Copdy +Kopay =0y =R (18)
R(}d = M(Z}éﬂ +Caﬂqﬁ +Ka/;q/;

a warunki poczatkowe dla dg, / dh’ w chwili t=0, wynikajace
z (16), zapisa¢ mozna jako

dq, _dq, dq, _dq, (19)

dh? an?’ dh'  dn’

Niejednorodny uktad (15) i (16) moze by¢ przeksztatcony w jed-
norodny stosujac rozwigzanie szczegolne g, = q° — ¢’ i zamiang
zmiennych r, =q, — ¢, , tzn

M

-C 0, -R, (20)

aplp = Coply + Koyl =

z jednorodnymi warunkami poczatkowymi

r(n'0)=0, #(n0)=0 @1

Drugim podejsciem jest zastosowanie metody uktadu sprzezonego
poprzez mnozniki Lagrange’a. Uktad sprzezony jest zdefiniowany
przez wektor 4, =4, (hd,a p,r)‘ Rownanie (18) jest przemnozone

przez 1, a otrzymany wynik zostaje scatkowany przez czesci od
0 do . Zatem

M a8 —(iM,, - 2,C ) ). ’J'(ZQM — 3y Cop + A K oy i de
0

= [n.lo7 - R e
0

(22)

Dowolny dotychczas wektor sprz¢zony A, moze by¢ teraz tak
dobrany, aby czlony zawierajace dg,,/dh’ i dq,/dh” z obu stron
(17) i (22) byly przyréwnane. Poniewaz M;,C.4, K, sa syme-
tryczne, otrzymujemy rozniczkowe zagadnienie konicowe

. : oG
M2, +Cophy + K y2, = o (23)

a

i warunki koncowe dla wektora sprzg¢zonego A4, (r) w chwili t=¢
jako

2. a,.0)=0, 4,(h'.a,,1)=0 24)

Gradient wrazliwosci (17) przyjmie teraz jawna postaé

c'(h',a,,1)=G j,l R (h?,a,,thir 25)

Rozwiazujac poczatkowy problem (11-13) dla réwnan zerowego-,
pierwszego- i drugiego-rzedu sprzezony z zagadnieniem konco-
wym, rozwigzanie na warto$¢ oczekiwana i kowariancj¢ gradientu
wrazliwos$ci przyjmie postacé

o6+ [ 6322 o) L0k

(26)
+ % [64#7 (c)+ 247 BY (z)+ A.C2 (2)s2° ]}dr
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64 (t, )]= S$E(.1)= (G (1) (1,)
G )J.[ﬂ,“ )+ A (7)Bee (r)]dr

)42 (e)+ 24 (0B (2 e 27)

Cov[G’d (t,)

Gz

I I{ﬂ*’(r)i (A (7)45 () + 2, ()2, (0)BY (2)B; (v)
+ 22 ()2 A (0B (0)+ 45(c)BL (0)Jdedv)S 2

gdzie S77 oznacza macierz kowariancji zmiennej losowej a,,

pozostate oznaczenia ponizej

4,(z)=0."(z)-Dil(z)
B (r)=0,""(r)-EX(2)- 2 (r)
Co(6) =07 (1) 727(6)- 12 ()
D;(r)= My iy (z)+ Coil g (2) + K ' (¢)
E(0)= My () + Coilaif (o) + Koyl (¢) (28)
Fd(Z)() Mod (2)( ) Cod <2)( ) KOd (2)()
H(0)=M"q(c)+ Coy"d5(0)+ K g5(7)
220 MU 1 ) K )
7 (6) = M)+ G a5(e) K 0)
Zagadnienie poczatkowe (15) i (16) jest rozwiazywane krok—po—
kroku do przodu od 0 do ¢, natomiast sprzg¢zony uktad (23) i (24)

jest scatkowany w kierunku wstecznym od ¢ do 0 i gradient wraz-
liwosci (25) jest zsumowany.

5. Przykiad numeryczny
Szukajac wrazliwosci funkcji celu w wezle B lub C wzglgdem

zmiany pola przekroju, zakladamy, ze odpowiedz funkcjonatu jest
w postaci funkcji celu

-1<0

- o, @)
G(r)= W'

gdzie q, (2') jest pionowym przemieszczeniem w wezle B, nato-
miast qf (r) jest ograniczeniem przemieszczenia i Wwynosi
q2(r)=0012.

it
26 S0 oL 75
a° A 2
[ JF

v F2

1
I
=
L
[100
ol

11 12

Rys. 1. Rama portalowa z dwoma pretami kratowymi
Fig. 1.  Portal frame with two truss members

Pole przekroju w elementach przyjmuje wartosci losowe:
a,,r=1,...,102. Warto§¢ oczekiwana, funkcja korelacji oraz

wspolczynnik wariancji wynosza
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E(a,)=a, =10,0

R(a,.a,)= exp(— X, — X, //1)
A=05

x, =0,0,...,x,, =10

a =0,05

Przedziat czasowy podzielono na 2000 krokéw z przyrostem
Ar=0,005 s dla kazdego kroku. Warto$¢ sity F;=50kN i F,=100kN
odpowiednio dla t;=5s i t,=10s. Zastosowano schemat catkowania
krok—po—kroku metoda superpozycji modalnej. Liczbe postaci
modalnych przyjeto 10, modalny wspoétczynnik thumienia wynosi
0,02. Tolerancja w trakcie iteracji wynosita 0,00001.

Ela,] [1/emz]

Rys. 2. Warto$¢ oczekiwana przemieszczenia weztow B i C
Fig.2. Displacement expectation at nodes B and C

Var{gg) [1/cm9]
Cov(gg.e) [erm]
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0.001

Var(qg) [1/cmd]

-0.001

Rys. 3. Kowariancja przemieszczenia weztow B i C
Fig.3. Displacement covariance for nodes B and C
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Rys. 4. Warto$¢ oczekiwana wrazliwosé funkcji celu
Fig. 4. Sensitivity expectation of the object function
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Rys. 5. Kowariancja wrazliwosci funkcji celu
Fig. 5.  Sensitivity covariance of the objective function

Na rys. 2 i rys. 3 w funkcji czasu pokazano warto$¢ oczekiwa-
na, i kowariancj¢ przemieszczenia punktow: B — Srodkowego
i C - naroznego ramy. Natomiast na rys. 4 i rys. 5 przedstawiono
warto$¢ oczekiwang i kowariancje wrazliwosci funkcji celu przy
zmianie pola przekroju w precie nr 26 i nr 50.

6. Whnioski

W poréwnaniu z technikami statystycznymi, np. symulacja
Monte Carlo, mankamentami metody perturbacyjnej drugich
momentoéw sa:

e zmienne x, na wejsciu musza spetnia¢ warunki matej fluktuacji

i ciaglosci w punktach a,,
¢ na wyjsciu sa tylko pierwsze dwa momenty probabilistyczne,

o doktadnosé Cov(x,.,x ;) jest pierwszego stopnia (E[x,.] drugiego
stopnia).

O zaletach decyduje natomiast to, ze:

e nie jest konieczne zatozenie normalnego rozktadu parametréw

losowych a,,

e na wejsciu potrzebne sa tylko pierwsze dwa momenty, a nie
caly rozktad,

o koszt obliczen jest o rzad wielko$ci nizszy przy tej samej do-
ktadnosci.
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