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S t r e s z c z e n i e  
 

Prz e d s t a w i ono oc e nę  j a k oś c i  u t w i e rd z e ni a  b e lk i  w s p orni k ow e j  m e t od ą  
i nt e rf e rom e t ri i  h olog ra f i c z ne j . Prz e d m i ot e m  b a d a ń  b y ł a  b e lk a  o p rz e k roj u  
k w a d ra t ow y m . O c e ny  j a k oś c i  u t w i e rd z e ni a  b e lk i  d ok ona no na  p od s t a w i e  
k ą t a  u g i ę c i a  w  m i e j s c u  m oc ow a ni a  ora z  b e z w y m i a row e g o w s p ó ł c z y nni k a  
w p row a d z one g o p rz e z  a u t ora . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  i nt e rf e rom e t ri a  h olog ra f i c z na , s z t y w noś ć . 
 
Meas u remen t  o f  b eam res t rai n t  ri g i di t y  w i t h  
u s e o f  h o lo g rap h i c  i n t erf ero met ry  

 
A b s t r a c t  

 
T h e  e s t i m a t i on of  t h e  s e m i b e a m  re s t ra i nt  q u a li t y  w i t h  u s e  of  h olog ra p h i c  
i nt e rf e rom e t ry  i s  p re s e nt e d . An ob j e c t  of  i nve s t i g a t i ons  w a s  a  b e a m   
of  s q u a re  s e c t i on. T h e  e s t i m a t i on of  t h e  b e a m  re s t ra i nt  q u a li t y  w a s   
p e rf orm e d  on t h e  b a s i s  of  a  d e f le c t i on a ng le  a t  t h e  re s t ra i nt  p oi nt  a nd  t h e   
d i m e ns i onle s s  c oe f f i c i e nt  i nt rod u c e d  b y  t h e  a u t h or. 
 
K e y w o r d s :  h olog ra p h i c  i nt e rf e rom e t ry , ri g i d i t y . 
 
1 .  Ws t ę p  
 
B elk i są c zę st o sp ot yk an ym  elem en t em  w ielu  k on st ru k c j i m e-

c h an ic zn yc h ,  t ak ic h  j ak  k orp u sy,  w sp orn ik i,  k ad łu b y it p .  P od st a-
w ow ym  zag ad n ien iem  p oj aw iaj ąc ym  się  w  f azie k on st ru ow an ia 
d ow oln ej  b elk i j est  w yzn ac zen ie j ej  lin ii u g ię c ia p rzy zad an ym  
ob c iążen iu .  P od st aw ą d o rozw iązan ia p ow yższeg o p rob lem u  j est  
ró w n an ie ró żn ic zk ow e w iążąc e u g ię c ie b elk i z zad an ym  ob c iąże-
n iem  [ 1 ] .  R ozw iązu j ąc  t ak ie ró w n an ie zak ład am y zn aj om oś ć  
w aru n k ó w  b rzeg ow yc h ,  zw iązan yc h  n aj c zę ś c iej  z c h arak t erem  
zam oc ow an ia k oń c ó w  b elk i ( k on iec  u t w ierd zon y lu b  sw ob od n ie 
p od p art y) .  P rzed m iot em  rozw ażań  p rzed st aw ion yc h  w  t ym  art yk u -
le j est  b elk a w sp orn ik ow a ob c iążon a n a k oń c u  siłą sk u p ion ą.   
W  rozw iązan iac h  t eoret yc zn yc h  z w yt rzym ałoś c i m at eriałó w  
w p row ad za się  m od el u t w ierd zen ia id ealn eg o,  w  k t ó rym  p rze-
m ieszc zen ie p op rzec zn e i k ąt  u g ię c ia są ró w n e zeru .  J ak  w iad om o,  
w  rzec zyw ist yc h  k on st ru k c j ac h  m ec h an ic zn yc h  p ow yższy m od el 
n ie w yst ę p u j e.  P ow od em  j est  ist n iej ąc a zaw sze p ew n a p od at n oś ć  
u t w ierd zen ia,  w  w yn ik u  c zeg o p rzem ieszc zen ia i k ąt y ob rot u  
zam oc ow an eg o k oń c a są ró żn e od  zera.  W yn ik a z t eg o,  że ist n iej e 
k on iec zn oś ć  p rzep row ad zen ia oc en y j ak oś c i zam oc ow an ia k oń c a 
b elk i,  p rzyj ę t eg o j ak o id ealn ie u t w ierd zon eg o.  T ak a oc en a j est  
p rzed m iot em  rozw ażań  p rzed st aw ion yc h  w  t ym  art yk u le.  O c en y 
t ej  d ok on an o n a p od st aw ie h olog raf ic zn eg o p om iaru  p rzem iesz-
c zeń  rzec zyw ist yc h  b elk i w sp orn ik ow ej ,  ob c iążon ej  siłą sk u p ion ą 
n a sw ob od n ym  k oń c u .  Z ap rop on ow an o w p row ad zen ie p ew n eg o 
b ezw ym iarow eg o w sp ó łc zyn n ik a,  k t ó ry u m ożliw ia oc en ę  j ak oś c i 
u t w ierd zen ia k oń c a b elk i.  
 

2 .  Op i s  s t an o w i s k a b adaw c z eg o  
 
W  p om iarac h  zast osow an o st an ow isk o b ad aw c ze,  k t ó reg o sc h e-

m at  p rzed st aw ion o n a rys.  1 .   
 
 

  
R y s .  1 .   S c h e m a t  s t a n ow is k a  b a d a w c z e g o:  1  - l a s e r,  2  - b a d a n y  ob ie k t  ( b e l k a  

w s p orn ik ow a ) ,  3  - p ł y t k a  d z ie l ą c a  ś w ia t ł o,  4 ,  5 - z w ie rc ia d ł a ,   
6  - p ł y t a  h ol og ra f ic z n a ,  7 ,  8 - s oc z e w k i 

F ig .  1 .   T e s t  s t a n d :  1  - l a s e r,  2  - in v e s t ig a t e d  ob j e c t  ( s e m ib e a m ) ,  3  - p l a t e  of  l ig h t  
d iv is ion ,  4 ,  5 - m irrors ,  6  - h ol og ra p h ic  p l a t e ,  7 ,  8 - l e n s  

  
Z asad n ic zym  elem en t em  st an ow isk a b ad aw c zeg o j est  laser I L A  

1 2 0  f irm y C arl Z eiss-J en a,  k t ó ry j est  laserem  j on ow ym ,  arg on o-
w ym ,  em it u j ąc ym  ś w iat ło zielon e o d łu g oś c i f ali λ  =  5 1 4 , 5  n m .  
U k ład  op t yc zn y sk ład a się  ze zw ierc iad eł 3 ,  4 ,  5 ,  soc zew ek  7  i 8  
oraz z p łyt y h olog raf ic zn ej  6 .  Z ad an iem  t eg o u k ład u  j est  w yt w o-
rzen ie w iązek  ś w iat ła laserow eg o i ic h  rej est rac j a.  O b iek t em  
b ad ań  j est  b elk a w sp orn ik ow a o p rzek roj u  k w ad rat ow ym ,  ob c ią-
żon a n a k oń c u  siłą sk u p ion ą P .  B elk ę  u m ieszc zon o w  szc zę k ac h  
im ad ła,  p rzym oc ow an eg o ś ru b am i d o st ołu  h olog raf ic zn eg o.  
 
3 .  P o mi ar p rz emi es z c z eń  p o p rz ec z n y c h  b elk i  
 
P rzem ieszc zen ia p op rzec zn e b elk i ( u g ię c ia)  m ierzon o w yk orzy-

st u j ąc  h olog raf ic zn ą m et od ę  d w u k rot n ej  ek sp ozyc j i [ 2 ] .   
M et od a t a p oleg a n a w yk on an iu  d w ó c h  n aś w iet leń  t ej  sam ej  

p łyt y h olog raf ic zn ej  w  d w ó c h  st an ac h  b ad an eg o ob iek t u .  N a 
h olog ram ie zarej est row an e są w t ed y d w ie f ale p rzed m iot ow e,  
k t ó re rozc h od ziły się  od  p ow ierzc h n i ob iek t u  w  c zasie t rw an ia 
k olej n yc h  n aś w iet leń .  O ś w iet len ie t ak  w yk on an eg o h olog ram u  
w iązk ą od n iesien ia p ow od u j e rozc h od zen ie się  za h olog ram em  
d w u  zarej est row an yc h  f al.  F ale t e in t erf eru j ąc  ze sob ą w yt w arzaj ą 
u k ład  p rążk ó w  zaw ieraj ąc yc h  in f orm ac j ę  o w zaj em n ej  ró żn ic y 
m ię d zy zarej est row an ym i st an am i.  W  rozw ażan ym  w yp ad k u  
p ierw sze n aś w iet len ie n ast ę p ow ało p rzy b rak u  ob c iążen ia,  n at o-
m iast  d ru g ie p o ob c iążen iu  b elk i zad an ą siłą.  P rzem ieszc zen ia 
p oszc zeg ó ln yc h  p u n k t ó w  b elk i w yzn ac zon o z n ast ę p u j ąc eg o 
w zoru  [ 2 ]  

nW
2
λ

=                                           ( 1 )  
                        

g d zie:  
n  -  n u m er k olej n eg o p rążk a,  p rzy c zym  p rążk ow i p rzyp isu j e 

się  n u m er o w art oś c i ró w n ej  zeru ,  g d y w yst ę p u j e n a 
t le p u n k t ó w ,  o k t ó ryc h  w iad om o,  że n ie u leg ły  
p rzem ieszc zen iu ,  

λ   -  d łu g oś ć  f ali ś w iat ła sp ó j n eg o em it ow an eg o p rzez  
laser,  w yn osząc a 5 1 4 , 5  n m .  
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W przypadku utwierdzenia idealnego, prążek zerowy powinien 
leżeć  na b elc e w m iej s c u utwierdzenia, a kolej ny prążek powinien 
m ieć  rząd ró wny j ednoś c i. W rzec zywis tej  b elc e utwierdzenie 
doznaj e przem ies zc zenia i ob rotu, w związku z tym  rząd prążka 
wys tę puj ąc ego na utwierdzeniu j es t ró żny od zerowego. W dals zej  
analizie zał ożono, że pierws zy widoc zny prążek, leżąc y na b elc e 
w pob liżu s zc zę k im adł a m a rząd pierws zy. 
Z  zależnoś c i ( 1 )  wynika, że przy danym  ob c iążeniu prążki inter-

f erenc yj ne powinny m ieć  ks ztał t poziom yc h  linii ró wnoległ yc h  do 
s ieb ie. 
P rążki interf erenc yj ne przenies ione z odpowiedniej  f otograf ii 

przeds tawiono na rys . 2 . 
 

  
R y s .  2 .   O b r a z  p r ą ż k ó w  in t e r f e r e n c y j n y c h  
F ig .  2 .   I m a g e  of  in t e r f e r om e t r y  s t r ia e  
 
N a pods tawie zależnoś c i ( 1 )  wyznac zono ugię c ie y b elki  

w f unkc j i poł ożenia danego przekroj u opis anego ws pó ł rzę dną x. 
L inię  ugię c ia wyznac zoną na pods tawie ró wnania ( 1 )  przeds ta-
wiono na rys . 3  ( krzywa 2 ) . 
 
 

  
R y s .  3.   W y k r e s  u g ię c ia  b a d a n e j  b e l k i:  1  – k r z y w a  t e or e t y c z n a ,  2  – k r z y w a   

d oś w ia d c z a l n a ,  3 – k r z y w a  u g ię c ia  b e l k i p r z y  u w z g l ę d n ie n iu   
n ie z e r ow y c h  w a r u n k ó w  b r z e g ow y c h  

F ig .  3.   T e s t e d  b e a m  d e f l e c t ion ;  c u r v e s :  1 - t h e or e t ic a l ,  2 - e x p e r im e n t a l ,   
3 - w h e n  t a k in g  in t o a c c ou n t  n on -z e r o b ou n d a r y  c on d it ion s  

 
W c elu poró wnania, na tym  rys unku przeds tawiono linię  ugię -

c ia b elki utwierdzonej  w s pos ó b  idealny ( zerowe przem ies zc zenie 
i zerowy kąt ugię c ia) . P rzypom nij m y, że linia ta j es t opis ana 
zależnoś c ią [ 1 ] . 
 




 −= l
xxEJ

Ply 3
6

2
3                                ( 2 )   

                             
w  któ rej :   

E - m oduł  Y ounga m ateriał u b elki,  
J - m oduł  b ezwł adnoś c i przekroj u poprzec znego b elki,  
 l - dł ugoś ć  b elki. 

 
K rzywą opis aną wzorem  ( 2 )  oznac zono c yf rą 1 . 
Z  wykres ó w przeds tawionyc h  na rys . 3  widać , że wys tę puj ą du-

że ró żnic e w rozwiązaniu teoretyc znym  i rzec zywis tym . Z m ierzo-
ne ugię c ia s ą o 4 0 -5 0 %  wię ks ze od ugię ć  teoretyc znyc h . A b y 
uzys kać  prawidł owe rozwiązanie ró wnania ró żnic zkowego os i 
ugię tej  ( 1 )  

 Mdx
ydEJ −=2

2                                    ( 3 )                                        
 

( gdzie M - oznac za m om ent gnąc y)  należy wyznac zyć  przem ies z-
c zenie i kąt ugię c ia b elki w przekroj u utwierdzonym . W tym  c elu 
dokonano aproks ym ac j i krzywej  ugię c ia otrzym anej  doś wiadc zal-
nie. F unkc j ę  otrzym aną z pom iaró w aproks ym owano wielom ia-
nem  c zwartego s topnia  

                                                 
( ) 01

2
2

3
3

4
4 axaxaxaxaxy ++++=                      ( 4 )              

 
A proks ym ac j ę  przeprowadzono num eryc znie wykorzys tuj ąc  

odpowiedni program  do m ikrokom putera. P o wprowadzeniu 
wynikó w pom iaró w do pam ię c i m ikrokom putera otrzym ano na-
s tę puj ąc e wartoś c i ws pó ł c zynnikó w wielom ianu ( 4 )  
 

cma 6
0 1055,18 −

⋅= , 6
1 107735,5 −

⋅=a ,  
 

16
2 105254,1 −−

⋅= cma , 28
3 102966,61 −−

⋅= cma ,  
 

310
4 101756,5 −−

⋅−= cma                               ( 5 )                                  
 
Z naj om oś ć  analityc znej  pos tac i f unkc j i ugię c ia um ożliwił a wy-

znac zenie ugię c ia y( 0 )  i kąta ugię c ia y' ( 0 )  w przekroj u utwierdzo-
nym  b elki. 

( ) 00 ay = , ( ) 10' ay =                                 ( 6 )  
                                                                                                                                                  
R ozwiązanie ró wnania ró żnic zkowego ( 3 )  przy tak s f orm uł o-

wanyc h  warunkac h  b rzegowyc h  wyraża s ię  w pos tac i 
 

DCxl
x

EJ
Plxy ++


 −= 3

6

2                          ( 7 )  

 
S tał e c ał kowania C  i D  s ą ró wne:  
 
 ( )0'yC = , ( )0yD =                                ( 8 )  
 
W przypadku utwierdzenia idealnego otrzym uj e s ię :  
 ( ) 00 =y  i ( ) 00' =y , c zyli 0=C , D = 0                 ( 9 )                             
 
P o uwzglę dnieniu zależnoś c i ( 6 )  os tatec znie otrzym uj e s ię  

f unkc j ę :  

01

2
3

6
axal

x
EJ

Plxy ++


 −=                       ( 1 0 )                   

  
Wykres  tej  f unkc j i przeds tawiono na rys . 3  i oznac zono c yf rą 3 . 

Z  wykres u wynika, że f unkc j a ta s tos unkowo dob rze przyb liża 
krzywą 2  otrzym aną z pom iaró w. 
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4. O c e n a  j a k o ś c i  u t w i e r d z e n i a  b e l k i  
 
W  c el u oc eny j ak oś c i ut w ierdzenia b el k i aut or p rop onuj e 

w p row adzenie p ew neg o b ezw ymiarow eg o w s p ó łc zynnik a zdef i-
niow aneg o j ak o il oraz: 

2

1

S
S

=α             ( 1 1 )  
 

g dzie:   
S1 -  p ol e p od w yk res em ug ię c ia b el k i ut w ierdzonej   

w  s p os ó b  ideal ny, 
S2 - p ol e p od w yk res em ug ię c ia b el k i rzec zyw is t ej .  

 
W s p ó łc zynnik  op is any w zorem ( 1 1 )  j es t  anal og ic zny do w s p ó ł-

c zynnik a α x  w p row adzoneg o p rzez aut ora do p łyt  [ 2 ] .  P ol a S1 i S2  można w yrazić  zal eżnoś c iami: 
 

=1S ∫l
0

dx
l
x

EJ
Plx 


 −3

6

2  

 ( 1 2 )  
( )dxaxaxaxaxaS

l∫ ++++=
0

01
2

2
3

3
4

42  

                                                    
P o w yk onaniu c ałk ow ania ot rzymuj e s ię : 
 

EJ
PlS
8

4

1 =  
( 1 3 )  
lalalalalaS ⋅


 ++++= 01

2
2

3
3

4
42 2

1
3
1

4
1

5
1  

 
W  ob l ic zeniac h  p rzyj ę t o nas t ę p uj ą c e dane: 
 

NP 81,9= ,  ml 203,0= ,  
 

MPaE 51006,2 ⋅= ,  48102552,3 mJ −

⋅=  
 

P o p ods t aw ieniu t yc h  danyc h  ot rzymano:  
 

27
1 101052,3 mS −

⋅= ,  27
2 109114,4 mS −

⋅=
,  58,1=α  

 
W  p rzyp adk u, g dyb y b rzeg  b ył ideal nie ut w ierdzony, w s p ó ł-

c zynnik  α  p rzyj ą łb y w art oś ć  ró w ną  1 .  P odat noś ć  ut w ierdzenia 
p ow oduj e, że:  

12 SS >   i  1>α  
 
Z  t eg o w ynik a, że w art oś ć  t eg o w s p ó łc zynnik a może b yć  mier-

nik iem oc eny j ak oś c i ut w ierdzenia.  U t w ierdzenie j es t  t ym b ardziej  
p odat ne im b ardziej  w s p ó łc zynnik  α  j es t  w ię k s zy od 1 .  
W  t ym p rzyp adk u w s p ó łc zynnik  α  =  1 ,5 8  j es t  doś ć  dal ek i od  

α  =  1 , a w ię c  ut w ierdzenie j es t  dal ek ie od ideal neg o.  
W yznac zony w s p ó łc zynnik  α  dot yc zy naj c zę ś c iej  s p ot yk aneg o 

ob c ią żenia b el k i w s p ornik ow ej  s iłą  s k up ioną  na j ej  s w ob odnym 
k oń c u.  P rzy innyc h  ob c ią żeniac h , np .  ob c ią żeniem c ią g łym l ub  
moment em s k up ionym, w s p ó łc zynnik  α  b ę dzie miał inną  p os t ać , 
do k t ó rej  można doj ś ć  w  w ynik u anal og ic znyc h  rozw ażań .   
N a p ods t aw ie p omiaru h ol og raf ic zneg o można dok onać  oc eny 

j ak oś c i ut w ierdzenia b el k i w s p ornik ow ej .   
W  w ynik u znaj omoś c i k rzyw ej  ek s p eryment al nej  w yznac zono 

ug ię c ie b el k i w  ut w ierdzeniu.  W iel k oś c i t e j ak o rzec zyw is t e w a-
runk i b rzeg ow e umożl iw iaj ą  w yznac zenie p op raw nej  p os t ac i l inii 
ug ię c ia b el k i.  O c enę  j ak oś c i ut w ierdzenia b el k i można p rzep ro-
w adzić  na p ods t aw ie w art oś c i k ą t a ug ię c ia w  miej s c u moc ow ania, 
a t ak że p rzy w yk orzys t aniu b ezw ymiarow eg o w s p ó łc zynnik a 
zdef iniow aneg o p rzez aut ora.  P os t ę p uj ą c  w  p odany s p os ó b  można 
oc enić  s zt yw noś ć  w iel u innyc h  el ement ó w  k ons t ruk c yj nyc h .  
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I N F O R M A C J E  
 

V I I I  S y m p o z j u m  n t .  N i e p e w n o ś c i  P o m i a r u  
 Ś w i n o u j ś c i e ,  1 6  – 2 0  l u t e g o  2 0 0 9  r . P o d  p a t r o n a t e m  P r e z e s a  G ł ó w n e g o  U r z ę d u  M i a r   

 
V I I I  S ymp ozj um nt .  N iep ew noś c i P omiaru, org anizow ane  

w  c yk l u roc znym p rzez Z ak ład M et rol og ii I ns t yt ut u A ut omat yk i 
P rzemys łow ej  ( W ydział E l ek t ryc zny Z ac h odniop omors k ieg o 
U niw ers yt et u T ec h nol og ic zneg o w  S zc zec inie) , zg romadziło 3 2  
uc zes t nik ó w .  S ymp ozj um, zg odnie z p ods t aw ow ym założeniem, 
b yło f orum s zerok iej  w ymiany w iedzy i doś w iadc zeń  mię dzy 
„ t eoret yk ami”  i „ p rak t yk ami” .  U c zes t nic zyl i w  nim p rac ow nic y 
G łó w neg o U rzę du M iar z w ic ep rezes em G U M , mg r W łodzimierzem 
P op iołk iem oraz p rac ow nic y O k rę g ow yc h  U rzę dó w  M iar, C en-
t ral neg o W oj s k ow eg o O ś rodk a M et rol og ii, ins t yt ut ó w  nauk ow o-
b adaw c zyc h , l ab orat orió w  ak redyt ow anyc h  i uc zel ni w yżs zyc h .  
C zas u t rw ania ref erat ó w  i dys k us j i nie og ranic zano, c o j es t  drug im 
założeniem S ymp ozj um.  Ż yw e dys k us j e ś w iadc zyły o zaint eres o-

w aniu s iedmioma ref erat ami „ p rak t yk ó w ”  ( zag adnienia s p ó j noś c i 
p omiarow ej  i p oró w nań  mię dzyl ab orat oryj nyc h , zag adnienia 
niep ew noś c i w  b ezs t yk ow yc h  p omiarac h  t emp erat ury, w  p omia-
rac h  p ot enc j omet ryc znyc h  oraz w  p omiarac h  medyc znyc h )  i p ię -
c ioma – „ t eoret yk ó w ”  ( zb iory rozmyt e w  anal izie dok ładnoś c i 
p omiaru, al g eb raic zna t eoria p omiaró w , reg res j a z niep ew noś c ia-
mi ob u zmiennyc h , p rzedział niep ew noś c i p rzy s il nej  niel iniow o-
ś c i ró w nania p omiaru oraz ident yf ik ac j a p aramet ryc zna met odą  
M ont e C arl o) .  O db yła s ię  t ak że dys k us j a ok rą g łeg o s t ołu nt .  ogól -
n y c h  p r ob l e m ów  a n a l i z y  d ok ł a d n oś c i  p om i a r ów .   
 
 

O rg anizat orzy: S t ef an K ub is a, S t anis ław  M os k ow ic z


