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S t r e s z c z e n i e  
 

S tresz c z enie W  prac y  prz ed staw iono m etod ę  lineary z ac j i m od elu m atem a-
ty c z neg o uk ł ad u h y d raulic z neg o poł ą c z oneg o z  ram ieniem  m anipulatora. 
U k ł ad  z am od elow ano w  d w ó c h  postac iac h :  w  postac i ró w nań  ró ż nic z k o-
w y c h , oraz  m od elu q uasi-liniow eg o. U z y sk any  m od el uprosz c z ony  pod d a-
no w ery f ik ac j i z  m od elem  d ok ł ad ny m . M od el tak i m oż e b y ć  w y k orz y stany  
w  proc esac h  id enty f ik ac j i m etod ą  naj m niej sz y c h  k w ad rató w , k tó ra j est 
j ed ną  z  naj b ard z iej  ef ek ty w ny c h  m etod  id enty f ik ac j i. D rug im  ob sz arem  
z astosow ań  m oż e b y ć  proj ek tow anie uk ł ad ó w  reg ulac j i. 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  lineary z ac j a, uk ł ad  h y d raulic z ny . 
 
Li n ear i zat i o n  o f  t h e m at h em at i c al  m o d el   
o f  a h y d r au l i c  ac t u at o r  c o n n ec t ed   
t o  a m an i p u l at o r  ar m  

 
A b s t r a c t  

 
Th e paper presents th e m eth od  of  lineariz ation of  a h y d raulic  ac tuator 
sy stem  c onnec ted  to a m anipulator arm . F ig . 1  sh ow s a d rive sy stem  
supplied  w ith  c onstant pressure 

op . Th e f low  c ontroller ( 2)  ac ts as  
a th rottling  valve, w h ile th e h y d raulic  ac tuator ( 1 )  is a rec eiver. Th e c onstant 
pressure 

op  is provid ed  b y  th e pum p ( 3 ) . Th e arm -ac tuator sy stem  
presented  in F ig . 2 is a one-d im ensional m od el. I n th e analy sis, th e elem ents 
c onnec ting  th e ac tuator to th e arm  are not tak en into c onsid eration. Th is 
w ay  it is easier to d eterm ine th e sy stem  d y nam ic  properties. Th e m eth od  
used  in th is stud y  req uires ex pand ing  th e linear f unc tion in a Tay lor series 
around  th e operating  point and  c onsid ering  linear term s only . Af ter  
lineariz ation of  th e m ath em atic al m od el of  a m anipulator c onnec ted  to 
a h y d raulic  ac tuator, th ere w as ob tained  a sim plif ied  m od el ( 7 )  representing  
w ell  th e real sy stem  m od el b eh aviour ( 1 ) . Th e sim plif ied  m od el w as 
c om pared  w ith  th e ac c urate one. I n th e c ase of  th e sec ond -ord er, q uasi-
linear m od el and  th e m ath em atic al m od el of  th e h y d raulic  ac tuator sy stem , 
b oth  sig nals f ully  c oinc id e ( F ig . 6 ) . Th at is w h y  th e sim plif ic ation to suc h  
a f orm  is j ustif ied . Th e h y d raulic  ac tuator sy stem  w as d esig ned  in tw o 
f orm s:  as d if f erential eq uations( 1 )  ( ac c urate m od el) , and  as a q uasi-linear 
m od el ( 1 0)  ( sim plif ied  one) . Th e sim plif ied  m od el c an b e used  f or  
id entif ic ation purposes using  th e least sq uares m eth od , w h ic h  is one of  th e 
m ost ef f ec tive id entif ic ation m eth od . Anoth er area of  applic ation c an b e 
d esig n of  c ontrol sy stem s. 
 
K e y w o r d s :  lineariz ation, h y d raulic  ac tuator sy stem . 
 
1 .  W st ę p  
 
P r z ed miot em p oniż s z ej  p r ac y  j es t  l inear y z ac j a mod el u  mat ema-

t y c z neg o s ił ow nik a h y d r au l ic z neg o p oł ą c z oneg o z  r amieniem 
manip u l at or a.  L inear y z ac j a u k ł ad u  niel iniow eg o,  p ol eg a na ap r ok -
s y mac j i f u nk c j i niel iniow y c h  op is u j ą c y c h  ob iek t  f u nk c j ami l inio-
w y mi w  p ew ny m z ak r es ie z miennoś c i ic h  ar g u ment ó w .  P r z ed s t a-
w ione w  p r ac y  r ez u l t at y  s t anow ią  u og ó l nienie r ez u l t at ó w  ot r z y -
many c h  w  [ 1 ] ,  g d z ie r oz w aż ono p r os t y  mod el  u k ł ad u  h y d r au l ic z -
neg o ( s ił ow nik  s t er u j ą c y  p r z es u w em el ement u  o z ad anej  mas ie 

Dr h a b . inż. Da riu sz J A N E C K I  
 
S t u di a  w y ż s z e  n a  W y dz i a l e  E l e k t r o n i k i  P o l i t e c h n i k i  
W a r s z a w s k i e j  u k o ń c z y ł  w  1 9 8 1 ,  a  w  1 9 9 6  o b r o n i ł  t a m  
p r a c ę  do k t o r s k ą .  W  1 9 9 6  o b r o n i ł  p r a c ę  h a b i l i t a c y j n ą   
w  I n s t y t u c i e  P o ds t a w o w y c h  P r o b l e m ó w  T e c h n i k i  
P A N .  Z a i n t e r e s o w a n i a  n a u k o w e  o b e j m u j ą  t e o r i ę  
s t e r o w a n i a  z e  s z c z e g ó l n y m  u w z g l ę dn i e n i e m  m e t o d 
i de n t y f i k a c j i  i  s t e r o w a n i a  a da p t a c y j n e g o ,  m a t e m a -
t y c z n e  p o ds t a w y  m e t r o l o g i i  p o w i e r z c h n i  o r a z  
p r o b l e m y  z w i ą z a n e  z  m o de r n i z a c j ą  p r z y r z ą dó w  
p o m i a r o w y c h .  
 
e-m a i l :  d j a n ec k i @ t u . k i el c e. p l   

 
 
i ob c ią ż oneg o s ił ą  z ew nę t r z ną ) .  O p er ac j ę  l inear y z ac j i r ó w nań  
s t anu  moż na p r ow ad z ić  z ar ó w no w ok ó ł  u s t al oneg o p u nk t u  p r ac y ,  
j ak  i d ow ol nej  t r aj ek t or ii od nies ienia.  Z as t os ow ano met od ę  p ol e-
g aj ą c ą  na r oz w inię c iu  f u nk c j i niel iniow y c h  w y s t ę p u j ą c y c h   
w  r ó w naniac h  u k ł ad u  w  s z er eg  T ay l or a w  ot oc z eniu  p u nk t u  p r ac y ,  
a nas t ę p nie u w z g l ę d nieniu  j ed y nie w y r az ó w  l iniow y c h .  W  w y nik u  
l inear y z ac j i ot r z y mano mod el  q u as i-l iniow y ,  k t ó r eg o w ł as noś c i 
od p ow iad aj ą  w ł as noś c i mod el u  niel iniow eg o w  s z er ok im z ak r es ie 
z mian s y g nał ó w  p r z emies z c z enia s u w ak a w  ok nie r oz d z iel ac z a x  
i k ą t a p oc h y l enia r amienia ϕ .  P r z ed y s k u t ow ano z as t os ow anie 
d y namic z ny c h  mod el i q u as i-l iniow y c h  w  z ag ad nieniac h  id ent y f i-
k ac j i p ar amet r ó w  or az  p r oj ek t ow ania r eg u l at or ó w  z e z mienny mi 
p ar amet r ami ( z e z mienną  w iod ą c ą )  [ 2 ,  3 ,  4 ] .  
 

2 .  M o d el  m at em at y c zn y  
 
R y s u nek  1  p r z ed s t aw ia p r z y k ł ad  u k ł ad u  nap ę d ow eg o z as il aneg o 

s t ał y m c iś nieniem 
op ,  w  k t ó r y m j ak o el ement  d ł aw ią c y  z os t ał  

z as t os ow any  r oz d z iel ac z  p r z ep ł y w ow y  ( 2 ) ,  a j ak o od b ior nik - 
s ił ow nik  h y d r au l ic z ny  ( 1 ) .  S t ał e c iś nienie 

op  z os t ał o w y t w or z one 
p r z ez  p omp ę  ( 3 ) .  W  u k ł ad z ie z as t os ow ano t ak ż e ak u mu l at or y  ( 4 ) .   
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R y s .  1 .   U k ł a d h y dr a u l i c z n y  
F i g .  1 .   H y dr a u l i c  c o n t r o l  s y s t e m  
 
R y s u nek  2  p r z ed s t aw ia u k ł ad  manip u l at or a z  s ił ow nik iem h y -

d r au l ic z ny m,  k t ó r y  j es t  mod el em p ł as k im [ 5 ,  6 ] .  P r ez ent ow any  
p r z y k ł ad  nie u w z g l ę d nia d od at k ow y c h  el ement ó w  ł ą c z ą c y c h  
s ił ow nik  z  r amieniem,  p r z ez  c o ok r eś l enie w ł as noś c i d y namic z -
ny c h  u k ł ad u  s t aj e s ię  ł at w iej s z e.  
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R y s .  2 .   M o d e l  m a n i p u l a t o r a  z s i ł o w n i k i e m  h y d r a u l i c zn y m  
F i g .  2 .   M o d e l  o f  a  m a n i p u l a t o r  w i t h  a  h y d r a u l i c  a c t u a t o r  
 
S y g nał em  s t er u j ą c y m  x  j es t  p r zem ies zc zenie s u wak a w ok nie 

r ozdziel ac za. P r zy j ęt o, ż e s y g nał  m oż e zm ieniać  s ię w p r zedzial e 
11 ≤≤− x . D l a 0=x  nas t ęp u j e zam k nięc ie ok na r ozdziel ac za. 

P r zy  b u dowie m odel u  zas t os owano nas t ęp u j ą c e zał oż enia 
u p r as zc zaj ą c e:  
• war t oś ć  s y g nał u  s t er u j ą c eg o ( wej ś c ioweg o)  w p os t ac i p r ze-
m ies zc zenia x  s u wak a j es t  r ó wna dł u g oś c i ods ł onięt ej  s zc zel i-
ny  dł awią c ej , 

• u k ł ad j es t  zas il any  ze s t ał eg o ź r ó dł a c iś nienia, c zy l i const=op , 
• ob j ęt oś c iowy  m odu ł  ś c iś l iwoś c i c iec zy  j es t  s t ał y  w c ał y m  za-
k r es ie zm ian c iś nienia w u k ł adzie, 

• c iś nienie wy j ś c iowe z r ozdziel ac za do zb ior nik a j es t  p om ij al nie 
m ał e w s t os u nk u  do c iś nienia p anu j ą c eg o w k om or ac h  s ił ownik a, 

• s p adk i c iś nienia m iędzy  p om p ą  a r ozdziel ac zem  s ą  r ó wne zer u . 
• p om ij am y  s ił y  t ar c ia s t at y c zneg o, 
• u wzg l ędniam y  t y l k o m om ent  b ezwł adnoś c i r am ienia, nat om ias t  
p om ij am y  m om ent y  b ezwł adnoś c i s ił ownik a, 

• p om ij am y  l u zy  w węzł ac h  k inem at y c zny c h , 
• s zt y wnoś ć  k ons t r u k c j i j es t  nies k ońc zenie du ż a. 
P r zy  p owy ż s zy c h  zał oż eniac h  r ó wnania op is u j ą c e c iś nienia  

w k om or ac h  s ił ownik a s ą  nas t ęp u j ą c e:  
 

),()()( 2111101
110 ppKyFxHpxxHppxpE
yFV

v

c

−−−−+−=
+

&& αα

 ( 1 a)  
).()()( 2122022

220 ppKyFxHppxxHpxpE
yFV

v

c

−++−−−−=
−

&& αα
 

 
S ił a g ener owana p r zez s ił ownik  j es t  r ó wna yBpFpF &−− 2211  

[ 4 ] . W y woł y wany  p r zez nią  m om ent  j es t  r ó wnoważ ony  p r zez 
m om ent  b ezwł adnoś c i i m om ent  wy nik aj ą c y  z s ił y  c ięż k oś c i, s k ą d 
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( 1 b )  
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ϕcos222 rwwruy −++−= , 

 
g dzie:  1Q , 4Q  – nat ęż enie p r zep ł y wu  c iec zy  p r zez r ozdziel ac z,  
α  – ws p ó ł c zy nnik  nat ęż enia p r zep ł y wu  c iec zy  p r zez ok no r oz-
dziel ac za p r zy  p eł ny m  j eg o ot war c iu , 

op  – c iś nienie zas il ania, 
)(xH – f u nk c j a s k ok owa H eav is ide’ a, 

10V , 
20V – p oc zą t k owe 

ob j ęt oś c i c zęś c i u k ł adu , 
cE  – ws p ó ł c zy nnik  s p r ęż y s t oś c i,  

vK  – ws p ó ł c zy nnik  s t r at  wol u m et r y c zny c h , m  – m as a r am ienia 
m anip u l at or a, B – ws p ó ł c zy nnik  op or u  r u c h u  ( t ar c ia wis k ot y c zne-
g o) , 21, pp  – c iś nienia na t ł ok u  s ił ownik a, 21,FF  – p owier zc h nie 
t ł ok a s ił ownik a, 

cl , l , r , w , u  – odp owiednie wiel k oś c i g eom e-
t r y c zne zdef iniowane na r y s u nk u  2 , y  – wy s u w t ł ok a s ił ownik a,  
ϕ  – k ą t  ob r ot u  r am ienia, I  – m om ent  b ezwł adnoś c i r am ienia, 

)(ϕR  – r am ię dział ania s ił y . 
W  dal s zej  c zęś c i p r ac y  w p r zep r owadzony c h  s y m u l ac j ac h  p r zy j ęt o 

nas t ęp u j ą c e nom inal ne war t oś c i p ar am et r ó w:  ]/[101 56 Nsm−

⋅=α , 
]/[106.4 27 mNpo ⋅= , ]/[105 512 NsmKv

−

⋅= , ][105.3 22
1 mF −

⋅= , 
][103 22

2 mF −

⋅= , ]/[102.1 29 mNEc ⋅= , ][01.0 3
10 mV = , 

][02875.0 3
20 mV = , ]/[101 5 mNsB ⋅= , ][150 kgm = , ][5.1 ml = , 

]/[81.9 2smg = , ][462.0 mr = , ][214.1 mw = , ][751.0 mu = . 
 
3. L i n e a r y z a c j a  u k ł a d u  
 
R ó wnanie u k ł adu  m anip u l at or a z s ił ownik iem  h y dr au l ic zny m  

( 1 )  m oż em y  zap is ać  w p os t ac i r ó wnań s t anu  
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Naszym celem j est  w p r zyb liż eniu dokonanie linear yzacj i r ów-
nania (2 )  w ot oczeniu p unkt u r ównowag i 0xx =  i 0ϕϕ = . W t edy 
w p r zyb liż eniu t ł ok p or usza się  ze st ał ą p r ę dkoś cią, p r zy st ał ych  
war t oś ciach  ciś nień  w komor ach  sił ownika. Z war unku 0=z&  
ot r zymuj emy r ównanie 
 

 0)( 000 =+⋅+ dxzbAz ,        (3 )  
 

g dzie ( )0000 ,ϕxzz =  j est  ust aloną war t oś cią st anu z  dla zadanych  
war t oś ci 0x  i 0ϕ . R ównanie moż na r ozwiązać  analit ycznie  
w p r zyp adku, g dy 0=vK . W  p r zyp adku og ólnym g dy 0≠vK  
r ównanie moż emy r ozwiązać  numer ycznie. 
W  r ównaniach  st anu ukł adu (2 ) , wekt or  b  j est  nieliniową f unk-

cj ą ciś nień  1p  i 2p . D okonuj ąc linear yzacj i )(zb  w p unkcie r ów-
nowag i 0zz =  met odą r ozwinię cia w szer eg  T aylor a ot r zymuj emy 
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W  r ównaniach  (4 )  macier z A~  i wekt or  b~  j est  f unkcj ą st anu 0z , 
a wię c p oś r ednio f unkcj ą p r zesunię cia suwaka r ozdzielacza 0x   
i p oł oż enia kąt oweg o r amienia 0ϕ . W p r owadzaj ąc p oj ę cie op er a-
t or a r óż niczkowania 

dt
ddf

=D  r ównania ukł adu (4 )  w p ob liż u 
p oł oż enia r ównowag i moż emy zap isać  w p ost aci 
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Z p ost aci wekt or a c  (dwa p ier wsze element y zer owe)  or az wekt o-
r a b~  (p odob nie j ak wekt or a b  ost at ni element  zer owy)  wynika, ż e 
t r ansmit ancj a ( )D

00 ,ϕxT  ma p ost ać  
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W sp ół czynniki t r ansmit ancj i (6 )  i wsp ół czynnik 1k  są f unkcj ami 
p unkt u p r acy 0x , 0ϕ . 
R ysunek 3  p r zedst awia odp owiedź  skokową modelu ukł adu 

r zeczywist eg o i odp owiedź  skokową t r ansmit ancj i t r zecieg o r zę du ( )D
00 ,ϕxT . O dp owiedź  ukł adu j ak i t r ansmit ancj i (5 )  ma ch ar akt er  

oscylacyj ny, ale odp owiedź  t r ansmit ancj i ( )D
00 ,ϕxT  osiąg a st an 

r ównowag i p o znacznie dł uż szym czasie niż  model r zeczywist eg o 
ukł adu. 
 

  
R y s.  3 .   P r ę d k o ś ć  k ą t o w a r am ie nia m anip u l at o r a d l a m o d e l u  m at e m at y c z ne g o  

i m o d e l u  ( 5 )  
F ig .  3 .   A ng u l ar  v e l o c it y  o f  t h e  r o b o t  ar m  t h e  ac c u r at e  m o d e l  and  m o d e l  ( 5 )  
 
S ug er uj e t o ist nienie w t r ansmit ancj i ( )D

00 ,ϕxT  b ieg una, kt ór y 
nie ma swoj eg o odwzor owania w r zeczywist ych  wł aś ciwoś ciach  
ukł adu sił ownika. I st ot nie analiza zer  i b ieg unów t r ansmit ancj i 

( )D
00 ,ϕxT  dla p r zykł adowych  war t oś ci 0x  i 0ϕ  (T ab . 1 )  p okazuj e, 

ż e zer o t r ansmit ancj i j est  b liskie j ednemu z j ej  b ieg unów. O zna-
cza, t o ż e t r ansmit ancj a ( )D

00 ,ϕxT  moż e b yć  ap r oksymowana 
t r ansmit ancj ą dr ug ieg o r zę du, ot r zymaną p r zez skr ócenie zer a 
i r zeczywist eg o b ieg una.  
 

T ab .  1.   Z e r o  i b ie g u ny  d l a u k ł ad u  h y d r au l ic z ne g o  p o ł ą c z o ne g o  z  r am ie nie m   
m anip u l at o r a 

T ab .  1.   Z e r o  and  p o l e s f o r  t h e  ar m -ac t u at o r  sy st e m  
 

x  ][radϕ  Z e r o   
t r ansm it anc j i 

B ie g u n r z e c z y w ist y   
t r ansm it anc j i 

B ie g u ny  z e sp o l o ne  
t r ansm it anc j i 

0 . 1 0 . 1 -0 . 5 42 8 48  -0 . 6 19 6 11 
-2 . 9 3 7 5 2 -9 4. 9 8 0 9 i 
-2 . 9 3 7 5 2 + 9 4. 9 8 0 9 i 

0 . 1 1 -0 . 6 6 8 0 3 1 -0 . 6 3 9 40 4 
-9 2 . 0 10 8 -48 0 . 5 49 i 
-9 2 . 0 10 8 + 48 0 . 5 49 i 

1 0 . 1 -5 . 448 8 1 -6 . 2 2 3 9 1 
-7 . 3 8 7 9 -9 4. 9 3 2 3 i 
-7 . 3 8 7 9 + 9 4. 9 3 2 3 i 

1 1 -6 . 7 0 9 9 9  -6 . 42 0 9 3  
-9 4. 8 2 6 6 -48 1. 0 7 6 i 
-9 4. 8 2 6 6 + 48 1. 0 7 6 i 

 
 
Zat em p r zyj muj emy 
 

 ( )
21

2
0

, 00 aa
bTx

++
=

DD
Dϕ ,           (7 )  

 
g dzie p ar amet r y 0b , 1a  i 2a  są f unkcj ą 0x  i 0ϕ . 
 
4. M o d e l q u a s i -li n i o w y  
 
Z (5 )  i (7 )  wynika, ż e w ot oczeniu wyb r aneg o p unkt u 0x  i 0ϕ  

r ównania ob iekt u moż emy zast ąp ić  r ównaniem r óż niczkowym 
liniowym p ost aci  
 

 2021 kxbaa +=++ ωωω &&&  z 212 akk = .   (8 )  
 

Zb adamy j ak p ar amet r y modelu 1a , 2a , 
0b  i 2k  zależ ą od 

p unkt u p r acy. O b liczenia p r zep r owadzono w zakr esie zmiennoś ci 
war t oś ci 0x  i 

0ϕ ( 11 0 ≤≤− x , 5.14.0 0 <<ϕ ) . Na r ysunku 4  
p r zedst awiono wykr esy p r zest r zenne wsp ół czynników modelu  
w f unkcj i 0x , 

0ϕ . 
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R y s .  4 .   W y k r e s y  3 D  w s p ó ł c z y n n i k ó w  m o d e l u  ( 7 )  
F i g .  4 .   3 D  d i a g r a m s  o f  t h e  m o d e l  ( 7 )  c o e f f i c i e n t s  
 

B l iż s z a an al iz a ot r z y m an y c h  z al e ż n oś c i p ok az u j e , ż e  ws p ó ł-
c z y n n ik i 1a , 2a , 0b  i 2k  w k aż d y m  z  ob s z ar ó w 01 0 <≤− x , 

10 0 ≤< x  m og ą  b y ć  z  d ob r y m  p r z y b l iż e n ie m  ap r ok s y m owan e  z a 
p om oc ą  f u n k c j i o n as t ę p u j ą c y c h  p os t ac iac h  z  od p owie d n io d ob r a-
n y m i ws p ó łc z y n n ik am i 
 

( ) 



<+++
≥+++≅

−−−−

++++

,0dla
0dla,

0
2

0302
2

010

0
2

0302
2

010
000 xbbxbb

xbbxbb
xb

ϕϕ
ϕϕ

ϕ  

 
( ) 

 <++++
≥++++≅

−−−−−

+++++

,0dla
0dla,

0
3
014

2
01301201110

0
3
014

2
01301201110

001
xaaaxaa

xaaaxaa
xa

ϕϕϕ
ϕϕϕ

ϕ  

 
( ) 

 <+++
≥+++≅

−−−−

++++

,0dla
0dla,

0
2
02302202120

0
2
02302202120

002
xaaxaa

xaaxaa
xa

ϕϕ
ϕϕ

ϕ      ( 9 )  
 

( ) 
 <++

≥++≅
−−−

+++

.0dla
0dla,

00023022021

00023022021
002 xxkkxk

xxkkxk
xk

ϕϕ
ϕϕ

ϕ  

 
P o p od s t awie n iu  war t oś c i ( 9 )  d o r ó wn an ia ( 8 ) , a n as t ę p n ie  p o-

m in ię c iu  in d e k s ó w p r z y  z m ie n n y c h  0x  i 0ϕ  ot r z y m u j e m y  m od e l  
q u as i-l in iowy  u k ład u  p os t ac i:  
 

 

ϕϕϕϕ
ωϕϕωϕϕϕω

xkkxkxbbxbb
aaxaaaaaxaa

+++++++

+++++++++

++++++=

=+++++++++

232221
2

32
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23222120

3
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2
13121110

)(
)()( &&&  

( 1 0 )  
d l a 0≥x ,          

 

ϕϕϕϕ
ωϕϕωϕϕϕω

xkkxkxbbxbb
aaxaaaaaxaa

−−−−−−−

−−−−−−−−−

++++++=

=+++++++++

232221
2

32
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10

2
23222120

3
14

2
13121110

)(
)()( &&&  

 
d l a 0<x . 
 

M od e l  t e n  ( 1 0 )  ap r ok s y m u j e  m od e l  r z e c z y wis t y  ( 1 a, 1 b )  w s z e r o-
k im  z ak r e s ie  z m ie n n oś c i x  i ϕ . 
 
5. S y m u l a c j a  
 
P on iż e j  p or ó wn an o wy n ik i s y m u l ac j i m od e l u  u k ład u  r z e c z y wi-

s t e g o ( 1 a, 1 b )  i u k ład u  q u as i-l in iowe g o ( 1 0 ) . N a r y s u n k u  5  p r z e d -
s t awion o s y g n ał we j ś c iowy  w p os t ac i c ią g u  s c h od k ó w 
o n ar as t aj ą c e j  am p l it u d z ie . U m oż l iwia t o p or ó wn an ie  u k ład ó w  
w s z e r ok im  z ak r e s ie  z m ian  s y g n ału  x  i ϕ . R y s u n e k  6  p r z e d s t a-
wia wy k r e s  p r ę d k oś c i d l a ob u  u k ład ó w ( 1 a, 1 b )  i ( 1 0 ) . W id ać , ż e  
u k ład  q u as i-l in iowy  wie r n ie  od wz or owu j e  m od e l  u k ład u  r z e -
c z y wis t e g o. 
 
 

  
R y s .  5 .   S y g n a ł  w e j ś c i o w y  x  
F i g .  5 .   I n p u t  s i g n a l  x  
 
 



130    PAK vol. 55, nr 2/2009 
 

  
R y s .  6 .   P rę d k o ś ć  k ą t o w a ram i en i a m an i p u l at o ra d l a m o d el u  m at em at y c z n eg o   

( l i n i a c i ą g ł a)  i  m o d el u  q u as i -l i n i o w eg o  ( l i n i a p rz ery w an a)  
F i g .  6 .   A n g u l ar v el o c i t y  o f  t h e ro b o t  arm  f o r t h e ac c u rat e ( s o l i d  l i n e)  an d   

q u as i -l i n ear ( b ro k en  l i n e)  m o d el  
 

 
6. Z a s t o s o w a n i e  
 
M o del  q uas i-l in io wy ( 1 0 )  z p ar am et r am i j es t  o c zywiś c ie r ó w-

n ież  m o del em  n iel in io wym . P o ws t aj e p yt an ie j ak i j es t  s en s  zas t ę -
p o wan ia j edn eg o  m o del u n iel in io weg o  in n ym  m o del em  n iel in io -
wym . P o dam y dwa p r zyk ł ady zas t o s o wań . P o  p ier ws ze zwr ó ć m y 
uwag ę  ż e m o del  q uas i-l in io wy j es t  l in io wy wzg l ę dem  p ar am et r ó w 
o b iek t u. M o del  t ak i m o ż e b yć  wyk o r zys t an y w p r o c es ac h  iden t y-
f ik ac j i m et o dą  n aj m n iej s zyc h  k wadr at ó w, k t ó r a j es t  j edn ą  
z n aj b ar dziej  ef ek t ywn yc h  m et o d iden t yf ik ac j i. W  t ym  c el u r ó w-
n an ia ( 1 0 )  m o ż em y p r zeds t awić  w p o s t ac i r ó wn an ia r eg r es j i l i-
n io wej :  
 

 φθζ T
= ,         ( 1 1 )  

 
p r zyj m uj ą c :  

 

,]
[

2322212322212014131211103210

2322212322212014131211103210
Tkkkaaaaaaaaabbbb

kkkaaaaaaaaabbbb
−−−−−−−−−−−−−−−−

++++++++++++++++
=θ  

 

,])(,)(,)(,)(,)(,)(,)(
,)(,)(,)(,)(,)(,)(

,)(,)(,)(,)(,)(,)(,)(
,)(,)(,)(,)(,)(,)(

,)(,)(,)(,)(,)(,)([

2
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32
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23

TxxHxHxxHxHxHxxHxH
xHxHxHxxHxHxxH

xxHxxHxxHxxHxHxxHxH
xHxxHxHxHxHxH

xxHxHxxHxxHxxHxxH

ϕϕωϕϕωωω
ωϕωϕωϕωωϕ

ϕϕϕωϕ
ϕωωωωϕωϕωϕ

ωωϕϕφ

−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−

−−−−

−−−−−−

−−=

&&&&&

&&&

&&  

 
ωζ 2D= . 

 
 
 

  
R y s .  7 .   S c h em at  u k ł ad u  s t ero w an i a z  reg u l at o rem  n i es t ac j o n arn y m  
F i g .  7 .   C o n t ro l  s y s t em s  w i t h  n o n -s t at i o n ary  reg u l at o r 
 
O t r zym an y m o del  q uas i-l in io wy m o ż e b yć  r ó wn ież  wyk o r zy-

s t an y p r zy p r o j ek t o wan iu uk ł adu r eg ul ac j i. D o  s t er o wan ia uk ł a-
dem , k t ó r eg o  wł as n o ś c i zal eż ą  o d p un k t u p r ac y m o g ą  b yć  s t o s o -
wan e r eg ul at o r y o dp o r n e. S ą  t o  r eg ul at o r y ze s t ał ym i p ar am et r am i 
zap ewn iaj ą c ym  wł aś c iwą  p r ac ę  uk ł adu w r ó ż n yc h  p un k t ac h  p r ac y 
uk ł adu. W yk o r zys t uj ą c  m o del  q uas i-l in io wy m o ż em y zas t o s o wać  
in n e p o dej ś c ie. D l a us t al o n eg o  p un k t u p r ac y 0x  i 0ϕ  wyzn ac zam y 
r eg ul at o r  wyk o r zys t uj ą c  k l as yc zn e m et o dy p r o j ek t o wan ia r eg ul a-

t o r ó w dl a uk ł adó w l in io wyc h . O zn ac zm y t r an s m it an c j ę  t eg o  r eg u-
l at o r a p r zez ( )Dϕ,x̂K , p r zy c zym  ws p ó ł c zyn n ik i r eg ul at o r a zal eż ą  
o d 0x , 0ϕ . W  c el u im p l em en t ac j i r ó wn an ia r eg ul at o r a wyzn ac zy-
m y o c en ę  war t o ś c i ϕ  i p ar am et r ó w s yg n ał u zadan eg o  r . 
W  o t o c zen iu p un k t u p r ac y ( 0x , 0ϕ )  p r zyb l iż o n ą  war t o ś ć  p r ę d-

k o ś c i 0ω  m o ż em y uzys k ać  z r ó wn an ia 
 

),(),(),( 0020000002 ϕϕωϕ xkxxbxa += . 
 

R o zwią zuj ą c  t o  r ó wn an ie wzg l ę dem  0x  o t r zym uj em y 
),( 000 ϕωfx =  dl a p ewn ej  f un k c j i f . S t o s uj em y n as t ę p uj ą c e 

p r awo  s t er o wan ia 
 

( )Dϕ,x̂Kx = , 
 
( )ϕ,ˆ rfx &= . 
 

O t r zym an y r eg ul at o r  j es t  r eg ul at o r em  n iel in io wym . B ież ą c e p a-
r am et r y t r an s m it an c j i K  zal eż ą  o d k ą t a n ac h yl en ia ϕ  i o c en y 
p r zem ies zc zen ia s uwak a x̂ . 
R eg ul at o r  t ak i z r eg uł y zap ewn ia l ep s zą  j ak o ś ć  r eg ul ac j i n iż  r e-

g ul at o r  o dp o r n y, w k t ó r ym  p ar am et r y s ą  s t ał e. 
 
7. W n i o s k i  
 
P o  p r zep r o wadzen iu l in ear yzac j i m o del u m at em at yc zn eg o  m a-

n ip ul at o r a p o ł ą c zo n eg o  z s ił o wn ik iem  h ydr aul ic zn ym  uzys k an o  
p o s t ać  up r o s zc zo n ą  ( 7 ) , k t ó r a do b r ze o dwzo r o wuj e zac h o wan ie s ię  
m o del u uk ł adu r zec zywis t eg o  ( 1 a, 1 b ) . D l a m o del u q uas i-
l in io weg o  dr ug ieg o  r zę du i m o del u m at em at yc zn eg o  uk ł adu s i-
ł o wn ik a h ydr aul ic zn eg o  s yg n ał y p r ę dk o ś c i p o k r ywaj ą  s ię  z do b r ą  
do k ł adn o ś c ią  ( r ys . 6 ) , dl at eg o  w t ym  p r zyp adk u up r o s zc zen ie do  
p o s t ac i q uas i-l in io wej  ( 1 0 )  j es t  uzas adn io n e. P o s t ać  q uas i-l in io wa 
m o ż e zn al eź ć  s wo j e zas t o s o wan ie w p r o c es ac h  iden t yf ik ac j i 
i p r o j ek t o wan iu uk ł adó w r eg ul ac j i. D o b r e wyn ik i s yn t ezy h ydr au-
l ic zn yc h  uk ł adó w s yn c h r o n izac j i p r zem ies zc zeń  o t r zym uj e s ię  n a 
p o ds t awie up r o s zc zo n yc h  zl in ear yzo wan yc h  m o del i m at em at yc z-
n yc h . W  r ezul t ac ie t eg o  dyn am ic zn e zac h o wan ie s ię  t yc h  uk ł adó w 
n iewiel e o db ieg a o d dyn am ic zn eg o  zac h o wan ia s ię  uk ł adó w l i-
n io wyc h . D zię k i t em u s yn t ezę  m o ż n a p r zep r o wadzić  n a p o ds t awie 
m o del u zl in ear yzo wan eg o . 
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