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Streszczenie

Streszczenie W pracy przedstawiono metodg linearyzacji modelu matema-
tycznego uktadu hydraulicznego potaczonego z ramieniem manipulatora.
Uktad zamodelowano w dwoch postaciach: w postaci réwnan rézniczko-
wych, oraz modelu quasi-liniowego. Uzyskany model uproszczony podda-
no weryfikacji z modelem doktadnym. Model taki moze by¢ wykorzystany
w procesach identyfikacji metoda najmniejszych kwadratow, ktora jest
jedna z najbardziej efektywnych metod identyfikacji. Drugim obszarem
zastosowan moze by¢ projektowanie uktadow regulacji.

Slowa kluczowe: linearyzacja, uktad hydrauliczny.

Linearization of the mathematical model
of a hydraulic actuator connected
to a manipulator arm

Abstract

The paper presents the method of linearization of a hydraulic actuator
system connected to a manipulator arm. Fig. 1 shows adrive system
supplied with constant pressure p . The flow controller (2) acts as

a throttling valve, while the hydraulic actuator (1) is a receiver. The constant
pressure p_is provided by the pump (3). The arm-actuator system
presented in Fig. 2 is a one-dimensional model. In the analysis, the elements
connecting the actuator to the arm are not taken into consideration. This
way it is easier to determine the system dynamic properties. The method
used in this study requires expanding the linear function in a Taylor series
around the operating point and considering linear terms only. After
linearization of the mathematical model of a manipulator connected to
a hydraulic actuator, there was obtained a simplified model (7) representing
well the real system model behaviour (1). The simplified model was
compared with the accurate one. In the case of the second-order, quasi-
linear model and the mathematical model of the hydraulic actuator system,
both signals fully coincide (Fig. 6). That is why the simplification to such
a form is justified. The hydraulic actuator system was designed in two
forms: as differential equations(1) (accurate model), and as a quasi-linear
model (10) (simplified one). The simplified model can be used for
identification purposes using the least squares method, which is one of the
most effective identification method. Another area of application can be
design of control systems.

Keywords: linearization, hydraulic actuator system.

1. Wstep

Przedmiotem ponizszej pracy jest linearyzacja modelu matema-
tycznego sitownika hydraulicznego potaczonego z ramieniem
manipulatora. Linearyzacja uktadu nieliniowego, polega na aprok-
symacji funkcji nieliniowych opisujacych obiekt funkcjami linio-
wymi w pewnym zakresie zmiennoS$ci ich argumentéw. Przedsta-
wione w pracy rezultaty stanowig uogodlnienie rezultatow otrzy-
manych w [1], gdzie rozwazono prosty model uktadu hydraulicz-
nego (sitownik sterujacy przesuwem elementu o zadanej masie

i obciazonego sila zewnegtrzng). Operacje¢ linearyzacji rownan
stanu mozna prowadzi¢ zardéwno wokodt ustalonego punktu pracy,
jak i dowolnej trajektorii odniesienia. Zastosowano metodg pole-
gajaca na rozwinigciu funkcji nieliniowych wystgpujacych
w rownaniach uktadu w szereg Taylora w otoczeniu punktu pracy,
a nastgpnie uwzglednieniu jedynie wyrazéw liniowych. W wyniku
linearyzacji otrzymano model quasi-liniowy, ktérego wtasnosci
odpowiadaja wlasnosci modelu nieliniowego w szerokim zakresie
zmian sygnalow przemieszczenia suwaka w oknie rozdzielacza x
i kata pochylenia ramienia ¢. Przedyskutowano zastosowanie

dynamicznych modeli quasi-liniowych w zagadnieniach identyfi-
kacji parametrow oraz projektowania regulatorow ze zmiennymi
parametrami (ze zmienna wiodaca) [2, 3, 4].

2. Model matematyczny

Rysunek 1 przedstawia przyktad uktadu napedowego zasilanego
statym cisnieniem p_ , w ktérym jako element dtawiacy zostat

zastosowany rozdzielacz przeplywowy (2), a jako odbiornik-
sitownik hydrauliczny (1). State cisnienie p, zostato wytworzone

przez pompe (3). W uktadzie zastosowano takze akumulatory (4).
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X

Rys. 1. Uklad hydrauliczny
Fig. 1. Hydraulic control system

Rysunek 2 przedstawia uktad manipulatora z sitownikiem hy-
draulicznym, ktory jest modelem ptaskim [5, 6]. Prezentowany
przyktad nie uwzglednia dodatkowych elementow taczacych
sitownik z ramieniem, przez co okreslenie wtasnosci dynamicz-
nych uktadu staje si¢ tatwiejsze.
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Rys. 2. Model manipulatora z sitownikiem hydraulicznym
Fig.2. Model of a manipulator with a hydraulic actuator

Sygnatem sterujacym x jest przemieszczenie suwaka w oknie
rozdzielacza. Przyjeto, ze sygnal moze zmieniaé si¢ w przedziale
—1<x<1.Dla x =0 nastgpuje zamknigcie okna rozdzielacza.

Przy budowie modelu zastosowano nastgpujace zalozenia
upraszczajace:

e wartos¢ sygnatu sterujacego (wejSciowego) w postaci prze-
mieszczenia x suwaka jest rowna dtugosci odstonigtej szczeli-
ny dtawiacej,

o uklad jest zasilany ze statego zrodta cisnienia, czyli p, = const,

e objetosciowy modul $cisliwosci cieczy jest staly w calym za-
kresie zmian cisnienia w uktadzie,

o cisnienie wyjsciowe z rozdzielacza do zbiornika jest pomijalnie
mate w stosunku do ci$nienia panujacego w komorach sitownika,

e spadki ci$nienia migdzy pompa a rozdzielaczem sg rowne zeru.

e pomijamy sily tarcia statycznego,

e uwzgledniamy tylko moment bezwladnosci ramienia, natomiast
pomijamy momenty bezwtadnosci sitownika,

e pomijamy luzy w weztach kinematycznych,

o sztywnos¢ konstrukcji jest nieskonczenie duza.

Przy powyzszych zatozeniach réwnania opisujace cisnienia
w komorach sitownika sa nastepujace:

V., +F,
2y = ax[p, — p|H) + ax[p[H 0 - Ry K0, - o)

(1a)
V, ~Fy . .
”Tﬂpz = —ax\||pa|H(x) = xy| py = po| H(=X) + F,y + K (P, = p2)-

¢

Sita generowana przez sitownik jest réwna F p,—F,p, —By

[4]. Wywolywany przez nia moment jest rOwnowazony przez
moment bezwladnosci i moment wynikajacy z sily cigzkosci, skad

1 . .
glm(3g cos +21¢) = R(p)(F, p, - F,p, — By), (1b)

rwsin ¢

2 2 ’
NPT +wW =2rwcos @
y=—u+r’+w’ —2rwcosg,

gdzie: O, @, — natgzenie przeplywu cieczy przez rozdzielacz,

R(p)=

a — wspoélczynnik natezenia przeptywu cieczy przez okno roz-
dzielacza przy pelnym jego otwarciu, p 6 — cisnienie zasilania,
H(x)— funkcja skokowa Heaviside’a, .

o0 Vo™ poczatkowe

objetosci czegsci uktadu, E, — wspolczynnik sprezystosci,

c
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K, — wspotczynnik strat wolumetrycznych, m — masa ramienia

manipulatora, B— wspdtczynnik oporu ruchu (tarcia wiskotyczne-
£0), p,,p, — cisnienia na tloku sitownika, F F, — powierzchnie

ttoka sitownika, /., /, r, w, u — odpowiednie wielkosci geome-
tryczne zdefiniowane na rysunku 2, y — wysuw tloka sitownika,
@ — kat obrotu ramienia, / — moment bezwiadno$ci ramienia,
R(¢) — ramig dzialania sity.

W dalszej czesci pracy w przeprowadzonych symulacjach przyjeto
nastepujace nominalne wartosci parametréw: a =1-10"[nm’/ Ns],
p, =4.6-10'[N/m*]> K,=5-10"[m’ / Ns], F, =3.5-107[m"],
F,=3-10"7[m*], E =12-10°[N/m]. Vi, =0.01[m’]
V,, =0.02875[m’], B=1-10°[Ns/m]. m=150[kg]. [ =1.5[m],
g=981[m/s*], r=0.462[m], w=1.214[m], u =0.751[m] -

3. Linearyzacja ukfadu

Rownanie uktadu manipulatora z sitownikiem hydraulicznym
(1) mozemy zapisa¢ w postaci rownan stanu

z=Az+b(z)x+d, w=c"z, 0=¢, 2)
gdzie:
P 0
z=|p, |-c=]0}
w 1
-K, K, — Frwsin @
B B ﬂl\/r2+w2—2rwcosgo
K, -K, F,rwsin ¢
A=
B, B, ﬂz\/r2+w2—2rwcos¢
FiR(p) —F,R(p) — R(p)Brwsin ¢
1 1 I\/r2+w2—2rwcosgo
0
d= 0 ,
—0.3glmcosp
1
a
5 N
1
b=| ———p, |daxz0,
B
0
ar
— AP
B
b= _ﬁim dla x<0,
2

S
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Naszym celem jest w przyblizeniu dokonanie linearyzacji row-
nania (2) w otoczeniu punktu réwnowagi x=x, i ¢ =¢,. Wtedy

w przyblizeniu tlok porusza si¢ ze stata predkoscia, przy statych
warto$ciach cisnien w komorach sitownika. Z warunku z =0
otrzymujemy réwnanie

Az +b(z,) x, +d =0, 3)

gdzie z, =z, (xo,goo) jest ustalong wartos$cia stanu z dla zadanych
wartosci x, i ¢,. RoOwnanie mozna rozwiaza¢ analitycznie
w przypadku, gdy K, =0. W przypadku ogdélnym gdy K K #0
réwnanie mozemy rozwiaza¢ numerycznie.

W réwnaniach stanu uktadu (2), wektor p jest nieliniowa funk-
cja cisnien p, i p,. Dokonujac linearyzacji b(z) w punkcie row-
nowagi z = z, metoda rozwinigcia w szereg Taylora otrzymujemy

(z—2z4)

ob
b(z)=b(zo) +—

lz=2,

2:Az+(b(zo)+?(z—zo))x+d;Zz+1;x+d’ “4)
74

T
w=Cc z,

gdzie

W réwnaniach (4) macierz 4 i wektor b jest funkcja stanu z,,

a wiec posrednio funkcja przesunigcia suwaka rozdzielacza x,

i potozenia katowego ramienia ¢,. Wprowadzajac pojecie opera-
dr

tora rézniczkowania ﬁzg réwnania uktadu (4) w poblizu
t

potozenia rownowagi mozemy zapisaé¢ w postaci

=T, , (Dl+k (x,.0,)

RORZ

]~

T, (D)=c(01-4)'5,
k,(xo,goo):cT(Z)I—Z)_ld‘ : (5)
D=0

Z postaci wektora ¢ (dwa pierwsze elementy zerowe) oraz wekto-

ra b (podobnie jak wektora p ostatni element zerowy) wynika, ze
transmitancja 7, , () ma postaé

T, (D)= DDt ©)

D +a D +a,D+a,

Wspotczynniki transmitancji (6) i wspotczynnik %, sa funkcjami
punktu pracy X,, @,.

Rysunek 3 przedstawia odpowiedz skokowa modelu uktadu
rzeczywistego i odpowiedz skokowa transmitancji trzeciego rzgdu
T, .0, (D) Odpowiedz uktadu jak i transmitancji (5) ma charakter
oscylacyjny, ale odpowiedz transmitancji T, (Z)) osiaga stan

roéwnowagi po znacznie dtuzszym czasie niz model rzeczywistego
uktadu.
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Rys. 3. Predkos¢ katowa ramienia manipulatora dla modelu matematycznego
i modelu (5)
Fig. 3. Angular velocity of the robot arm the accurate model and model (5)

Sugeruje to istnienie w transmitancji T, , (D) bieguna, ktory

nie ma swojego odwzorowania w rzeczywistych wtasciwosciach
uktadu sitownika. Istotnie analiza zer i biegunow transmitancji

T. (Z)) dla przyktadowych wartosci x, i ¢, (Tab. 1) pokazuje,

X0-P0
ze zero transmitancji jest bliskie jednemu z jej biegundéw. Ozna-
cza, to ze transmitancja 7, (D) moze by¢ aproksymowana

Xo-P0
transmitancjg drugiego rzgdu, otrzymana przez skrdcenie zera
i rzeczywistego bieguna.

Tab. 1. Zero i bieguny dla uktadu hydraulicznego potaczonego z ramieniem
manipulatora
Tab. 1. Zero and poles for the arm-actuator system

¥ o [rad] Zero B Biegun rzgczy\yisty Bieguny ;espo!gne
transmitancji transmitancji transmitancji
-2.93752-94.9809i
0.1 0.1 -0.542848 -0.619611
-2.93752+94.9809i
-92.0108-480.549i
0.1 1 -0.668031 -0.639404
-92.0108+480.549i
-7.3879-94.9323i
1 0.1 -5.44881 -6.22391
-7.3879+94.9323i
-94.8266-481.076i
1 1 -6.70999 -6.42093
-94.8266+481.076i
Zatem przyjmujemy
b
T, (D)=—g—"—, (7
o D’ +a,D+a,

gdzie parametry b, a, i a, sa funkcja x, i ¢, .

4. Model quasi-liniowy

Z (5) i (7) wynika, Ze w otoczeniu wybranego punktu x, i ¢,

rownania obiektu mozemy zastapi¢ réwnaniem rézniczkowym
liniowym postaci

o+aw+a,0=bx+k, 7k, =ka,- ®)

Zbadamy jak parametry modelu @, a,, b, 1 k, zaleza od

punktu pracy. Obliczenia przeprowadzono w zakresie zmiennosci
wartosci x, i g (~1<x,<1, 04<p, <1.5). Na rysunku 4

przedstawiono wykresy przestrzenne wspotczynnikow modelu
W funkcji Xo> @p-
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Blizsza analiza otrzymanych zalezno$ci pokazuje, ze wspot-
czynniki a,, a,> b, i k, wkazdym z obszaréw —1<x,<0,
0 < x, <1 moga by¢ z dobrym przyblizeniem aproksymowane za

pomoca funkcji o nastgpujacych postaciach z odpowiednio dobra-
nymi wspétczynnikami

I

b +b'x," +bip, +bip,’ dla x,20
bo(xoa(”o)

by +b x,” +b, 0, +byp, dla x, <0,

I

+ + + + 2 + 3
( ) ay +aynx, +ase, +asey +ane, dla x; 20
a\Xg, P

- - - S
ay +anx, ta,e, +ape; +age; dla x, <0,

+ + + + 2
Ay +ayx, +aye, +ayp, dla x,20

az(xo,%)z{ ©9)

- - - - 2
Ay +ay X, +an@, +aye, dla x, <0,

1

kyx, + ko, +hpx,p, dla x, 20
k, (xor¢o)

kyxy +kn@, +kpx,p, dla x, <O0.

Po podstawieniu wartosci (9) do rownania (8), a nastgpnie po-
minigciu indekséw przy zmiennych x, i ¢, otrzymujemy model
quasi-liniowy uktadu postaci:

. + + + + 2 + 3 + + + + 2
@+ (ay +a\x+anp+ase” +a,97 )0+ (ay +a, X+ aup+anp o=

=(by +b x> + b+ bl )x+ I x + kLo +kixp
(10)

dla x>0,

.. - - R R N - - -9
@+ (ay,+apx+an@+asp” +a,0")o+(ay +a,X+ang+ayeT)o =

=(by +b x> + b+ b )x + kyx + k0 + kyxp

dla x<0.

250000{51/

Model ten (10) aproksymuje model rzeczywisty (1a, 1b) w szero-
200000, T kim zakresie zmienno$ci x i ¢@.
150000 /
\ / .
¢ . Symul
04" | /0 N 5. Symulacja
wofrad] \\1\ - I / Ponizej poréwnano wyniki symulacji modelu uktadu rzeczywi-
I q stego (1a, 1b) i uktadu quasi-liniowego (10). Na rysunku 5 przed-
157 stawiono sygnal wejsciowy w postaci ciggu schodkow
a o narastajacej amplitudzie. Umozliwia to poréwnanie uktadow
2

w szerokim zakresie zmian sygnatu x i ¢. Rysunek 6 przedsta-
wia wykres predkosci dla obu uktadéw (1a, 1b) i (10). Widaé, ze
uktad quasi-liniowy wiernie odwzorowuje model uktadu rze-
czywistego.

0.75
05
0.25

02 04 o6 o8 1
-0.25
05
-0.75
A

Rys. 5. Sygnat wejsciowy x

Rys. 4. Wykresy 3D wspotczynnikow modelu (7) Fig. 5. Input signal x

Fig. 4. 3D diagrams of the model (7) coefficients
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Rys. 6. Predkosé¢ katowa ramienia manipulatora dla modelu matematycznego
(linia ciagta) i modelu quasi-liniowego (linia przerywana)

Fig. 6. Angular velocity of the robot arm for the accurate (solid line) and
quasi-linear (broken line) model

6. Zastosowanie

Model quasi-liniowy (10) z parametrami jest oczywiscie row-
niez modelem nieliniowym. Powstaje pytanie jaki jest sens zaste-
powania jednego modelu nieliniowego innym modelem nielinio-
wym. Podamy dwa przyktady zastosowan. Po pierwsze zwroémy
uwage ze model quasi-liniowy jest liniowy wzgledem parametrow
obiektu. Model taki moze by¢ wykorzystany w procesach identy-
fikacji metoda najmniejszych kwadratéw, ktéra jest jedna
z najbardziej efektywnych metod identyfikacji. W tym celu roéw-
nania (10) mozemy przedstawi¢ w postaci rownania regresji li-
niowej:

=0"¢, (an

przyjmujac:

TRt Bt Rt Rt ot o+ o+ 4+ 4+ 4+ g4 7+ g+
0=1[b, b by by ay, a), ay, ay; ayy ay, ay, ay, ay ky ky, ks

L g
by by by by ay a), a, a;; ay ay ay Ay ay ky ky kil

¢ =[H(x)x, H(x)x*, H(x)xo, H(x)xp’, — H(x)o,~H(x)xa ,
— H(x)pd ,—H(x)p &,~H(x)p @ , — H(x)o, — H(x)x0 ,—H (x)po,
— H(x)p o, H(x)x, H(x)p, H(x)xp, H(~x)x, H(~x)x’, H(~x)x@,
H(-x)x¢’, — H(-x)&,~H (-x)x& ,—H (-x)po> ,—H (-x)p’ &,~H(-x)p’ @),
- H(-x)o, - H(-x)xo ,—H (-x)pw,~H (-x)p’ o, H(~x)x, H (~x)p, H (-x)xp]",

(=D’w.

K. (D) }—>»{ Obiekt

Rys. 7. Schemat ukladu sterowania z regulatorem niestacjonarnym
Fig. 7. Control systems with non-stationary regulator

Otrzymany model quasi-liniowy moze by¢ réwniez wykorzy-
stany przy projektowaniu uktadu regulacji. Do sterowania ukta-
dem, ktérego wiasnosci zaleza od punktu pracy moga by¢ stoso-
wane regulatory odporne. Sa to regulatory ze statymi parametrami
zapewniajacym wlasciwg prace uktadu w réznych punktach pracy
uktadu. Wykorzystujac model quasi-liniowy mozemy zastosowaé
inne podejscie. Dla ustalonego punktu pracy x, i ¢, wyznaczamy

regulator wykorzystujac klasyczne metody projektowania regula-
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torow dla uktadéw liniowych. Oznaczmy transmitancj¢ tego regu-
latora przez K, (Z)), przy czym wspoétczynniki regulatora zaleza

od X,, ¢,. W celu implementacji réwnania regulatora wyznaczy-
my oceng wartosci ¢ i parametrow sygnatu zadanego r .
W otoczeniu punktu pracy (x,, ¢@,) przyblizona warto$¢ pred-

ko$ci w, mozemy uzyska¢ z réwnania

a, (xy, 9y @y = b(xy, 0%, + ky (Xy, Py ) -

Rozwiazujac to roéwnanie wzgledem x;, otrzymujemy

x, = f(@,,¢,) dla pewnej funkcji f. Stosujemy nastgpujace

prawo sterowania

x=K,,(D)

2= f(F0)-

Otrzymany regulator jest regulatorem nieliniowym. Biezace pa-
rametry transmitancji K zaleza od kata nachylenia ¢ i oceny

przemieszczenia suwaka 3.
Regulator taki z reguly zapewnia lepsza jakos¢ regulacji niz re-
gulator odporny, w ktérym parametry sa stale.

7. Wnioski

Po przeprowadzeniu linearyzacji modelu matematycznego ma-
nipulatora potaczonego z sitownikiem hydraulicznym uzyskano
postaé uproszczong (7), ktora dobrze odwzorowuje zachowanie si¢
modelu uktadu rzeczywistego (la, 1b). Dla modelu quasi-
liniowego drugiego rzedu i modelu matematycznego uktadu si-
townika hydraulicznego sygnaty predkosci pokrywaja si¢ z dobrg
doktadnoscia (rys. 6), dlatego w tym przypadku uproszczenie do
postaci quasi-liniowej (10) jest uzasadnione. Posta¢ quasi-liniowa
moze znalez¢ swoje zastosowanie w procesach identyfikacji
i projektowaniu uktadéw regulacji. Dobre wyniki syntezy hydrau-
licznych uktadéw synchronizacji przemieszczen otrzymuje si¢ na
podstawie uproszczonych zlinearyzowanych modeli matematycz-
nych. W rezultacie tego dynamiczne zachowanie si¢ tych uktadow
niewiele odbiega od dynamicznego zachowania si¢ uktadéw li-
niowych. Dzigki temu syntez¢ mozna przeprowadzié¢ na podstawie
modelu zlinearyzowanego.
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