ISSN 0509-6669

PRACE
INSTYTUTU LOTNICTWA

Kwartalnik naukowy
1/2008 (192)

ANALIZA DRGAN PLYTY
PROSTOKATNEJ Z NAKLEJONYMI ELEMENTAMI
PIEZOELEKTRYCZNYMI

Michat SZMIDT
Instytut Lotnictwa, Warszawa

Wydanie publikacji jest dofinansowane przez
Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego



Redaguje kolegium w skladzie

Maciej Bossak, Zdobystaw Goraj, Marian Jez, Wojciech Kania, Tadeusz Korsak (sekretarz kolegium),
Antoni Niepokdlczycki, Wojciech Potkariski, Kazimierz Szumarnski (przewodniczqcy kolegium), Zbigniew Wotejsza

M. Szmidt
ANALIZA DRGAN PEYTY PROSTOKATNE] Z NAKLEJONYMI
ELEMENTAMI PIEZOELEKTRYCZNYMI

Streszczenie

W pierwszych punktach pracy przeanalizowane sg drgania aluminiowej prostokatnej ptyty, pobudzonej do drgan przez symu-
lujace hatas lotniczy jednorodne ci$nienie akustyczne. Wykorzystana jest teoria ptyt Kirchhoffa. Przyjete jest podparcie przegubowe
wszystkich brzegéw ptyty. Wychodzac od réwnania drgan ptyty tworzone sg kolejne, coraz bardziej ztozone modele drgan uwzgled-
niajgce wiskotyczne tlumienie w materiale ptyty, a takze wymuszenie kinematyczne na dwoch jej brzegach. Nastepnie zbadane sg
drgania jakie wzbudza naklejony na Srodku ptyty prostokatny piezoaktuator pobudzany sinusoidalnie zmiennym napieciem. Do opi-
su obcigzenia pochodzacego od piezoelementu wykorzystana jest teoria dystrybucji. Masa piezoelementu oraz wptyw warstwy
kleju o skonczonej sztywnosci na $cinanie sa pominiete. Poréwnana jest zaréwno postac drgan jak i warto$¢ skuteczna predkosci
drgan poprzecznych punktéw ptyty, pobudzanej ci$nieniem akustycznym oraz sterowanym piezoelementem. Zbadana jest takze
dynamika ptyty z piezoaktuatorem wytrgconym ze stanu zerowych naprezen, poprzez gwattowne przytozenie niezerowego napie-
cia. Do rozwigzania réownan drgan wykorzystana jest metoda rozdzielenia zmiennych Fouriera. Przeprowadzane analizy pozwalaja
wysnu¢ wnioski co do stusznosci koncepcji aktywnego ttumienia drgan poszycia kadtuba samolotu w celu obniZenia poziomu
hatasu w kabinie. Niniejsza praca stanowi merytoryczny wstep do projektu, majacego na celu opracowanie i realizacje koncepcji
aktywno-pasywnego ttumienia hatasu w kabinach niewielkich samolotéw z napedem $migtowym.

M. Szmidt
RECTANGULAR PLATE VIBRATION ANALYSIS WITH BONDED PIEZOELECTRIC ELEMENTS

Summary

The vibration of a rectangular aluminium plate excited by the homogenous acoustic pressure simulating aircraft engine noise
are studied. The Kirchhoff plate is assumed to be simply supported on all edges. Starting from the plate vibration equation,
there are made more and more sophisticated plate vibration models considering viscous damping in the material and kine-
matic excitation on one pair of plate boundaries. Vibrations excited by sinusoidal voltage applied to piezoactuator bonded to
the center of the plate are studied. Partial differential equation of plate motion is solved by means of the Fourier separation
variable method. The piezoelement loading is written by means of a distributed theory. The piezoelement mass and the influ-
ence of a bonding layer with a finite shear stiffnes are neglected. The characteristics of the vibrations and the root mean square
of a vibration velocity excited by acoustic pressure and controlled piezoelement are compared. The dynamics of the plate with
the piezoactuator equilibrium disturbed by the rapidly applied voltage is examined. Obtained results lead to the conclusions ref-
fering to the active damping of a fuselage skin plating vibrations concept of soundproofing. The paper is a preliminary work to
the project of developing and realization of the active-passive internal noise muffling concept in the small propeller aircrafts.
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NbE303JIEMEHTAMHU

Pesrome
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1. 'WPROWADZENIE

1.1. Przedmiot pracy

1.1.1. Omoéwienie zagadnienia

Niniejsza praca stanowi cze$¢ projektu majacego na celu wyciszenie kabin niewielkich
samolotow o napedzie $migtowym. Projekt zostanie zrealizowany we wspétpracy Wydziatu
Samochod6éw i Maszyn Roboczych Politechniki Warszawskiej z Instytutem Lotnictwa
w Warszawie. Problemem, ktérego dotyczy ten projekt, jest niskoczestotliwosciowy hatas,
obecny we wnetrzach samolotéw z napedem $migtowym. Drgania $cianek kadituba
o czestotliwosciach rzedu 50+200 Hz sa trudne lub wrecz niemozliwe do skutecznego wy-
ttumienia tylko metodami pasywnymi (wyktadziny dZwiekochtonne i dzwiekoizolacyjne).
Ponadto montaz elementéw wygtuszajacych podnosi mase samolotu. Jedna z metod ak-
tywnej walki z hatasem jest tzw. ,antyhatas”. Emitowany przez gto$niki dzZwiek, przesuni-
ety w fazie o potowe okresu w stosunku do sygnatu rzeczywistego (majacy te sama
amplitude), w zatozeniu ma skutkowa¢ catkowita redukcjg hatasu. Z sukcesem owa me-
toda jest stosowana w aktywnych ochronnikach stuchu. Jednak w zastosowaniu do wnetrza
kadtuba samolotu nie sprawdzita sie. Prace w tym zakresie prowadzit The Institute for Ae-
rospace Research (IAR) of the National Research Council Kanada. Ostatecznie IAR opraco-
wat i przebadat na pelnowymiarowym modelu kadtuba samolotu system aktywnej redukcji
hatasu w oparciu o konstrukcje inteligentne. Wykazano, ze mozliwa jest redukcja zaré6wno
hatasu jak i drgan catej konstrukcji. Wspétpraca w tym zakresie odbywata sie m.in. z za-
ktadami lotniczymi de Havilland i dotyczyta wtasnie samolotéw o napedzie turbo$migto-
wym. W przypadku polskiego projektu uznano, iz rozwigzania nalezy poszukiwac poprzez
hybrydowe, aktywno-pasywne ttumienie hatasu. Efektem wdrozenia opra-
cowanej w ramach projektu metodyki zmniejszenia hatasu bedzie zwiekszenie konkuren-
cyjnosci produkowanych w Polsce samolotow.

1.1.2. Aktywne ttumienie drgan za pomoca piezoelementéw

Pierwsze wzmianki w literaturze naukowej o zastosowaniu elementow piezoelektrycz-
nych do utworzenia tzw. konstrukgc;ji inteligentnych* w zastosowaniu do aktywnego ttu-
mienia drgan pochodza z potowy lat 1980. Jest to stosunkowo mtoda dziedzina nauki, ale
bardzo obiecujaca i wciaz dynamicznie rozwijana (Tylikowski, Przybytowicz [1]). Swiad-
czy o tym rowniez tematyka i poziom zaawansowania prac dotyczacych piezoelementow
zaprezentowanych na Pierwszym Kongresie Mechaniki Polskiej, ktory odbyt sie w sierpniu
2007 roku. Piezoelektryczne elementy sa niedrogie, mate, niewiele waza i majg prosta bu-
dowe, przez co nie modyfikuja znaczaco dynamicznych wiasciwosci macierzystej struk-
tury. Sterowane nieduzymi napieciami (ponizej 1kV), cechuja sie matym poborem mocy
(prady sterowania liczone w mA) oraz duza sprawnoscia (rzedu 50%). Szybko reaguja na
przytozone napiecie dzieki czemu moga pracowac przy duzych czestotliwo$ciach (do
5000 Hz). Sa w stanie generowac duze sity (naprezenia okoto 35 MPa) zapewniajac jed-
nocze$nie wysoka precyzje odksztatcenia wzglednego (liczone w promilach). Stanowia
wiec potencjalnie bardzo dobry materiat do konstrukcji zaréwno wzbudnikoéow jak i czuj-
nikow drgan. Wiele tytutéw interesujacych prac z literatury dotyczacej konstrukcji inteli-
gentnych, w szczego6lnosci tych konstrukcji, w ktérych zastosowano piezoelementy
znajduje sie w artykule [2].

* Konstrukcje inteligentne - struktury majace mozliwo$¢ autodiagnozowania lub autonomicznej zmiany swoich wia-
$ciwosci by dostosowac sie do zmiennych warunkéw srodowiska w jakim pracuja
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Piezoelektryczne aktuatory i czujniki z powodzeniem zastosowano w zamknietej petli
sprzezenia zwrotnego Bailey i Hubbard [3], a takze Newman [4]. Dimitriadis, Fuller i Rogers
[5] rozszerzyli jednowymiarowa teorie opisujaca model belki z naklejonymi aktuatorami pie-
zoceramicznymi na cienkie ptyty z dwuwymiarowymi piezoelementami.

Model dynamiczny belki podpartej przegubowo z piezo elektrycznym aktuatorem na-
klejonym po jej obydwu stronach (na gérnej i dolnej powierzchni) zostat opracowany przez
Tylikowskiego [6]. Rowniez Tylikowski [7] uzyt dynamicznego modelu belki z naklejonymi
aktuatorami i sensorami do wprowadzenia strategii kontroli Liapunowa uzytecznej zwtasz-
cza w uktadach, w ktérych wspétistniejg aktuatory i czujniki. Dynamiczne naprezenia od
odksztatcen na powierzchni belki zostaty wyznaczone z uwzglednieniem sprzezenia dy-
namicznego pomiedzy belka i aktuatorem oraz z uwzglednieniem skonczonej grubosc
(i sztywnosci) warstwy Kkleju.

Wptyw obecnosci warstwy kleju o skoriczonej sztywnos$ci na $cinanie, na charaktery-
styki czestotliwo$ciowe drgan poprzecznych ptyty, naprezen stycznych w warstwie kleju
i przemieszczen radialnych aktuatora, pokazuja wyniki analitycznej pracy Tylikowskiego
[8]. W innej pracy tego samego autora [9] zbadano wptyw odklejenia sie fragmentu pie-
zoaktuatora od macierzystej struktury na odpowiedz dynamiczng konstrukcji. Rozpatrzono
przypadek belki oraz cienko$ciennego watu kompozytowego. Catosciowy dynamiczny
model belki z piezoelektrycznym aktuatorem zaproponowat Pietrzakowski [10]. Lee i Moon
[11] wprowadzili nowe roztozenie czujnikdw/aktuatoréw, ktére mierzg i wywotuja po-
szczegOlne postacie drgan. Tzou wraz z Fu [12] przeanalizowali modele ptyty z poseg-
mentowanymi czujnikami oraz aktuatorami i wykazali, iZ podziat piezoelementéw polepsza
mozliwoSci obserwacji i kontroli uktadu. Réwniez Tylikowski [13] zasymulowat drgania
cienkiej ptyty i tarczy z naklejonymi posegmentowanymi piezoaktuatorami. Zaprojekto-
wane przez Kumara, Bhalla’ego i Crossa [14] piezoelektryczne aktuatory ze statymi wia-
Sciwos$ciami w szerokim pasmie czestotliwosci, wydaja sie by¢ wtasciwymi do zastosowania
uktadach podlegajacych wymuszeniu stochastycznemu charakteryzujacemu sie wystepo-
waniem szerokiego spektrum czestotliwo$ci. Piezoelektryczne wiokna wprowadzane
w materiaty kompozytowe moga stanowic¢ alternatywe dla stosowanych dotychczas mo-
nolitycznych tat naklejonych na powierzchni struktury macierzystej. Wptyw ksztattu na
funkcjonalnos¢ piezoaktuatora zostat zbadany przez Pourki’ego [15]. W nowatorskiej pracy
Tylikowski [16] przeprowadzit analize obszaru stateczno$ci drgan parametrycznych plyty
poddanej dziataniu sit jawnie zaleznych od czasu dziatajacych w ptaszczyznie sSrodkowej,
z uwzglednieniem sprzezenia elektromechanicznego (napiecia generowanego na aktu-
atorze pod wplywem odksztatcenia) tak, by spetni¢ rownanie warstwy wykonanej z ma-
teriatu piezoelektrycznego.

1.1.3. Obiekt rzeczywisty

Samoloty, o ktérych mowa w poprzednim punkcie, przedstawione sg na ponizszej foto-
grafii. S3 to polskie konstrukcje, zaprojektowane i wytwarzane przez znane i cenione
o$rodki mysli technicznej takie jak Instytut Lotnictwa w Warszawie (I-23), Polskie Zaktady
Lotnicze w Mielcu (M-28) oraz firme Marganski & Mystowski z Bielska-Biatej. Do analizy
wibroakustycznej wybrana zostata struktura samolotu M-28. Jest to dwusilnikowy gérno-
ptat o napedzie turbo$migtowym, konstrukcji metalowej (nitowanej). Zadecydowaty o tym
nastepujace czynniki:

- wystepuje w wersji transportujacej ludzi (19 miejsc pasazerskich),
- jego konstrukcja jest stale dopracowywana,
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- jest produktem eksportowym (odbiorcy w USA, Wenezueli, Kolumbii, Wietnamie, In-
donezji i Nepalu),

- jest produkowany w najwiekszej (sposréd wymienionych) liczbie egzemplarzy,

- opis matematyczny struktury metalowej (M-28) jest zdecydowanie prostszy niz kom-
pozytowej (I-23).

Fot. 1. Od lewej, od gory kolejno: M-28 Skytruck/Bryza, AT-3, EM-11 Orka, I-23 Manager

Fot. 2. Prawa burta ogona Irydy.
Linie nitéow wyznaczajq opisy-
wane prostokqty
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Po zapoznaniu sie z modelem MES konstrukcji tego ptatowca zadecydowano, Ze szcze-
gbétowej analizie poddana zostanie aluminiowa ptyta (modut Younga £ = 70,6 MPa, liczba
Poissona v = 0.3) o grubosci A= 0,59mm, i wymiarach 350 mm x 90 mm. Stanowi ona naj-
mniejsza, niejako podstawowag ,jednostke” poszycia kadtuba samolotu. A jej wymiary
mozna uznac za typowe (usrednione) dla wiekszoSci prostokatéw wyznaczonych przez
wregi i podtuznice.Ogledziny samolotow Iskra oraz Iryda (fot. 2.) potwierdzity stusznos¢
dokonanego wyboru wskazujac jednoznacznie, iz 6w element (stosunek bokéw okoto 1:4)
budowy ptatowca, jest charakterystyczny dla poszycia typowej metalowej konstrukcji lot-
niczej. Oznacza to, ze wyniki pracy tatwo bedzie mozna odnie$¢ do innych podobnych sa-
molotow takich, jak wspomniany juz AT-3 lub bedacy stale w uzytkowaniu Antonow An-8
(protoplasta M-28).

1.2. Zdefiniowanie celu i zakresu pracy

1.2.1. Zalozenia

Do analizy wybrano fragment poszycia kadtuba samolotu M-28 (ptyta prostokatna). Ka-
bina ptatowca nie jest hermetyczna wobec czego nie ma potrzeby uwzgledniania (okoto
dwukrotnej dla maksymalnego putapu wynoszacego 6000 m) réznicy pomiedzy ci$nie-
niem panujacym we wnetrzu samolotu a ci$Snieniem atmosferycznym panujgcym na ze-
wnatrz. W pracy catkowicie pominieto wplyw wszelkich zewnetrznych naprezen
btonowych wystepujacych w rzeczywistoSci w poszyciu kadtuba. Z literatury [17] wiemy
jednak, ze w przypadku $ciskanych fragmentdw poszycia czestosSci wtasne drgan tych ptyt
beda nizsze niz czestosci wiasne drgan ptyty nie poddanej dziataniu sit $ciskajacych. Na-
tomiast w przypadku ptyt przenoszacych naprezenia rozciaggajace sytuacja jest odwrotna.
Jak juz nadmieniono przeanalizujemy drgania aluminiowej ptyty prostokatnej o grubosci
0,59 mm o wymiarach poprzecznych a = 350mm, b = 90mm. Ptyta jest podparta przegu-
bowo na wszystkich brzegach, co zaznaczono na ponizszym rysunku schematycznym (rys.
1.1). Przyjety sposob podparcia (p. przegubowe) nie odzwierciedla wiernie rzeczywistego
sposobu mocowania ptyty, ktorej brzegi sa nitowanie do wreg i podtuznic. Wiemy jednak,
ze w przypadku ustrojéw cienko$ciennych wptyw warunkéw brzegowych wraz z odlegto-
$cig szybko zanika, czynigc nasz model pod tym wzgledem wystarczajgco dobrym przy-
blizeniem realnego obiektu.

Rys. 1.1. Analizowana plyta
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Do analiz wykorzystamy teorie ptyt Kirchhoffa. W tym celu przyjmiemy nastepujace za-

tozenia upraszczajace:

- proste prostopadte do powierzchni sSrodkowej ptyty pozostaja rowniez prostymi pro-
stopadlymi do odksztatconej powierzchni srodkowej,

- naprezenia w kierunku prostopadtym do powierzchni srodkowej zaniedbywalnie mate
w poréwnaniu do innych naprezen,

- grubosc¢ ptyty jest wielokrotnie mniejsza od jej pozostatych wymiaréw,

- ugiecie plyty jest tego samego rzedu wielkoSci co grubosc¢ ptyty,

- przemieszczenia styczne do powierzchni srodkowej sg znacznie mniejsze od ugiecia
w kierunku prostopadtym,

- skladowe stanu odksztatcenia sg mate.

Zrédtem hatasu jest $migto. Czestotliwo$é tego dzwieku jest iloczynem predkosci obro-
towej (wyrazonej w obr/sek) i liczby topat $migta. W naszym wypadku przyjmiemy, ze wy-
nosi 100 Hz. Fala dZzwiekowa jest falg podtuzng kulista. Jednak majgc na uwadze niewielkie
wymiary ptyty w stosunku do odlegtosci jaka dzieli jg od Zrédta dZwieku (stosunek jak 1:5
lub mniej dla odleglejszych cze$ci kadtuba), z dostatecznie dobrym przyblizeniem mozemy
przyjac, iz ciSnienie akustyczne jest jednorodne (state) wzdtuz wymiaréw ptyty. O ile nie
zaznaczono inaczej, powyzsze zatozenia obowigzywac beda w catej pracy. W rozdziatach,
w ktérych analizowane sg drgania wywotane naklejonym piezoelementem pominiemy
mase piezoceramicznej taty, a takze wptyw warstwy kleju o skonczonej sztywnosci na $cia-
nie.

1.2.2. Sformulowanie zadania

Efektem zrealizowania projektu badawczo rozwojowego bedzie zaproponowanie meto-
dyki zmniejszenia hatasu wewnetrznego poprzez aktywng redukcje drgan $cianek kadtuba
ptatowca. Sama redukcja drgan osiggnieta zostanie poprzez odpowiednie sterowanie pie-
zoceramicznymi aktuatorami, wzbudzajacymi takie drgania ptyty, ktére wspotistniejac
z drganiami wymuszonymi hatasem od $migiet poskutkujg zmniejszeniem poziomu ci-
$nienia akustycznego wewnatrz samolotu. Za kryterium oceny poprawy warunkéw aku-
stycznych w kabinie samolotu przyjeto warto$¢ skuteczng predkosci drgan ptyty. Wartos¢
skuteczna niesie informacje o energii zjawiska, a jednocze$nie ma wymiar wielkosci fi-
zycznej - stad jej duza przydatno$¢ w badaniu proceséw szybkozmiennych.

Celem pracy byto przeanalizowanie drgan ptyty prostokqtnej, przed naklejeniem piezo-

elementéw oraz po ich naklejeniu, pod kqtem mozliwosci zastosowania zaproponowanej me-
tody redukcji hatasu.
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2. MODEL DRGANIOWY PLYTY PODDANE]
WYMUSZENIU AKUSTYCZNEMU

2.1. Wyprowadzenie zaleznosci

W tym punkcie zajmiemy sie drganiami ptyty, o ktérej byta mowa w punkcie 1. Jej sztyw-
no$¢ walcowa oznaczono przez D. Nie uwzgledniamy ttumienia wewnetrznego. ROwnanie
rézniczkowe wymuszonych drgan ptyty bez thumienia ma postac:

O w(z,y,t)
ot*

W tym przypadku wymuszenie stanowi ciSnienie akustyczne jednorodne wzgledem
zmiennych z, y (p, = const), zmieniajace sie w czasie z czestotliwoscia v

p(z,y,t) = p,sin(v t). (2.2)

Réwnanie (2.1) jest rownaniem niejednorodnym o jednorodnych warunkach brzego-
wych ((2.6), (2.7)). Mozna je rozwigza¢ metoda rozdzielenia zmiennych (Fouriera).

DA*w(w,y,t) + ph = p(z,9,1). (2.1)

w(z,y,t) = Z Z T W (z,y), (2.3)
m=1 n=1
funkcje wtasne W, (z, y) przewidziano w postaci
. |mmx| . |[nmy
W (z,y)= sm[ . ]sm[ ) ] (2.4)

Spetniaja one dobrze zatozenia tj. zerowe przemieszczenia poprzeczne ptyty na brze-
gach i brak momentu reakcyjnego na brzegach. Przemieszczenia opisuje zalezno$¢ (2.4),
natomiast momenty gnace dane sg wzorami

2 2
A@:Dﬁwuw+yawum

Y

2 2
aQWg(/ ) anaV? (25)
M” :D x7y +V x7y) .
z x? ay?

Powyzsze zatozenia mozna zapisa¢ w postaci odpowiednich (jednorodnych) warunkow
brzegowych

Wmn(()’ y) =0, Van (aa y) =0, (2.6)
W,_.(0,y) =0, W,_.(b,y) =0,
oraz
oW, 05 oW, (00)
2 O’ | 2 O’ | (2.7)
0 Wmn(O, Y) _0 0 W'"m(b, Y) _0
oy’ ’ oy’ ’

po podstawieniu zaleznosci (2.3) do rownania (2.1) i obliczeniu odpowiednich pochod-
nych czastkowych lewg strone rownania mozna zapisa¢ w postaci
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T N N

m=1 n=1 m= a
gdzie
4 2 2 4
IeY — m + 2 m n_ﬂ- + E
" a a b b || (2:9)
Prawa strone rownania rozwiniemy w szereg Fouriera
SN . |mmz| . |n7w
(z,y) = Zzap [ sm[ y] (2.10)
m=1 n=1 a b
wspotczynniki a,,,,,, sa okreslone zaleznoscig

4 P . |mmx| . |nmy
a, ZE[[pz(x,y)sm[ . ]sm[T]dxdy (2.11)

po dwukrotnym scatkowaniu po obszarze [0, a| x [0, b], otrzymujemy
_4p (cos(mm) —1)(cos(nm) — 1)

mn7r2

(2.12)

Py

Zatem mozna zapisa¢ prawa strone rOwnania w nastepujgcej postaci

b sin(vt)i ZOC: 4p_(cos(mm) —1)(cos(nm) — 1) “in mwx] i [%] 213)

2
m=1 n=1 mnm a

Obydwie strony roéwnania mozna pomnozy¢ przez funkcje ortogonalne

ibsm e ]31 [‘7 y] anastepnie dwukrotnie scatkowac¢ po obszarze [0, a] x [0, b], co pro-
a a
wadzi do warunku
nen (2.14)
m=j,

wobec czego, lewa strona wyglada nastepujaco:

a

o] o o o o o

a prawa strona roéwnania

P — sinfyy o) = Deonlm) =) L [L] [ iy

g’ ab a

dzdy,  (2.16)

Catka
a b . '7'(' ab
ffsm [ ]sm [ y]d:vdy =— (2.17)
L% b 4

zatem réwnanie (2.1) przyjmuje postac

o, DT, (t) + ph ! jif;t) _ 4p.(cos(im) —”1)2(cos(j DD inwe.  (218)
s
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Do réwnania wstawi¢ mozna co nastepuje:
OéijD =k
ph =m
T, (t)=y (2.19)
4p_(cos(im) —1)(cos(jm) —1) P
i

by otrzymac réwnanie oscylatora harmonicznego (bez ttumienia) z wymuszeniem:
ky + my" = Fsin(vt). (2.20)

Jest to réwnanie niejednorodne, wobec czego jego rozwigzanie przyjmiemy jako sume catki
ogolnej réwnania jednorodnego i catki szczeg6lnej rownania niejednorodnego.

y =y, +u,. (2.21)

Catke ogdlng y; RJrdéwnania (2.20) wyznaczymy postugujac sie podstawieniem Eulera
y=-e". (2.22)

Réwnanie charakterystyczne ma wyznacznik ujemny, wiec otrzymujemy dwa rézne pier-

wiastki zespolone
|k
=0
m

\/; (2.23)
To= iy —.
m

Zatem catka ogolna y; rownania (2.20) jest rGwna
El e
m

E
m

Catki szczegoélnej y, RN szukamy metodg przewidywan

y, = C| cos + C, sin

y, = C,sin(vt) + C, cos(vt) (2.25)
po podstawieniu powyzszego do rownania (2.20) otrzymujemy
[Cg (k: — ml/Q)} sin(vt) 4+ [04 (k: — ml/Q)} cos(vt) = F'sin(vt) (2.26)
Wynika z powyzszego, iz jesli F oraz (k-mv?) sa rozne od zera, to state
F
¢, = P
k—mv (2.27)
C,=0.

PowyzZsze zatozenia oznaczajg, iZ rownanie opisuje drgania wymuszone, a czestotliwos$¢

wymuszenia musi by¢ rézna od czestotliwosci drgan wtasnych uktadu (rezonans). Do wy-

k
razenia (2.24) w miejsce pierwiastka \/% wstawmy @. Mozemy juz zapisac catke ogdlna

réwnania (2.20). Ma ona postac:
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y = C| cos(wt) + C, sin(wt) + LQ sin(vt). (2.28)
k—mv

State C; oraz (3 wyznaczymy przyjmujac nastepujace warunki poczatkowe
y(t =0)=0

St =0) =0 (2.29)
wynika stad, ze
1 0,
Fv 1 (2.30)
—
Co pozwala zapisac¢ gotowe rozwigzanie rdwnania (2.20)
y= P— [sin(yt) — gsin(wt) ’ (2.31)
czyli, jesli cofna¢ podstawienia (2.19), znalezliSmy rozwigzanie rownania (2.18)
I ()= 4p (cos(im) — 1)(cos(jm) — 1) sin(wt) — 2 sin(w 1)|. (2.32)
Y z'j7r2,0h(cuij2 — %) w, K

W metodzie Fouriera poszukujemy rozwiazania bedacego iloczynem funkcji 7(¢) i W(z, y).
Poniewaz rozwigzali$my zaréwno zagadnienie brzegowe (W(z, y)), jak i poczatkowe
(T(t)), mozemy juz zapisa¢ kompletne rozwigzanie réwnania opisujacego poprzeczne prze-
mieszczenia punktéw drgajacej ptyty. Ma ono nastepujgca postac

S E]

Ostatnim etapem jest obliczenie wartosci skutecznej predkosci drgan ptyty. Jak juz wspo-
mnieliSmy w rozdziale pierwszym, zdecydowano sie na te wielko$¢, poniewaz pozwala
bezposrednio analizowac proces drganiowy pod wzgledem energetycznym. Jej kwadrat
natomiast, czyli warto$¢ sredniokwadratowa (zwana réwniez ,amplituda mocy”), jest
wprost proporcjonalny do mocy zrodta dzwieku. Wielkos¢ ta zdefiniowana jest jako pier-
wiastek ze Sredniokwadratowej (w przedziale czasu od ¢; do %,) wartosci predkosci, sca-

tkowanej po obszarze ptyty [azb].

00

x, 4p_(cos(im) — 1)((:08(]7r) —1)
w(z,y,t)
Z:; g ph( — %)

(2.33)

sin(vt) — Y sin (W,-jt)] sin
W, :
ij

t2 a

f f f (z,y,t) dxdydt

Vs = | =1 (2.34)

Procedura ze skryptu najpierw (numerycznie) oblicza vp;,¢, a nastepnie z wyznaczo-
nej liczby wyciagany jest pierwiastek. Zwré¢my uwage, ze rozwigzanie w(z, y, t) jest suma
i - jfunkcji wtasnych. Zatem v(z, y, t) rowniez jest suma i - j funkcji wtasnych. Oznacza to,
ze by¢ w zgodzie z definicja vy, musimy najpierw obliczy¢ sume ztozona z 7 - j funkcji
wiasnych v(z, y, t) a dopiero potem jg podnie$¢ do kwadratu i scatkowac po dz, dy, dt.Jed-

nak taka kolejno$¢ wykonywania dziatan okazuje sie by¢ znacznie bardziej czasochtonna,
niz na pozor btedna metoda: obliczenia sumy kwadratow (zamiast kwadratu sumy).
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Jednak, gdy zauwazymy, ze wszystkie catki ,mieszane” gdzie i = j sa zerowe, to mamy
pewnos¢, iz ten sposob obliczania vp,,q jest poprawny. Dzieje sie tak, poniewaz dla 7 = j
.. |imx .| gy . . . .
funkcje sin|——| oraz sin T sg wzajemnie ortogonalne. Powyzszy tok rozumowania
a

zostat sprawdzony i jego stuszno$¢ potwierdzona numerycznym eksperymentem. Uzys-
kano w ten sposéb przynajmniej o rzad wielkoSci krotszy czas obliczen vy .

2.2. Rezultaty obliczen i wnioski

Na ponizszych wykresach na osiach pionowych odtozone zostato wychylenie poprzeczne
punktow plyty w metrach. Przebieg czasowy potozenia punktu Srodkowego ptyty, przy
wymuszeniu akustycznym 120 dB o czestotliwosci 100 Hz, przedstawiony jest na poni-
zszym rysunku (¢ - j = 100). Przebieg czasowy wychylenia punktu srodkowego ptyty jest
funkcjg okresowg (o czestotliwosci 12 Hz), lecz nie jest funkcja trygonometryczng - zatem
nie mozemy go nazwac¢ dudnieniem pomimo, zZe powstat w wyniku ztozenia dwdch funk-
cji trygonometrycznych: drgan wiasnych ptyty (187,9 Hz) oraz wymuszenia akustycznego.

0000z N
00001 ég
e i i
f ;
0 L T ! il iL. i é

§ gl I § m
000001
-&m&

Rys. 2.1. Wychylenie punktu srodkowego ptyty w funkcji czasu

Posta¢ drgan ptyty (i - j = 100) pokazana jest na rysunkach 2.2 oraz 2.3. Dominuje pierw-
sza posta¢ drgan wtasnych, cho¢ widoczny jest takze nieznaczny udziat rowniez piatej (trzy
potfale po z, jedna po y) postaci drgan wtasnych (rys. 2.2).
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10°®

Rys. 2.2. Pigta postaé¢ drgan
wtasnych plyty

0.06
008

Rys. 2.3. Pierwsza, dominu-
jaca postaé drgan wlasnych
piyty

Obliczenia vy, ze wzgledu na czasochtonnos$¢ ich wykonania zostaly przeprowadzone
dla i- j = 25 funkcji whasnych. Srednia z przedziatu czasu od 10. do 12. sekundy drgan
przy wymuszeniu 100 Hz vy ;6 wynosi 0,005851 m/s. Parametry obliczen dobrane tak, by
btad wzgledny nie przekraczat 2 %. Pozostate wyniki przedstawiono w tabeli.
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Tab. 2.1. Zestawienie vy W zaleznosci od czestotliwosci wymuszajqcej

Czestotliwos¢ Wartos¢
wymuszenia [Hz] vrums [m/s]

50 0,00226

60 0,00281

70 0,00342

80 0,00410

90 0,00490

100 0,00585

110 0,00701

120 0,00849

130 0,01043

140 0,01315

150 0,01726

180 0,09089

185 0,25008
187,87 60,8044
190 0,35450

200 0,06278

220 0,02496

240 0,01672

Drgania wzrastajag wraz ze wzrostem czestotliwo$ci wymuszajacej. Dla wymuszenia
187,87 Hz (pierwsza czestotliwos$¢ wtasna) uzyskujemy rezonans, wéwczas obliczona wg

powyzszego algorytmu vp ¢ osiaga 60,8 m/s.

Whnioski

Przy zatozonych parametrach fizycznych uktadu, wzbudzana jest gtéwnie pierwsza po-
sta¢ drgan wtasnych (rys. 2.3). Rokuje to dobrze w kierunku aktywnej redukcji drgan. Mia-
nowicie, najprawdopodobniej wystarczy umieszczenie na ptycie tylko jednego aktuatora,
co jest istotnym uproszczeniem zaréwno uktadu sterowania, jak i montazu. Przetozy sie to
wprost na koszt i tatwo$¢ zaaplikowania zaproponowanej metodyki redukcji hatasu w rze-
czywistej konstrukcji.
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3. MODEL DRGANIOWY PLYTY PODDANEJ] WYMUSZENIU
AKUSTYCZNEMU Z UWZGLEDNIENIEM WISKOTYCZNEGO
TEUMIENIA WEWNETRZNEGO

3.1. Wyprowadzenie zaleznosci

W drugim drganiowym modelu ptyty uwzglednimy wiskotyczne ttumienie wewnetrzne.
W tym celu do réwnania (2.1) dodany zostanie czton odpowiedzialny za uwzglednienie
tarcia w materiale. Ptyta, jak nadmieniono w rozdziale pierwszym, wykonana jest z bla-
chy aluminiowej, wiec wptyw ttumienia wewnetrznego nie powinien by¢ bardzo duzy. Jed-
nak mozemy oczekiwa¢, ze drgania uktadu nie bedg juz narastaty do nieskonczonosci
w przypadku rownosci czestotliwosci wymuszajacej i ktorejs z czestotliwosci drgan wias-
nych. Przyjmujemy, Ze warto$¢ statej petzania A nie jest zalezna od wychylenia (brak nie-
liniowoS$ci). Oczywiscie takze i tym razem korzystamy z metody rozdzielenia zmiennych
Fouriera przyjmujac, Ze rozwigzanie dane jest iloczynem (2.3) funkcji zaleznej od czasu
i funkcji brzegowej. Zatozenia sie nie zmieniaja, wiec warunki brzegowe (2.6) i (2.7) za-
chowuja wazno$¢, a co za tym idzie nie ma potrzeby zmiany postaci funkcji W(z, y) (2.4).

ow(z,y,t) 32 (z,9,1)
- 'Y 7 _I_ - Y 7
ot ph

DA*w(z,y,t) + ADA® Py

= p(z,y,1), (3.1)

Prawa strona rownania drgan ptyty nie ulega zmianie. Po wymnozeniu przez funkcje or-
togonalne i scatkowaniu po obszarze ptyty jest dana zaleznoscia:
4p_(cos(im) —1)(cos(jm) —1)

— sin(vt)., (3.2)
s

P =

Natomiast lewa strona rownania (3.1) zostata rozbudowana o czton zwigzany z thumie-
niem. Obecnie dana jest suma trzech sktadnik6w, mozna zatem dalej zajmowac sie jedynie
owym nowym cztonem
du(z,y,t)

ot

L'= DA’

: (3.3)

a reszte sktadnikéw sumy, bez powtarzania obliczen, przepisa¢ z poprzedniego modelu.
Po podstawieniu (2.3) do powyzszego, otrzymujemy

= T ( sin |72 | | PTY
)\DZZ - [ ]sm[ ; ] (3.4)

m=1 n=1 a

‘s : . 4 | limx| . | g7y .
Pomnézmy powyzsze przez funkcje ortogonalne ” sin | —|sin = a nastepnie dwu-
a

a

krotnie scatkujmy po obszarze [0, a|x[0, b], co sprowadzi (uwzgledniajac warunek (2.14)
wyrazenie (3.4) do postaci

b

4AD a d . .
L'===a, f = A [”] 1n2[”;y]dxdy. (35)
0

Wykorzystujac (2.17) zapiszemy
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dT (t)
L'=a DN\——, (3.6)
Y dt
i dodajmy ten sktadnik do lewej strony rownania (2.18), by otrzymac peing lewg strone

réwnania (3.1)

dT (t d*T (t
0, p 5O

L= aijDﬂj(t) + a, DA ;t e (3.7)
Mozemy juz zapisa¢ réwnanie (3.1) w catosci
a DT (1) +a DA ar,® ph T8 _ 4p,(cos(im) — 1(cos(ym) ~ 1) sin(vl).  (38)
v Y dt dt’ ijm’
Ponownie dokonajmy podstawienia (2.19) uzupetniajac je tylko o statg thumienia
c=a, DA (3.9)

W wyniku czego otrzymaliSmy rownanie drgan wymuszonych oscylatora harmonicz-
nego z ttumieniem wiskotycznym.

ky + cy'+ my" = F'sin(vt). (3.10)
Réwniez i tym razem rozwigzanie powyzszej zalezno$ci przewidujemy w postaci (2.21).

ZnajdZzmy wpierw catke ogélna. W tym celu dokonajmy podstawienia Eulera (2.22), ktére
doprowadzi nas do réwnania charakterystycznego o postaci

mr® +cr+k=0. (3.11)

Wyznacznik tego rownania moze przyjmowac wszystkie trzy wartosci (ujemna, zerowa
lub dodatnig), a ktdéra z nich przyjmie zaleze¢ bedzie od wartosci statej petzania 4. Roz-
patrzmy te przypadki:

a) wyznacznik ujemny - tlumienie podkrytyczne

A=c"—4mk <0 <=> A< | 7—=— (3.12)

woéwczas otrzymujemy dwa rézne pierwiastki zespolone

—c + iNdkm — ¢

n= )
2m
3.13
. _—c+i\/4km—02 ( )
2 2m I

a zatem catka og6lna ma postac

Sl U Vakm — ¢
y, =e > |C"cos| ———1

1

t (3.14)

2m 2m

+C)f sin[

Vakm — ¢’ ] .

b) wyznacznik zerowy - ttumienie krytyczne

A=c—4mk =0 <=> A< Aph l. (3.15)
Do w
ij iy

Wowczas rownanie (3.11) ma jeden pierwiastek podwojny
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r,=—-—:, 3.16
1,2 2m ( )
a catka ogo6lna réwna sie
v, =e 2 (C't+C,)) (3.17)
c) wyznacznik dodatni - ttumienie nadkrytyczne
A=c—4mk >0 <=> A > dph i, (3.18)
Da. — w.
i ij
oznacza, iz sg dwa rézne pierwiastki rzeczywiste
—c 4+ et —4mk
he 2m ’
3.19
r_—c—V02—4mk ( )
! 2m ’
prowadzace do catki ogélnej jak nastepuje
70—\/(:2—4mkt 7c+\/(:2—4mkt
y =Ce 2 +Cje (3.20)

Znajdziemy teraz metoda przewidywan catke szczegbélng réwnania niejednorodnego
(3.10). Tak, jak w poprzednim przypadku, tak i teraz przewidujemy ja w postaci (2.25). Po
obliczeniu pochodnych i ich podstawieniu otrzymujemy wyrazenie

(k;03 —cvC, — mu2C3)sin(Vt) + (k:C'4 + vl — mVQC4) cos(vt) = Fsin(vt), (3.21)
dzieki ktéremu mozemy zapisa¢ uktad dwéch rownan pozwalajacy na wyznaczenie sta-

tych C5oraz C;
kC, —cvC, — ml/203 =F

3.22
k04+CV03—m1/204:0 ( )
state te wynosza
C, = r )
2.2
(k- m?) 4"
k—mv’
Y
O - k —mv’ (3.23)
L fkeme) s
—mv?
a wowczas catka szczegdlna RN (3.9) przyjmuje postac
F .
Yy, = ——|sin(vt) — %cos(ut) ) (3.24)
(k;—my2>—|— c'v k—mv
—mv
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wespot z kazda z trzech (3.14), (3.17) oraz (3.20) catek ogélnych RJ tworzy trzy kom-
pletne rozwigzania RN. Wyznaczymy teraz brakujgce state catek og6Inych. W tym celu mu-
simy obliczy¢ pierwsze pochodne rozwigzania rownania (3.10), dla wszystkich trzech
przypadkow

2
y' = [COS (vt) + —— sin(vt) | +
(k —mv? my
_c ,/ ,/ 2
_Le 2mt Clﬂr 4km t + C a - 4km c t +
2m 2m
= p \/4km —c 4k:m Vakm — ¢ Nakm — ¢
Ea —C| +C,° cos t
2m 2m
2
y', = [cos (vt) + ——sin(vt)| +
(k — mv? m’
—mv?
¢ R (3.25)
—%6 <Clt+02>+€ Cl
2
y' = [cos (vt) + ———sin(vt)| +
(k my2 —|— ¢y m/*
k — my?
o Vc 4mk 7c+\/0274mk
—l—CC 4mk o + o c+Nc —4mk o t
2m
przyjmujac zerowe warunki poczatkowe (2.29) mozemy wyznaczy¢ ich wartosci
F
Cla 2 2 = 2. 27
k* —2kmv? +mPvt + v
L(CZ +2m’v* — 2km>
Vakm — ¢
C a _ m C
: k —2kmv® + m’vt + AP
Fv c(c ++c — 4km) + 2m<m1/2 - k)]
(c N — 4km)
C'= ,
' kK —2kmv® +m*vt + v (3.26)
b Fev
2k —2kmi? + mit +
C c _ 2va2

1 )
et — 4km (02 — N —4km + 20Pm® — 2km
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2Fvm*Nc® — 4km
—4km (602 — N —4dkm +2miVt — ka) + (2m2u2 —c 4 eV — 4km)

C) =

Nie cofajac podstawien (2.19) (3.9) zapiszmy gotowe rozwigzanie rownania (3.8)

T.podk"l‘(t) — F > 5 Sin(Vt) - LQCOS(Vt) +
ij (k_mVZ)_i_L k—mv
k—mv?
Jakm — &
vcos| ———t|+
N Fe 6*2%} 2m
k2 . 2]{7)711/2 _|_ m2y4 + 02V2 (CQ + 2m21/2 _ ka) Sln mt ’
Nakm — ¢* 2m

jwukr(t) _ F — [sin(yt) — v cos(vt)|+

(k:—mrf)-l— cr b

k—mv?
g c(c 4 m) +2m (mv* — k) (3.27)

t+cf,

_.I_
k —2kmv? + m*v' + AP (C _J& = 4km)

F
Tij"“dkr(t) = — [sin(ut) — LQCOS(I/t) +
(k—my2)+ cv k—muv
2
—muv :
2Fl/m2 76*\/62 74kmt
_|_ m _|_

e
et — 4km (02 — V' — dkm + 20°m? — ka)

_ 2Fvm’\¢® — 4km e_wt
4km (602 — cm +2m*? — ka) —c (277121/2 -+ CM)

By otrzymac wyrazenia opisujace poprzeczne przemieszczenia punktéw ptyty wystar-
czy powyzsze rownania uzupetnic o funkcje wiasne (2.4)

>\ & ] j Fe
w” ™ (z,y,t) = sin(22) sin (7Y :
(.9 ;; (a) (b)kQ—kaV2+m2V4+C2I/2
ot Nakm — ¢* (¢* +2m’v? —2km) . |Ndkm —c*
-e ™ |vcos t|+ sin t],
2m \/4k‘m —c 2m
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Jmy Fv. eiﬁt
b |k —2kmv® + m*v' + VP

c(c ++c — 4km) + Zm(mz/2 — k:) (3.28)

t+cf,
(C—V02—4km)

(1) — Zzsm[ ]Sm

=1 j=1

w" ™ (z,y,t) = Z Z sin [ﬁ] sin [%] .
a

=1 j=1
N & —4km "

2Fvm?* 5
m +

e
et — dkm (02 — N — 4km +20°m? — ka)
B 2Fvm*Nc® — 4km 6,7C+ ifkmt

4km (602 — N —4km +2mPt — ka) - (277121/2 —F 4V — 4km)

Statg petzania A okreslimy za pomocg ilorazu i, gdzie 2h = — (2 19), (3.9). Jesli chcemy
W

wykonac¢ obliczenia dla ttumienia podkrytycznejgo ow 1loraz musi zawierac sie w prze-

dziale < 0,1 [18]. Dla thumienia krytycznego iloraz rowna sie doktadnie jednosci, natomiast

w przypadku thtumienia nadkrytycznego, jest wiekszy od jednosci. Z inzynierskiego punktu

widzenia ttumienie w aluminiowej ptycie nalezy przyjac jako stabe podkrytyczne. Jednak

prowadzac rozwazania czysto teoretyczne w niniejszym rozdziale rozpatrzymy roéwniez

drgania silniej ttumione. W tym momencie stata petzania 4 staje sie funkcjg indeksow i1 ;.

Dla pierwszej czestosci wtasnej, przy A = 0,05 przyjmuje wartos¢ 0,00008471 s.

ij

3.2. Rezultaty obliczen i wnioski

Na osiach pionowych odtozono wychylenie poprzeczne punktéw ptyty w metrach. Prze-
bieg czasowy potozenia punktu srodkowego ptyty przy wymuszeniu akustycznym 120 dB

o czestotliwos$ci 100 Hz, oraz 4, ; = 0,00008471 s przedstawiony jest na ponizszym ry-

sunku (7 - j = 100). Widoczne sa szybko gasnace drgania wtasne. Drgania ustalone odby-
waja sie z czestotliwoscig 100 Hz.
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8x1076

6x10°6

4x10°8

2x10°6 -

002 0, 0,06 008 010
-2x10°

-4x10°%
-6x10"

-8x10°6

Rys. 3.1. Wychylenie punktu srodkowego ptyty w funkcji czasu (ttumienie stabe podkrytyczne)

Dla ttumienia krytycznego te same przebiegi wygladaja nastepujaco

8x10°8
6x10°8 =
4x10°6 -

2x10°6

g_

0,02 0 0,06 0,10

-2x10°6
-4x10°8
-6x10°%

-3x10°8 =

Rys. 3.2. Wychylenie punktu Srodkowego ptyty w funkcji czasu (ttumienie krytyczne)

h
a dla ttumienia nadkrytycznego |— = 2|.
w

ij
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6x10°6

4x10°%

2x10°6 S

i T 1 T T
002 004 006 003 010

_zxm-ﬂ -

-4x10°

Rys. 3.3. Wychylenie punktu Srodkowego ptyty w funkcji czasu (ttumienie nadkrytyczne)

Wida¢ jak amplituda wychylen punktu srodkowego ptyty nieznacznie maleje wraz ze
wzrostem ttumienia. Od okoto 16 um, dla ttumienia stabego podkrytycznego, przez okoto
10 pum dla ttumienia krytycznego, do okoto 5um dla ttumienia nadkrytycznego.

Postac¢ drgan ptyty (i - j = 100) przedstawiono na rysunku 3.4. Poza pierwsza postacia
drgan wtasnych praktycznie nie ujawniajg sie inne (wyzsze). Ttumienie jest stabe pod-
krytyczne. Przy wiekszej wartosci statej petzania posta¢ drgan jest taka sama.

-16
p3s 03 ‘ x

Rys. 3.4. Posta¢ drgan plyty
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Obliczenia vy, ze wzgledu na czasochtonnos$¢ ich wykonania zostaly przeprowadzone
dla i - j = 25 funkcji wtasnych. Srednia z przedziatu czasu od 10. do 12. sekundy drgan
przy wymuszeniu 100 Hz v ,,o wynosi 0,014020 m/s. Pozostate wyniki w tabeli:

Tab. 3.1. Zestawienie vy s W zaleznosci od czestotliwosci wymuszajqcej

Czestotliows$¢ wymuszenia Wartos$¢ vgys

[Hz] [m/s]
50 0,00170
60 0,00211
70 0,00257
80 0,00308
90 0,00368
100 0,00439
110 0,00525
120 0,00635
130 0,00778
140 0,00976
150 0,01269
180 0,04468
185 0,05621

187,87 0,05883
190 0,05739
200 0,036675
220 0,01788
240 0,01230

Ttumienie wewnetrzne znacznie zmniejszyto amplitude drgan w rezonansie. Drgania
ptyty powoli narastajq wraz ze wzrostem czestotliwos$ci. Krok obliczen 10 Hz zapewnia
wystarczajaca rozdzielczos¢ dopdki nie zblizymy sie do rezonansu. W otoczeniu pierwszej
czestotliwosci wtasnej obserwujemy rezonans. Jest ,rozmyty” wtasnie ze wzgledu na wy-
stepujace w uktadzie thtumienie.

Whnioski

Juz nawet niewielkie ttumienie wewnetrzne (stabe podkrytyczne) wystarcza, by rezo-
nans charakteryzowat sie drganiami tylko o rzad wielko$ci wiekszymi, niz przy czestotli-
wosciach wymuszajacych znacznie odbiegajacych od pierwszej wtasnej. Bez ttumienia
réznica byta az o cztery rzedy wielkosci.
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4. MODEL DRGANIOWY PLYTY PODDANE] WYMUSZENIU
AKUSTYCZNEMU ORAZ KINEMATYCZNEMU

4.1. Wyprowadzenie zaleznoSci

W niniejszym punkcie zajmiemy sie analizg drgan ptyty Levy’ego, tj. ptyty swobodnie
podpartej na dwéch przeciwlegtych brzegach i o swobodnych (w naszym wypadku pod-
danych wymuszeniu kinematycznemu drganiami podtuznic) pozostatych dwoch brzegach.
Ttumienie wewnetrzne w tym i kazdym kolejnym rozdziale zostanie uwzglednione. Czesto-
tliwos$ci drgan podtuznic przyjmiemy jako rowne pierwszym czestotliwo$ciom wtasnym
drgan belki, przegubowo podpartej na obydwu swych konicach o sztywnoSci gietnej takiej,
jak sztywnoSci gietna kazdej z podtuznic. Gotowe rozwigzanie tego zagadnienia znaleZ¢
mozna w monografii Osinskiego [18]. Czestotliwos¢ ta dana jest wzorem

EIk/
w, = )
pF

(4.0)

gdzie

- pierwiastek réwnania charakterystycznego wynosi 7/ a (k; = 8,98 m™),

jest modutem Young’a materiatu podtuznicy aluminium PA7 (E = 71 MPa),

- jej gestoscig (p = 2799 kg/m?),

- geometrycznym modutem bezwtadnosci przekroju poprzecznego belki liczo-
nego wzgledem osi obojetnej zginania (/ = 0,27 - 102 m*),

F - polem przekroju poprzecznego belki (£ = 6,13 - 10° m?).

~ 0
I

Wyznaczona z powyzszego pierwsza czestotliwo$¢ drgan wiasnych o, réwna sie 85 Hz.
Gdyby przyja¢ model belki o konicach utwierdzonych woéwczas o by wynosita 193 Hz.
Podtuznice nie sg bezposrednio sztywno zwigzane z wregami, w zwigzku z czym zadecy-
dowano, Ze blizszy rzeczywistosSci jest model ,przegubowy”. Amplitude drgan podtuznic
przyjmiemy arbitralnie na poziomie wyznaczonej w poprzednim rozdziale amplitudy drgan
wywotanych wymuszeniem akustycznym, tj. 0,01 mm. Na jednym brzegu bedzie to
0,01 mm, a na drugim 90% tej wartos$ci, by zasymulowac¢ naturalne dla rzeczywistych
struktur niesymetrycznosci. Dwa brzegi pozostajace w spoczynku odpowiadajg krancom
plyty podpartej na wregach. Drgania wregi, czyli profilu tworzacego zamknietg krzywoli-
niowg obrecz, same w sobie stanowig nietrywialne zagadnienie, nazbyt skomplikowane, by
zostaty uwzglednione w niniejszej analizie.

Nie pomijamy dotychczasowego wymuszenia ci$nieniem akustycznym. TakzZe i tym
razem skorzystamy z metody rozdzielenia zmiennych Fouriera przyjmujac, Ze rozwigzanie
dane jestiloczynem (2.3) funkcji zaleznej od czasu i funkcji brzegowej. Zatozenia sie zmie-
nity, wiec warunki brzegowe réwniez musimy zmieni¢. Dla bokéw o dtugosci b zachowuja
wazno$¢ warunki (2.6) i (2.7), natomiast dla bokéw o dtugosci a zachowuje wazno$¢ je-
dynie warunek (2.7). Natomiast warunek na przemieszczenia przyjmijmy w postaci dwoch
funkcji

a

§,(z,t) = A sin(w )sin [H] dla y = 0,

§,(z,1) = A, sin(w )sin (4.1)

”—“”] dlay = b,
a

ANALIZA DRGAN PLYTY PROSTOKATNEJ Z NAKLEJONYMI ... 27



gdzie w,, jest obliczong pierwsza czgstotliwoscig wiasna drgan podtuznicy, natomiast Ay,
A, sa zatozonymi amplitudami drgan tych belek. Samo réwnanie opisujace drgania ptyty
nie ulega zmianie (3.1), lecz w tej sytuacji staje sie ono r6wnaniem niejednorodnym z nie-
jednorodnymi warunkami brzegowymi (4.1). By je rozwigza¢ musimy sprowadzi¢ je do
réwnania o jednorodnych warunkach brzegowych. Uczynimy to dokonujac podstawienia

52 (.Z‘, t) B 51(33, t)
h

gdzie w,,,. (%, y, t) ma postac¢ (2.3). Po obliczeniu odpowiednich pochodnych i przenie-
sieniu na prawg strone rownania cztonéw zwigzanych z wymuszeniem kinematycznym
otrzymujemy ,nowe” rownanie drgan ptyty, ktérego tym razem warunki brzegowe s3 jed-
norodne (2.6), (2.7).

w(z,y,t) = & (2,1) + y+w, (7,91), (4.2)

ow Jt 0w Yt
nmm( y ) + h nmm( y )

DAanowe (.CL‘, Y, t) + )\DAZ = p(.fl)', Y, t) +
ot’
4 4 (4.3)
+ A +—— A4 A1 sm[ . ][phw sin(w t) — D 2—4 sin(w t) — Aw D Z—4cos(wpt) :

Nastepnie rozwinmy w szereg Fouriera prawg strone tego rownania. W tym celu sko-
rzystamy ze wzorow (2.10) i (2.11). Jesli skorzystamy z rozdzielnoSci mnozenia wzgledem
dodawania, to nie bedziemy musieli liczy¢ catki z catego wyrazenia, a jedynie z jego nowej
czesci, ktorg nastepnie dodamy (catka sumy = sumie catek) do cztonu zwigzanego z cis-
nieniem akustycznym (juz rozwiniety w szereg (2.13) ). Okazuje sie jednak, iz gdy do wzoru
(2.11) podstawimy cztony odpowiedzialne za wymuszenie kinematyczne to po wykonaniu
obliczen otrzymamy zero. Jest to spowodowane tym, Ze one juz sg rozwiniete w szereg
(jednowyrazowy). Rozpatrzmy wiec dwa nastepujace przypadki:

a) gdy m> 1, a n dowolne,
b) gdy m =1, a ndowolne.

W pierwszym przypadku, jak juz nadmienili$my, cztony odpowiedzialne za wymusze-
nie kinematyczne sie zeruja, co w prostej linii prowadzi doktadnie do rozwigzania z punktu
trzeciego. NiZej zajmiemy sie tylko przypadkiem, gdy m > 1, a n jest dowolng liczbg catko-
witg z przedziatu > 1, o0). Po rozwinieciu w szereg (pamietajac, ze m > 1) czton pochodzacy
od wymuszenia ci$nieniem akustycznym przyjmuje postac

P (2,)= i_ SPZ(COS(TL;T) —-1) Sin[lﬂx]sin [mry . (4.4)

n=1 nmw a b

Rozwinmy teraz czton o swojej genezie w wymuszeniu kinematycznym. Ponownie sko-
rzystamy w tym celu ze wzoréw (2.10), (2.11)

< 2(A — A cos(nm
$ 24 = doostom)

pl»n'n(x’ y) = 1n

17mc} sin [ﬂ] . (4.5)
a b

n=1

Zgodnie ze schematem postepowania kolejnym etapem jest pomnoZenie oby-
dwu (na razie tylko prawej) stron rdéwnania przez funkcje ortogonalne
4 [m:

—sin

; ]sin [%] , a nastepnie scatkowanie wyrazenia po obszarze ptyty. Prowadzi to
a

a

do warunku n = 5. Catka
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a b

ff.glmz . o nmy
sin sin

D% a b

W rezultacie otrzymujemy ,nowa” prawa strone réwnania drgan ptyty

dzdy — Zb (4.6)

4 4
—8p,(cos(jm) — 1)sin(vt) + 27m(A — A, cos(jm)) phwf sin(w t) — D%sin(wpt) —Aw D %COS(th)
a a
RLDIHF = -2 (47)
Jm

Z lewa strong réwnania (4.3) postepujemy analogicznie jak z lewg strong rownania (3.1).
Po przeksztalceniach otrzymujemy

L =a, DT (t DA 45,¢) h 1,0 4.8
nowe alj lj( )+a1j dt +p dt2 ’ ( ' )
nastepnie dokonamy podstawienia
ozUD =k,
ph =m,
ozljD)\ =c,
T, (t)=u(t), (4.9)
8p._(cos(jm) —1)
- ) = akust?
g
. t
2(4, — 4, cos(jm)) [,ohw; -D a4]
T = kinl?
J i
2(4, — A cos(jw)))\wpDa—4
. = Ecin?’
Jm

by zapisa¢ rownanie (4.3) w postaci sprowadzonej do rownania opisujgcego model o jed-
nym stopniu swobody

ky+cy'+my"=F

aku.

L Sin(wt) + F sin(w t) 4+ F, cos(w ). (4.10)

Rozwigzanie tego rOwnania sktada sie z sumy catki og6lnej i szczegdlnej. Catka ogélna
(rownania jednorodnego) w zaleznosci od charakteru ttumienia rozbija sie na trzy przy-
padki, doktadnie takie same jak w poprzednim punkcie ((3.13), (3.16), (3.19)). Catke szcze-

g0lna 1, znajdziemy metoda przewidywan
y, = C;sin(vt) + C, cos(vt) + C; sin(w t) + C cos(w t). (4.11)

Gdy podstawimy powyzsze oraz odpowiednie pochodne do (4.10), a nastepnie upo-
rzadkujemy wyrazy, z tozsamosci otrzymamy uktad czterech liniowych réwnania z czte-

rema niewiadomymi pozwalajacy obliczy¢ wartos$ci wszystkich czterech statych C;, C, Cs,
Co
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kC, + cC, —m*C, =0,
kC, —cvC, — m1/203 =F

akust’?

|kC, —cw €, —mw *C, = F, (4.12)

kinl?

2
‘kcﬁ + prcs) —mw, Cy = B

stad
2
— F:Lkmst<k — mv )
St + B — 2km? + mit ’
C _ P;kustcy

4 Y

v + k= 2kmu? + mi?
F (k- mpr) +cw F

C — _ p kin2
’ CQWPQ + K — kaw; + m2wp4 ’ ( )
4.13

C — F;fml(k - mpr) + CW]JF;WLQ

6

T T 2 2 2 4°
cw, +k —kawp —|—mwp

Podstawmy wyliczone state do wyrazenia (4.11) a nastepnie, dodajmy tak obliczong
catke szczegdlna, do kazdej z trzech catek ogolnych rownania (4.10). OtrzymaliSmy tym
samym trzy (zalezne od charakteru ttumienia) rozwigzania tegoz rownania. W przypadku
ttumienia podkrytycznego

Fp (k= mw?) = o)

v + k= 2kmy’ + miy
F (k—mw?)+cw F
kml( 4 ) P~ kin2 . (Sin(th) — COS(Wpt)) +

B cgwp2 + K= 2kmwp2 + mep4

4.14

Ndmk — ¢ ; V4mk02]t ( )
2m ,

T (sin(mf) + COS(Vt)) +

a

-

+e 2m . 01“ cos
2m

+ 02“ sin[

ttumienia krytycznego

F ((k — mv?) —cz/)
akust .
Yy = -(sin(vt) + cos(vt) | +
© AV 4+ k= 2kmyt + mPt ( 1) ( ))
F. (k—mw?®)+cw F
n P

p kin2

- (sin(wpt) — cos(wpt)) +

W K~ 2w+ mw, (4.15)

o (crt+c)),

i thumienia nadkrytycznego
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F ((k —mv?) — cy)

akust

R + k? —2kmuv? +mir
F._ (k- mwf) +ewF,

kinl P

: (sin(ut) + cos(wﬁ)) +

S

- (sin(wpt) - cos(wpt)) +

N Cw’ k= 2kmw? +miw (4.16)
767\/6274mkt 7c+\j6274mkt
+ Clce 2m + 0266 2m

Brakujace state C,¢ Gy, C}%, Cyb, C}¢ Cy° parami wyznaczymy korzystajac z warunkow
poczatkowych

y'(t=10)=0, y'(t=0)=0, ‘(t=0)= (4.17)
“(t=0)=0, y''(t=0)=0, “(t=0)=0, '
skad
Cc" = F:Lkru,stcy _ F;lecwp + Eﬁin?(meZ B k)
! vt + k2 — 2kmu’ + mPut C:Q(,up2 + k- 2kzmwp2 + m2wp4 ’
o Elkust(62y2 —2mu(k — mv?)) F.v, (2m(mwp2 —k)+ 02) +F, clk— mw;)

Y Jdkm— ¢ (*V® + K —2kmv” +m’v?) Jakm — ¢ (c2wp2 + K - 2k‘mu)p2 + m2w1)4)

F

akust

2
v(k —mv?) + £y
2m

b

! vt + K —2kmu? + mAt

c
(F (k —mw*)+ F, cwp) w + %<Fm2(mwp2 —k)+ F,mcwp)

kinl kin2

b

2 2 2 2 2 4
Cw + k- 2kmwp +m w, (4.18)

2
C b — CVF;kust sz'n? (mwp - k) + 'P;einlcwp
? vt + k= 2kmiu® + m*? CQwPQ + k- kawP2 + meIf 7

1 (Qm(k —mv*)+ (c— e — 4km)cz/) —cv

oc — 2c
! v+ k= 2kmy? + mit

1 /
?C (2mwp B (C o 62 o 4km >) ' (Efml (k o meZ) + EﬂianwP)] + 'F;cinl(k - meZ) + Eﬂianwb

akust

+

2 2 2 2 2 4
Cw +k —2kmwp +mwp

E. 12m(k —mv®)+ (c =N — 4km)cv] N
, vt 4+ k= 2kmu? + m*ut
P 2| [2mw —(c—~e —4km)|[F, (k—mw )+ F_cw ]|

c2wp2 + K= kaw; + mepA‘

Tym samym znaleZliSmy wszystkie state potrzebne do zapisania rozwigzania rownania
4.10.
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E . ((k —mv®) — cy)

2. 4

v+ k- 2kmy2+my
(k—mw, +cw F,

p~ kin2

- 2
fcwp + kK —2kmwp —|—me

: <sin(1/t) + cos(ut)) +

a

: (sin(wpt) - cos(wpt)) e

kml

4
akustcy sznlcw + 'F;qu( 2 - k)

W4 = 2kmut + mivt P wp + k- kawp + m2wp4

F_ (v —2mu(k —mv?))

akust +
4km — (v’ + K —2kmv” +mPvt) ) [wﬁlmk . t]
sin | ———

F w (Qm(mwp2 —k)+ 02) + F c(k— mwpz) .

kinl

2m

[\/4mk‘02 ]
-cos| ————t |+

2m

(4.19)

Vdkm — ¢ (c2cup2 + K - 2kmwp2 + m2wp4)

F;kust ((k —mv®) — cz/)
P K = 2kmyt + m™t
k—mw, )+ cw F

p kin2 .
— -{sin(w t) —cos(w t)] +
¢’ wp Ny - kawf + mep“ ( (@,0 , )>

Yy, = : (Sin(vt) + Cos(mf)) +

kml (

akust

2
v(k —mv®) + £y
2m

| vt + k= 2kmy® + mPut ot

e c
te 2 . (ka(k —mw, N+ F. cw )wp +%(F}m2(mw; —k)+ F_ cw )

A

kin2 kinl

c? wp + K- 2kmwp2 + me 4

cvF E o (mw ) — k) + B cw, (4.20)

akust kin2 kinl

+
vt + K = 2kmu? + m*? CQwPQ + k* — kawp +m? wp

akuet ((k mV - CV) .
= sin(vt) + cos(vt)) +
Ye (:21/2 + k? — 2kmi? + m*? ( 1) ( ))
(k— mw, )—i—cwp . ( _ 707\/027;4mkt
- T (sin(w t) — Cos(wpt)) +e
c? wp +k —2kmwp +m’ w,

%(2772(1{: —mv?) + (c —e” — 4km)cu) —cv

v+ k= 2kmi? + mi!

S (2mwp —(c—~e’ —4km)) ( (k —mw )+Qinzcwp)

2c

kml

akust

+

+ F, (k—mw, )+ F cw,

kin2

w4k —2%kmw?®+miuw?
P V4 Y4

F. [Zm(k’ —mv®) + (c =N — dkm)ev N

akust
2 ) ) D 4 c+N¢” —4dmk
k‘ kal/ m v ‘ (2 L

2¢ [2mw —(c—\jc —4km)|[F_ (k- mw, N+ F ] (4.21)

ka

c wp + k= kawp +m wp
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Aby otrzymac explicite rozwigzania zagadnienia poczgtkowego rownania (4.3), naleza-
toby cofna¢ podstawienia (4.9). Nie uczynimy tego, poniewaz bezcelowe jest wprowadza-
nie niepotrzebnie rozbudowanych wzoréw. Pamigtamy tylko, ze ya = T, ", y, = T},
a y.= T,"", natomiast pod oznaczeniami m, k, c kryja si¢ odpowiednio: bezwtadnos,
sztywno$¢ i thumienie uktadu. Jesli pomnozymy rozwigzanie zagadnienia poczatkowego
przez odpowiednie rozwigzania zagadnienia brzegowego (zgodnie z 2.3) otrzymamy peine
rozwiazania w,,,,.(z, y, t). Zwré¢my uwage, iz w mysl podstawienia (2.3) kompletne roz-
wigzanie tego modelu stanowi suma rozwigzania w,,,,,.(z, y, t) oraz funkcji wymuszajacej.
Zapiszmy wiec finalne rozwigzanie modelu opisujace drgania ptyty pobudzonej jednocze-
$nie wymuszeniem kinematycznym i akustycznym. Dla : = 1 oraz j dowolnego natural-
nego przyjmuje ono postac nastepujacg (4.22)

A, sin(w,) Sm[ ] A sin(w Sm[:‘]

w”™ (z,y,t) = A sin(w )sin i Y+
a b
sin| 22 |sin| £ |
a b
F ((k—mv*)—cv
e ( ) : (sin(ut) + cos(ut)) +

Wk — kau + m*!

M-
NgE

¢
k/nl(k mw ) + cw[)ﬂ'in? 5t

4= — - (sin(w t) —cos(w t)| + e 2™ -
cwp +k2—2l<:mcup2 —|—chup4 ( ( p) ( 4 ))

I
A

ch—l—F

a,kustcy _ kinl /»1112( - k)

VK = 2kmyt +mPt wp + K — 2k:mwp + mep'i

2m

[\/4mk —c J
- COS t

akust (CQUQ - me(k — ’ITL]/2)) n

\/4kzm — (VB — 2k + m?) sin[wmmk — t]

F w (Qm(me2 —k)+ 02) + ok —mw ?) '

kinl™ p

(4.22)

4km — ¢ (czcup2 + Kk — 2kmwp2 + mep4)

A dla i naturalnych ré6znych od 1 oraz j dowolnego naturalnego, przyjmuje postac do-
ktadnie jak w modelu bez wymuszenia kinematycznego tj. (4.23)

SNENN 1 ~1 —1
W (5 ) = Zzsin[m []Wy p_(cos(im) —1)(cos(jm) —1)
i a b | i (%D( + V) — phv?)
w2
iy
2 4.23
sin(vt) — 2ve sin (u),.t (4— w,..z)\Q)) (4.23)
242 K K
w, \/(4 w “A%)

Analogicznie wyglada rozwigzanie dla ttumienia krytycznego (4.24)
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A, sin(w, Sln[ ] A sin(w )sin [Zx]

" (z,,t) = A sin(w,)sin| | + . Y+

acllb=m)=0) o)

vt + k= 2km? + mA!

~

v F (k—mw )+ cw F
i=1 j=1 _ - k;nl( - 14 ) p~ kin2 - '(Sin(w t)—COS<w t))+
cw’”+k —2kmwp —l—mwp ! ?
2
2 c
E |vk—mv’)+ QmVJ
vt + k= 2kmy® + mPvt bt
,Lt C 9
te . _( E o (k—mw, *) + F o, )wp —l-%(l;}m(mwp —k)+ F, cw, )
Cw? +k = 2kmw* +m'w
ek, . 1*—']W.n2(7rm)p2 — k) + F, o,
V4 E = 2kmy’ + myt c2wp2 + k- 2kmw1U +m? wp (4.24)
oraz dla ¢ naturalnego réznego od 1 oraz j dowolnego naturalnego (4.25)
w, 2\

i

4p,(cos(im) —1)(cos(ym) —1) sin(vt) — vte 2 (4.25)
s (ozl]D(l + vA) — phv?)

st SSuffof

=2 j=1
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i nadkrytycznego

. A, sin(w)sin [TZE] — A sin(w,)sin [ﬂ:]
w" ™ (z,y,t) = A sin(w ) sin|—| + Y+
a

b
. |imx| .
sin| —|sin
a

F,_. ((k —mv?) — CZ/)

Jmy

U 4k — 2?4+ mi . (sin(l/t) + cos(yt)) +
Eﬂim(k - meZ) + cwp}i;m,m ,C*mt

- (sin(wpt) — cos(wpt)) +e 2m

T 2 2 2
Cw 4k —=2kmw” +mw

1w st i(2771(745 —mv’)+ (c— Ve’ — 4km)cu) —cv
2.2 -

— - - - +
e vt 4+ k= 2kmu’ + mA!
1 5
5 (mep —(c—Nc* - 4km)) . (F;m(k — mwpz) + ﬂinzcwp)] + Emn(k - mpr) + F}ﬁwcwp

CprQ + k- 2]<:mcup2 + mzwp4

. 2m(k— mv®) + (c — N ¢ — dkm)cv]
ARUS] - + ' 5 -
Ut + K — 2%kmi? + mivt e —amk,

N . 2m

2| [2mw —(c—~e* —4km)|[F, (k—mw®)+ F, cw ]

kin2 P

Cw? 4k —2kmw*+miw !
r p P
a dla 7 naturalnego réznego od 1 oraz j dowolnego naturalnego

4p (cos(im)—1)(cos(jm)—1)

w" ™ (z,y,t) = Z > sin [ m:c} sin []Zy

=2 =1 a ijr’ (a,D(1+vA)— phv?*)
w ? w.?
. Zionfem i S e o)
sin(vt) — Y e 2 g e 2 o
2 2
w.],\/()\ w, —4)
Uwaga

(4.26)

(4.27)

Ten model drganiowy plyty, pomimo chwilowego zaniechania wymuszenia kinema-
tycznego, $cisle - przyjecia amplitud drgan podtuznic A;, A, = 0, dawat rezultaty nie do-
ktadnie takie same, jak model bez wymuszenia na brzegach. Spowodowane jest to btedem
w tej czeSci wyprowadzonych wzordw na ugiecie ptyty dla « = 1, w ktérych wystepuje wy-
muszenie akustyczne. Doprowadzono w sztuczny sposéb do peinej zgodnosci obydwu
modeli sumujac wszystkie rozwigzania dla modelu bez wymuszenia kinematycznego
(z punktu trzeciego), a w cztonach rozwigzania z wymuszeniem kinematycznym wprowa-

dzono F

st = 0. ZWazywszy na to, ze petne rozwigzanie jest suma wszystkich powyzszych

sktadnikéw, a réwnania rézniczkowe sg liniowe, postepowanie takie nie jest btedne.

ANALIZA DRGAN PLYTY PROSTOKATNEJ Z NAKLEJONYMI ...

35



4.2. Rezultaty obliczen i wnioski

Na ponizszych wykresach przedstawiona jest posta¢ drgan ptyty wywotanych wymu-
szeniem kinematycznym na jednym tylko jej brzegu. Amplituda wymuszenia to 10 pm,
a jego czestotliwo$¢ zmienia sie od 40 Hz do 5000 Hz. Tak szerokie spektrum, pozwala na
dokonanie interesujgcych obserwacji. Widzimy, ze dla 40 Hz a nawet 60 Hz, odksztatcenie
(posta¢ drgan) ptyty ma charakter quasi-statyczny tj. powierzchnia odksztatconej ptyty
jest nadal prostokreslna. Dopiero od 80 Hz wyraznie zaczyna zarysowywac sie tuk, w jaki
wygina sie ptyta, ktorej posta¢ drgan odpowiada pierwszej postaci drgan wiasnych. Pierw-
szg peing péifale obserwujemy dopiero przy wymuszeniu okoto 150 Hz. Analizujac liczbe
potfal w jakie wygina sie ptyta mozemy zaproponowac ,empiryczny” wzdr pozwalajacy
prognozowac liczbe tychze potfal, w zaleznosci od czestotliwo$ci wymuszenia kinema-
tycznego jednego jej brzegu. Niestety trudno$ci w ustaleniu doktadnych czestotliwosci, dla
ktérych mozna zaobserwowac¢ wyrazne linie weztowe (niezbedne do zliczenia pétfal) to
uniemozliwit. Linie zerowych wychylen widoczne na rysunkach 4.10+4.12 nie sg liniami
weztowymi, gdyz w trakcie drgan nie zachowuja statego potozenia.

10°

002 404

Y
Rys. 4.1. Posta¢ drgan ptyty pobudzanej na jednym brzegu (czestotliwos¢ wymuszenia 40 Hz)

006 gg5 03
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0

60 Hz)

$¢ wymuszenia

y3

Rys. 4.2. Posta¢ drgan ptyty pobudzanej na jednym brzegu (czestotliwo

0,08

0,06

80 Hz)

$¢ wymuszenia

>3

Rys. 4.3. Posta¢ drgan ptyty pobudzanej na jednym brzegu (czestotliwo
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Rys. 4.4. Postaé drgan ptyty pobudzanej na jednym brzegu (czestotliwos¢ wymuszenia 100 Hz)
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Rys. 4.5. Posta¢ drgan ptyty pobudzanej na jednym brzegu (czestotliwosé wymuszenia 125 Hz)
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0.0 y
Rys. 4.6. Posta¢ drgan ptyty pobudzanej na jednym brzegu (czestotliwos¢ wymuszenia 150 Hz)

0,02
0,0 Y

Rys. 4.7. Posta¢ drgan ptyty pobudzonej na jednym brzegu (czestotliwos¢ wymuszenia 200 Hz)
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00 0,02
Rys. 4.8. Posta¢ drgan plyty pobudzonej na jednym brzegu (czestotliwos¢ wymuszenia 500 Hz)

10°

0,0 0,02 0,04 0,08 0,08

Rys. 4.9. Posta¢ drgan plyty pobudzonej na jednym brzegu (czestotliwos¢é wymuszenia 1000 Hz)
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Rys. 4.10. Posta¢ drgan ptyty pobudzonej na jednym brzegu (czestotliwos¢é wymuszenia 2000 Hz)

10°

0,0 0,02 0,04 0,06 0,08

Rys. 4.11. Posta¢ drgan plyty pobudzonej na jednym brzegu (czestotliwosé¢ wymuszenia 5000 Hz)
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Ponizej widzimy trzy wykresy postaci drgan ptyty obrazujace jak silny jest wptyw statej
ttumienia. W przypadku pierwszym mamy do czynienia ze stabym ttumieniem podkry-
tyczny e = 0,05, wdrugim A = 0,5, a w trzecim z ttumieniem krytycznym LA =1 (ko-

Wi Wi ii
lejno A = 0,0000847 s, A = 0,0008471s, A =0,0016942 s). Wida¢ wyraznie jak w miare
wzrostu ttumienia coraz stabsze drgania dosiegaja drugiego (specjalnie w tym celu, chwi-
lowo nie pobudzanego) brzegu ptyty. Jest to swego rodzaju dynamiczne usztywnienie ptyty.
Im wieksze ttumienie, tym bardziej lokalny charakter majg drgania ptyty. Zjawisko to
bedzie jeszcze lepiej widoczne w kolejnym punkcie.

10°
10°
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09 002 004 006 008 0o 002 004 008 008

¥ ¥

10°

Rys. 4.12. Posta¢ drgan ptyty pobudzonej na jed-
nym brzegu dla réznych wartosci statej petzania

(patrz opis)
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Obliczenia vp,,qze wzgledu na czasochtonnos$¢ ich wykonania, zostaty przeprowadzone
dla i - j = 25 funkcji wlasnych. Czestotliwo$¢é wymuszenia akustycznego 100 Hz. Srednia
z przedziatu czasu od 10. do 10,1. sekundy. Jak wynika z poprzedniego rozdziatu warto$¢
skuteczna predkosci drgan ptyty bez wymuszenia kinematycznego wynosi 0,00439 m/s,
a vp s plyty poddanej takiemu wymuszeniu (o czestotliwosci 85 Hz) 0,00448 m/s. Wzrost
jest zaledwie okoto 2%. Gdyby$Smy przyjeli model podtuznicy o konicach utwierdzonych
(a nie podpartych przegubowo), woéwczas czestotliwo$¢ wymuszajaca brzegi ptyty wzro-
staby z 85 Hz do 193 Hz powodujac tym samym (przy zachowane;j tej samej 0,01 mm am-
plitudzie) wzrost vp;,50 381% az do wartosci 0,01671 m/s.

Whnioski

Powyzsze spostrzezenie jest bardzo wazne, gdyz wprost prowadzi do istotnego wnio-
sku, iz doktadna identyfikacja drgan podtuznic, bedzie waznym etapem realizowanego pro-
jektu.
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5. MODEL DRGANIOWY PLYTY PODDANE] WYMUSZENIU
HARMONICZNEMU POCHODZACEGO OD NAKLEJONEGO
ELEMENTU PIEZOELEKTRYCZNEGO

5.1. Wyprowadzenie zaleznosci

W niniejszym punkcie zajmiemy sie analiza drgan ptyty pobudzonej do drgan naklejo-
nym na jej Srodku jednym prostokatnym piezoelementem. Napiecie na piezoelektryku
bedzie zmieniato sie sinusoidalnie z czestotliwoscig v. Wymiary poprzeczne tatki to !/, od-
powiedniego wymiaru gabarytowego ptyty. Symbolicznie przedstawiona jest na ponizszym
rysunku (5.1).

Rys. 5.1. Plyta z naklejonym piezoelementem

Jej grubos$c¢ zostanie dobrana tak, by warto$¢ skuteczna predkosci wzbudzonych drgan
byta réwna vp ;¢ drgan wywotanych hatasem. Piezoelektryk zostanie opisany funkcja

ksztattu F(x, y). Jej warto$ci to 1 tam, gdzie znajduje sie aktuator oraz 0 na calym pozo-
statym obszarze ptyty. Funkcja ksztattu wyrazona jest za pomoca funkcji Heaviside’a w na-

stepujacy sposob
gyt gl _a|
2 2 2 2

Do réwnania opisujacego drgania ptyty piezoelektryk zostanie wprowadzony jako sku-
piony moment gnacy roztozony rownomiernie na brzegach naklejonej tatki (rys. 5.1).

82Mm“ (z,y,t) N 82Mya (z,9,t)
ox’ oy’

F'(z,y) = (5.1)

2

b
Hly——+—

H :c—g+a—
2 2

d*w(z,y,t)

t2

2
3w@w¢)+

+ ADA?
ot?

DA’w(x,y,t) + ph

=0. (5.2)

Jesli przeniesiemy nowe cztony na prawg strone, lewa strona stanie sie doktadnie taka
sama jak w rozwigzanym juz modelu z punktu drugiego. Wobec tego ponizej zajmiemy sie
tylko nowg prawg strong réwnania (5.2). Sktadajgce sig¢ na nig momenty gnace M, i M,,
ktére faktycznie stanowig wymuszenie sitowe. Opiszemy je w ten oto sposéb

d

31

d

32

M, (2,y,)
M *(z,y,t)

= CoyF“(I,y)-

a

(5.3)
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gdzie ( jest stalag uwzgledniajaca elektromechaniczne sprzezenie pomiedzy materiatem
ptyty i naklejong tatg z piezoceramiki. Wyznaczymy ja z zalezno$ci

o —_p d1+v) P Ly (5.4)
0 “1-v 1+v, —(1+v)P6 ' '
gdzie
E 2
P:Eall_ :2 . (5.5)

V(t) jest sinusoidalnie zmiennym w czasie zewnetrznym napieciem ( V(t) = Vsin(vt))
przytozonym do elektrod aktuatora, a d31 i d32 to odpowiednie state piezoelektryczne.
Obliczmy teraz potrzebne drugie pochodne momentéw gnacych. W tym celu nalezy dwu-
krotnie zrézniczkowac funkcje ksztattu

NG ) % PRSI N DR AN P POCRC ) Y PR U I
dx 2 2 2 2 2 2 2 2
a a a a a 5.6
LG G ) Y PO =% PNl | N Y] PR CN BY] P |
da? 2 2 2 2 2 2 2 2
i analogicznie
2Fa a a a a
@y _sly 2 8 s, 00 SN B4 P AR |
dy 2 2 2 2 2 2 2

Jesli wykorzystamy tzw. ciggowe podejscie do dystrybucji i przyjrzymy sie uwaznie po-
WYyZszym wyrazeniom, zauwazymy, iZ momenty gngce wprowadzone w ptyte przez na-
klejony na nig piezoelektryk zostaty sprowadzone do pary nieskonczenie wielkich lezacych
nieskonczenie blisko siebie wektoréw. Taka jest interpretacja matematyczna, za$ inter-
pretacja mechaniczna to stwierdzenie, Ze sg to Scisle zgodne z definicja momenty gnace
(roztozone réwnomiernie na brzegach piezoelektrycznej taty). Zapiszmy prawa strone
réwnania drgan ptyty

Hy—é—i-b— —Hy—é—b— A PRy ] PR AN |
V, sin(vt) 2 2 2 2 2 2 2 2
Pzicoh—<d31+d32) B “ a o (5.8)
2 . b b , b b a  a a a
+o"y—=—+—|-8"ly—=——||- Hyz——+—|-Hlz ————
2 2 2 2 2 2 2 2

A nastepnie zgodnie ze wzorem (2.10) rozwinmy w szereg Fouriera. Wspotczynnik a,,,,,

mry]

b

a nastepnie dwukrotnego scatkowania otrzymanego wyrazenia po obszarze ptyty [azb].
W celu obliczenia catki podwdjnej wytagczymy state przed znak catek, a same catki po
zmiennej zizmiennej y obliczymy osobno. Zacznijmy od obliczenia catki z pochodnej delty
Dirac’a. Wykorzystujac wtasnos$ci catkowania przez czesci mozemy zapisac

4
wyznaczymy z zaleznosci (2.11). Wymaga to pomnoZzenia przez —bsin[mﬁx]sin
a a

[ f@)-8'@)da = [j@@]_~ [ 1@)- s(adn (59)
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gdzie
[f(@)s(x)] =0 (5.10)

—€

a pozostata catka zgodnie z definicja delty Dirac’a
[ £'(@)- 8(2)dz = £1(0). (5.11)

Co oznacza, ze szukana catka wyraza sie wzorem

€

f f(z)- 8'(x)dz = £'(0). (5.12)

WykorzystaliSmy powyzej tzw. podejscie Schwartz’a do dystrybucji. Prowadzi to do wy-
niku

2a 2b

2mm . |mm| .
— sin | —|sin
a

mma* 2nm . |nm| . |nmb"
oraz —Tsm o sin . (5.13)

Nastepnie obliczymy catke po zmiennej y z cze$ci wyrazenia zawierajgcego funkcje
Heaviside'a. Gdy przyjrzymy sie mu, zauwazymy, ze nalezy po prostu obliczy¢ catke

mmy

Z sin T], na odcinku od 0,56 — 0,5b" do 0,56 + 0,5b" gdyz tylko na tym odcinku war-

to$¢ wyrazenia z funkcja Heaviside’a jest r6zna od zera, a $ci$le: réwna sie jednosci. Wynik

tego catkowania ma nastepujaca postac

2b [mr nmb* ] 2a [mw] ) [mwa“
oraz sin sin :

sin (5.14)

—sin
nw 2b m 2 2a

Podsumowujac powyzsze przeksztatcenia oraz porzadkujac wyrazy, mozemy zapisac
prawg strone réwnania drgan ptyty rozwinieta w szereg Fouriera

V' sin(vt
o Yesinenyy dm)sin[%] [7”
. | mmx| . |nmy
P = ¢ - sin sin .
mzz:mz:; | mma®] . [nmd® |[m*b® + n’a® [ a ] [ b ] (5.15)
S1n S111
2a 20 mnab
Zgodnie ze schematem postepowania pomnozymy teraz obie strony rOwnania przez
funkcje ortogonalne ib sin [ﬂ] sin [%] , anastepnie scatkujemy po obszarze ptyty. Pro-
a a
wadzi to do warunku
ne 5.16
m = j. (5.16)
Catka
a b . .
f f sin? | T gin? | 1Y | gy = 22 (5.17)
L% a b 4

Ostatecznie prawa strona rownania (4.2) przyjmuje postac
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V, sin(vt
P =160, ———— Slhn(y )(

a

d31 + d32)

i2b2 + ]2a2 . Zﬂ_ . ]7]_ . 7,7Ta,a . jﬂ-ba
———— |sIn|—|S1n|—(sIn S11 . (5.18)
1jab 2 2 2a 20

Jak juz nadmieniliSmy, po przeniesieniu na prawg strone réwnania drgan ptyty cztonow
zwigzanych z wymuszeniem, lewa strona tegoz réwnania jest doktadnie taka sama jak
w punkcie drugim. PrzyjeliSmy napiecie sinusoidalnie zmienne w czasie z czestotliwos$cia
v. Stad prosty wniosek, iz nie musimy rozwigzywac¢ rOwnania na nowo, a mozemy przyjac
rozwigzanie analogicznego réwnania z rozdziatu drugiego za zachowujace wazno$¢ (zale-
znosci (3.27)). Musimy tylko pamietac, by zaktualizowa¢ podstawienia (2.19), przyjmujac

0+ e’ | (i) [ g [dwat ] | b
—— 2 |sin|—|sin|*—|[sin sin (5.19)
ijab 2 2 2a 2b

F

_ 16V, (

d31 + d32)

a

oraz dokona¢ podstawienia (3.8).

5.2. Rezultaty obliczen i wnioski

Na ponizszych wykresach na osiach pionowych odtozone zostato wychylenie poprzeczne
punktéw plyty w metrach. Rozwazmy nastepujacy przypadek. Parametry piezoceramicz-
nej taty: dg; = d3p = 1,71 m/V, V=80V, v =100 Hz, C, = -6,4-10% ttumienie stabe

podkrytyczne [i =0, 05]. Przebieg czasowy potozenia punktu srodkowego ptyty przy

Ww..
ij

wymuszeniu piezoelektrycznym przedstawiony jest na ponizszym rysunku (i - j = 100).

Widoczne sg szybko gasngce drgania wiasne ptyty. Drgania ustalone odbywajace z czesto-

tliwo$cig wymuszenia zaobserwowa¢ mozna juz od 0,1. sekundy procesu.

Zjiiigfwnpp m

0,00002 ~

0,00001 ~

0

-0,00001 §

-0,00002 ~

-0,00003

= RRRRARRR RN NY

Rys. 5.2. Wychylenie punktu srodkowego ptyty w funkcji czasu

Posta¢ drgan ptyty i - j = 100 przedstawiono na rysunku 5.2. Najwieksze drgania wy-
stepujg w obszarze pod aktuatorem. Wychylenia punktu srodkowego sa trzykrotnie wiek-
sze niz wychylenia tegoz punktu wywotane hatasem. Amplituda drgan pozostatych
punktéw ptyty szybko maleje, az do zera w miejscach podparcia (rys. 5.2).
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Rys. 5.3. Posta¢ drgan plyty pobudzanej naklejonym piezoelektrykiem

Obliczenia vp )¢ ze wzgledu na czasochtonnosc¢ ich wykonania zostaty przeprowadzone
dla i - j = 25 funkcji whasnych. Srednia z przedziatu czasu od 10. do 11. sekundy drgan
przy wymuszeniu 100Hz vy, wynosi 4,48-10° m/s. Parametry obliczen dobrane tak, by
btad wzgledny nie przekraczat 2%. Pozostate wyniki przedstawiono w tabeli.

Tab. 5.1. Zestawienie v ;¢ W zaleznosci od czestotliwosci wymuszajqcej

Czestotliows$¢ wymuszenia Warto$¢ vpy
[Hz] [m/s]
50 0,00183
60 0,00225
70 0,00271
80 0,00323
90 0,00381
100 0,00448
110 0,00529
120 0,00628
130 0,00756
140 0,00930
150 0,01184
180 0,03962
185 0,04969
187,87 0,05199
190 0,05077
200 0,03309
220 0,01865
240 0,01648
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Inne spostrzezenia

W punkcie czwartym zauwazyliSmy, iz drgania ptyty pobudzonej tylko na jednym swym
brzegu wyraZnie maleja przy wzroscie ttumienia. Przy nadkrytycznej wartosci statej pe-
1zania drgania praktycznie nie dochodzg do przeciwleglego brzegu ptyty. Wyttumaczyli-
Smy to pozornym ,usztywnieniem” ptyty wynikajagcym ze wzrostu tarcia w materiale.
Pozornym, poniewaz faktycznie sztywnos$¢ statyczna ptyty nie wzrosta. Model, ktérym
obecnie sie zajmujemy obrazuje to jeszcze wyrazniej. Duze ttumienie (okoto krytyczne lub
wieksze) powoduje, ze punkty o duzych amplitudach drgan wzbudzanych piezoelektry-
kiem znajduja sie okolicach piezoelementu, tj. na srodku ptyty. Natomiast przy zerowym
ttumieniu drga prawie cata ptyta. Pokazane jest to na ponizszym rysunku. Przy ttumieniu
krytycznym wychylenie (w = 0,35 mm) mniejsze o 23%, niz przy ttumieniu stabym pod-
krytycznym (w = 0,45 mm), a przy ttumieniu nadkrytycznym (doktadnie 2x krytyczne)
mniejsze 0 42% (w = 0,26 mm).

f : i

f bb\ i / | \
\ I
N N

Rys. 5.4. Drgania ustalone przy wymuszeniu 100 Hz. Od lewej: ttumienie stabe podkrytyczne, ttumie-
nie krytyczne, ttumienie nadkrytyczne

Rezonans dobrze widoczny (patrz tabela 5.1).

Whnioski

Przy zatozonych parametrach uktadu, drgania wzbudzone piezoelektryczng tatg cha-
rakteryzujg sie energia zbliZzong do energii drgani wywotanych hatasem. Oznacza to, iz (na
obecnym poziomie analizy) nadal jako realna jawi sie mozliwo$¢ teoretycznie catkowitego,
aktywnego wyttumienia drgan ptyty. Posta¢ drgan ptyty wzbudzonych piezoaktuatorem
jest zblizona do postaci drgan wywotanych hatasem. Podstawowsa i jedyna r6znica jest lo-
kalno$¢ drgan wzbudzonych przez naklejona tate. Mozna ten efekt zmniejszy¢ np. poprzez
zastosowanie kilku mniejszych tat naklejonych w wiecej niz jednym punkcie ptyty.
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6. MODEL DRGANIOWY PLYTY PODDANE] STALEMU
W CZASIE WYMUSZENIU POCHODZACEGO OD NAKLEJONEGO
ELEMENTU PIEZOELEKTRYCZNEGO

6.1. Wyprowadzenie zaleznosci

Punkt sz6sty poSwiecimy analizie drgan ptyty wytraconej ze stanu réwnowagi poprzez
piezoaktuator, na ktory zostanie podane state napiecie. Miejsce naklejenia i sposéb opisu
piezoelementu sie nie zmieniaja. WeZmiemy pod uwage jedynie przypadek ttumienia pod-
krytycznego, gdyz odpowiada on ttumieniu jakim charakteryzuje sie rzeczywista alumi-
niowa ptyta. Réwnanie (5.2) z poprzedniego punktu zachowuje waznos¢, jednak w obecnym
przypadku momenty gnace nie sg juz funkcjami czasu. Sg state, wzgledem czasu. Dokonu-
jac podstawien jak w rozdziale czwartym otrzymujemy réwnanie oscylatora harmonicz-

nego wyburzonego z potozenia rownowagi przez state wymuszenie F.
ky + cy'+ my" = F. (6.1)

Rozwigzanie jest suma catki ogdlnej RJ

_c N 2 N .
y, =e ™ |C, cos Mt + C, sin Mt”, (6.2)
2m 2m
oraz catki szczegdlnej RN, ktora w tej sytuacji jest liczbg, i wynosi
F

Obydwie state (), (5 catki og6lnej wyznaczymy korzystajac z zerowych warunkoéw po-
czatkowych. Wynosza one

F

! k
o - —F(c+ 2m) (6.4)

* N4dmk — cgk.

Dla ttumienia podkrytycznego rozwigzanie réwnania oscylatora ma nastepujgca postac

Vakm — ¢’ t]—l— (c+2m) .Sin[\/élk:ch t] '

Y

Yy = 1—e 2 |cos

F ot
o (6.5)

Vamk — ¢ 2m

Na powyzszym przyktadzie wyraziscie wida¢, jak rozwigzanie réwnania drgan ptyty
zbiega do rozwigzania ztoZonego tylko z cztonu o swojej genezie w catce szczegdlnej. Wszak
catka szczego6lna réwnania oscylatora harmonicznego zwigzana jest z (w tym wypadku
statym) wymuszeniem od piezoaktuatora. Catka ogélna tegoz réwnania odpowiedzialna
jest za opis wzbudzonych jednocze$nie drgan wtasnych gasnacych ze wzgledu na ttumie-
nie wewnetrzne c. Prowadzi to do rozwigzania réwnania drgan ptyty

2m
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oSl

=1 j=1

|t cos \Vdkm — ¢’ n (c+2m) sin \Vdkm — ¢’ ; (6.6)
2m Vamk — ¢ .

2m

6.2. Rezultaty obliczen i wnioski

Na ponizszych wykresach na osiach pionowych odtozone zostato wychylenie poprzeczne
punktow ptyty w metrach. Rozwazmy nastepujacy przypadek: parametry piezoceramicz-
nej taty: dy; = dyp = 1,71 m/V, V=80 V,v = 100 Hz, C;, = -6,4 - 107, ttumienie we-
wnetrzne stabe podkrytyczne [i =0, 05] . Wymiary piezoaktuatorato 1/10 odpowied-

1y

niego wymiaru ptyty, a grubos$¢ 0,1 mm. Przebieg czasowy potozenia punktu srodkowego
ptyty, przy wymuszeniu piezoelektrycznym przedstawiony jest na ponizszym rysunku
(i - j = 100). Widoczne sa gasnace drgania wiasne ptyty. Ustajg po niespetna 0,1 s trwania
procesu, a punkt srodkowy osigga nowe potozenie rownowagi, odchylony trwale od poto-
zenia zerowego o okoto 0,04 mm. Wielko$¢ ta stanowi 400% amplitudy drgan ustalonych
odbywajacych sie z czestotliwoscig 100 Hz, wyznaczonych w dla uktadu o identycznych
parametrach, poza napieciem, ktére to w poprzednim wypadku byto przemienne, o war-
toSci maksymalnej 80 V. Obecnie ma ono statg wartos$¢, rowniez 80 V. W poprzednim wy-
padku (pkt. 5) drgania ustalone odbywaty sie od 0,1 sekundy procesu. Swiadczy to
o zbieznos$ci obydwu modeli (drgania wtasne zanikaja po podobnym czasie).

-0,00001

-0,00002 ~

~0,00003

~0,00004 -4

-0,00005

Rys. 6.1. Wychylenie punktu srodkowego ptyty w funkcji czasu
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Posta¢ nie drgan, a statycznego juz wygiecia ptyty ¢ - 7 = 100 zobrazowano na rysunku
6.2.

10°
4 ~
2: Aﬁ‘%’ﬁ“’f
- e
] 5777/
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2.
i 00
4]

1
X 0 005

0o

Rys. 6.2. Posta¢ statycznego wygiecia pltyty wywotanego naklejonym piezoelektrykiem

Whnioski

Zauwazmy, iz poczatkowo drgania charakteryzujg sie stosunkowo duza amplituda
(0,02 mm). Naktada to pewne wymogi na uktad sterowania badanym aktuatorem przy wy-
korzystaniu piezoelementu do aktywnego tlumienia drgan. Mianowicie napiecie na pie-
zoceramicznej tacie nie powinno mie¢ charakteru impulsowego, a winno by¢ funkcja ciagta.
Pozwoli to zapobiec wzbudzaniu niechcianych drgan wtasnych ptyty i skupic sie na thu-
mieniu jedynie ustalonych drgan wywotanych wymuszeniem akustycznym lub kinema-
tycznym.
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7. PODSUMOWANIE

W pracy przeanalizowano drgania aluminiowej prostokatnej ptyty, pobudzonej do drgan
przez jednorodne ci$nienie akustyczne, symulujace hatas lotniczy. Opracowano kolejno
coraz bardziej ztozone modele drgan ptyty uwzgledniajace ttumienie w materiale oraz wy-
muszenie kinematyczne na brzegach ptyty. W oparciu o nie przeprowadzono podstawowe
analizy drganiowe. Nastepnie zbadano, jakie drgania wzbudzi¢ moze naklejony na srodku
ptyty prostokatny piezoaktuator, pobudzany przytozonym sinusoidalnie zmiennym napi-
eciem. Poréwnano zar6wno postac drgan jak i wartos$¢ skuteczng predkosci drgan po-
przecznych punktéw plyty pobudzanej ci$nieniem akustycznym oraz pobudzonej
sterowanym piezoelementem. Zbadano takze dynamike ptyty z piezoaktuatorem wy-
traconym ze stanu zerowych naprezen poprzez gwattowne przylozenie niezerowego na-
piecia.

W ponizszym akapicie zebrano i wypunktowano trzy najwazniejsze z punktu widzenia
wibroakustycznego charakterystyki drganiowe. Na podstawie wynikéw z tabel 2.1, 3.1
i 5.1 sporzadzono, zamieszczony nizej, zestawieniowy wykres. Przedstawiono na nim za-
lezno$¢ wartosci skutecznej poprzecznych drgan punktéw ptyty od czestotliwos$ci wymu-
szenia. Czestotliwos$¢ rezonansowa to 187,87 Hz. Widzimy wyrazny pik vp,,¢ (skok do
nieskonczonos$ci) w przypadku modelu nie uwzgledniajgcego ttumienia wewnetrznego
(pkt. 2). Linig zielong oznaczono przebieg tej samej wielkos$ci dla ptyty, w ktérej uwzgled-
niono stabe ttumienie podkrytyczne (pkt. 3). Okazuje sie, iz juz nawet niewielka warto$¢
statej pelzania znacznie wygtadza rezonans czynigc nasz model znacznie bliZszy rzeczy-
wistoSci. Linig czerwong oznaczono przebieg vp,,¢ dla ptyty pobudzonej do drgan nakle-
jonym na jej srodku piezoelementem (pkt. 5). Charakterystyka czestotliwo$ciowa jest
bardzo zblizona do poprzednich, a wymiary piezoceramicznej taty zostaty dobrane tak, by
proces drganiowy pod wzgledem energetycznym byt zblizony.

|-—wym akustyczne, bez ftumienia ——wym. akustyczne, z fumieniem ——wym. piezoelekiryczne, z #umieniem ]
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Rys. 7.1. Wykresy vpys trzech przypadkéw drgarn plyty

ANALIZA DRGAN PLYTY PROSTOKATNEJ Z NAKLEJONYMI ... 53



Whnioski

1.

54

Przy zatozonych parametrach fizycznych uktadu wzbudzana jest tylko pierwsza po-
sta¢ drgan wtasnych (pkt. 2). Stwierdzenie to jest prawdziwe w catym spektrum: od in-
fradZwiekéw az do pierwszej czestotliwos$ci rezonansowej, czyli catym zakresie widma
hatasu, jakie miatoby by¢ aktywnie ttumione.

Wskazane bedzie uzycie dwdch piezoaktuatoréw, poniewaz (jak wynika z pktu 5) drga-
nia wzbudzane piezoelementem majg wyrazny charakter lokalny, a co za tym idzie,
z pomocg jednego aktuatora moze by¢ niemozliwe wygaszenie drgan na catym obsza-
rze ptyty (zwtaszcza w jego polu dalekim). W wprowadzeniu zauwazyliSmy, Ze anali-
zowana ptyta, jako podstawowa jednostka poszycia kadtuba samolotu, powtarza sie
w konstrukeji nie mniej niz kilkadziesiat razy, totez ze wzgledéw ekonomicznych wi-
eksza liczba piezoelementéw jest niedopuszczalna.

Optymalizacja potozenia i liczby piezoelementéw bedzie tatwa. Wystarczy metodg sys-
tematycznego przeszukiwania przebadac rézne potozenia jednej do maksymalnie
dwoch piezoelektrycznych tat. Zastosowanie tak prostej metody optymalizacji jest mo-
zliwe dzieki niewielkiej liczbie zmiennych decyzyjnych oraz matej wrazliwosci uktadu
na ich zmiany.

Pominiecie w analizach ttumienia wewnetrznego jest niedopuszczalne (pkt. 3), zas po-
miniecie nieliniowego ttumienia wewnetrznego jest wskazane. Z zamieszczonych po-
wyzej wykresow wynika, iz VRMS poprzecznych drgan punktow ptyty tylko nieznacznie
zalezy od wartoSci statej petzania, ale w okolicy czestotliwo$ci rezonansowej drgania
silnie zalezg od samego uwzglednienia wewnetrznego ttumienia. Oznacza to, iZ samo
uwzglednienie ttumienia jest istotne, lecz nie ma potrzebny wprowadzania dodatkowej
komplikacji modelu np. poprzez uwzglednienie nieliniowo$ci wspo6tczynnika ttumie-
nia, ktory nie bytby staty a statby sie funkcja wychylenia.

Konieczna jest identyfikacja drgan podtuznic (pkt. 4). W pracy uwzgledniono jedynie
pierwsza postac¢ drgan wtasnych podtuznic. Jak wynika z rozdziatu czwartego, vy /4
drgan ptyty silnie zalezy od przyjetego wymuszenia kinematycznego. Przystepujac do
realizacji projektu nalezy w pierwszej kolejnosci zmierzy¢ rzeczywiste amplitudy drgan
punktéw na brzegach ptyty.

Mozliwy jest dobor takiego elementu piezoelektrycznego, by energia drgan prze-
zen wzbudzanych byta ré6wna energii drgan wywotanych hatasem (pkt. 5). Wyko-
nanie sterujacej piezoelementami instalacji nie powinno nastrecza¢ wiekszych trud-
nosci. Dobrany element piezoelektryczny charakteryzuje sie nastepujacymi wymia-
rami: dtugosc¢ i szeroko$¢ stanowig /10 odpowiedniego wymiary gabarytowego ptyty,
tj. 35 mm x 9 mm. Grubo$¢ wynosi 0,1 mm. Przyjmujac typowe witasnosci piezoelek-
tryczne, jakimi charakteryzuja sie dostepne w handlu piezoceramiki, mozemy uzyskac
drgania o energii zblizonej do drgan wywotanych hatasem stosujac niskie napiecia
(amplituda rzedu 80 V). Jest to istotne utatwienie z punktu widzenia wykonania rze-
czywistej instalacji na poktadzie samolotu.

Napiecie na piezoaktuatorze powinno by¢ funkcja ciggla (pkt. 6). Impulsy napiecia tj.
skoki od warto$¢ zerowej do kilkudziesieciu volt, wzbudzajg drgania wtasne, ktére
moga utrudnia¢ wyttumienie drgan wywotanych hatasem.
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Rekapitulujac mamy prawo stwierdzi¢, iZ na obecnym etapie analiz nie wykazano braku
mozliwosci zrealizowania zaproponowanej koncepcji redukcji hatasu wewnatrz kabiny pa-
sazerskiej polegajacej na aktywnym ttumieniu niskoczestotliwo$ciowych drgan metalo-
wych $cian kadtuba samolotu. Zostaty wyznaczone najwazniejsze kierunki, w jakich
powinny podazac dalsze analizy wchodzace w sktad planowanego projektu. W nastepnym
jego etapie nalezy opracowac analityczny model drgan ptyty, ktérej wymuszone akustycz-
nie drgania beda aktywnie ttumione. Jest to zadanie skomplikowane obliczeniowo (ko-
nieczno$¢ rozwigzania uktadu sprzezonych dwdch liniowych réwnan rézniczkowych rzedu
piatego). Bedzie to zarazem finalny model obliczeniowy, ktory ostatecznie odpowie na py-
tanie, czy i na ile skuteczna jest zaproponowana metoda redukcji hatasu.
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