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S t r e s z c z e n i e  
 

W  a rt y k u le  p rz e d s t a w i ono w y ni k i  a na li z y  p oró w na w c z e j  los ow y c h  b ł ę d ó w  
e s t y m a c j i  c z a s u  op ó ź ni e ni a  ot rz y m a ne g o z  f u nk c j i  k ore la c j i  w z a j e m ne j   
i  f a z y  w z a j e m ne j  g ę s t oś c i  w i d m ow e j  m oc y . Prz e p row a d z one  s y m u la c j e  
w y k a z a ł y , ż e  d la  m a ł y c h  w a rt oś c i  s t os u nk u  s y g na ł / s z u m  ( S N R )  m ni e j s z e  
w a rt oś c i  b ł ę d ó w  u z y s k u j e  s i ę  d la  m e t od y  k ore la c y j ne j . M e t od a  f a z ow a  j e s t  
na t om i a s t  b a rd z i e j  e f e k t y w na  d la  d u ż y c h  w a rt oś c i  S N R , a  j e j  z a le t ą  j e s t  
m oż li w oś ć  w y z na c z e ni a  op ó ź ni e ni a  d la  w y b ra ny c h  h a rm oni c z ny c h . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  e s t y m a c j a  c z a s u  op ó ź ni e ni a , f u nk c j a  k ore la c j i  w z a j e m -
ne j , f a z a  w z a j e m ne j  g ę s t oś c i  w i d m ow e j  m oc y , b ł ę d y  s t a t y s t y c z ne . 
 
Si m u l a ti on  a n a l y s i s  of  ra n d om  errors  of  ti m e 
d el a y  es ti m a ti on  by  c ros s -c orrel a ti on   
a n d  p h a s e m eth od s  

 
A b s t r a c t  

 
T h e  p a p e r p re s e nt s  re s u lt s  of  t h e  c om p a ra t i ve  a na ly s i s  of  ra nd om  e rrors  of  
t h e  t i m e  d e la y  e s t i m a t i on ( T D E )  b y  m e a ns  of  t h e  c ros s -c orre la t i on a na ly s i s  
a nd  t h e  p h a s e  of  p ow e r d e ns i t y  d i s t ri b u t i on. T h e  s i m u la t i ons  p e rf orm e d  
s h ow  t h a t  f or t h e   low  le ve l of  s i g na l-t o-noi s e -ra t i o ( S N R )  t h e  s t a t i s t i c a l 
e rrors  of  T D E  ob t a i ne d  f rom  t h e  c ros s -c orre la t i on a na ly s i s  a re  s m a lle r t h a n 
t h os e  f rom  t h e  p h a s e  m e t h od . H ow e ve r, t h e  la t t e r one  i s  m ore  e f f i c i e nt  f or 
h i g h e r S N R  t h a n t h e  c ros s - c orre la t i on a nd  c a n b e  a p p li e d  t o a ny  s e le c t e d  
h a rm oni c s . 
 
K e y w o r d s :  t i m e  d e la y  e s t i m a t i on, c ros s -c orre la t i on a na ly s i s , p h a s e  of  
p ow e r d e ns i t y  d i s t ri b u t i on, s t a t i s t i c a l e rrors . 
 
1 .  W s tę p  
 

E s t y m ac j a c z as u  op ó ź n ien ia j es t  w aż n y m  z ag adn ien iem  w  c y -
f r ow y m  p r z et w ar z an iu  s y g n ał ó w . Z  p r ob lem em  w y z n ac z an ia 
op ó ź n ień  c z as ow y c h  s p ot y k am y  s ię  m . in . w  t ec h n ic e r adar ow ej ,  
r adioas t r on om ii,  m edy c y n ie,  w  z ag adn ien iac h  dot y c z ą c y c h  p om ia-
r ó w  p r ę dk oś c i,  p ar am et r ó w  p r z ep ł y w ó w  c z y  w  an aliz ie z j aw is k  
s ej s m ic z n y c h  i m et eor olog ic z n y c h . W  p r z y p adk u  p om iar ow y c h  
s y g n ał ó w  s t oc h as t y c z n y c h ,  ot r z y m y w an y c h  z  c z u j n ik ó w ,  s t os u j e 
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s ię  m et ody  op ar t e n a an aliz ie s t at y s t y c z n ej  s y g n ał ó w . W  lit er at u -
r z e op is y w an y c h  j es t  w iele m et od p om iar u  op ó ź n ien ia w y k or z y -
s t u j ą c y c h  an aliz ę  s y g n ał ó w  z ar ó w n o w  dz iedz in ie c z as u  j ak   
i c z ę s t ot liw oś c i. Z ak r es  s t os ow an ia p os z c z eg ó ln y c h  m et od z ależ y  
od w ł aś c iw oś c i s y g n ał ó w  p om iar ow y c h ,  t ak ic h  j ak  s t ac j on ar n oś ć ,  
r oz k ł ad p r aw dop odob ień s t w a,  s k or elow an ie,  s t os u n ek  s y g n ał u  do 
s z u m u . N aj b ar dz iej  z n an e m et ody  k las y c z n e ( op ar t e n a p r z e-
k s z t ał c en iu  F ou r ier a) ,  s t os ow an e dla g au s s ow s k ic h  s y g n ał ó w  
s t ac j on ar n y c h ,  w y k or z y s t u j ą  f u n k c j ę  k or elac j i w z aj em n ej  w  dz ie-
dz in ie c z as u  i f az ę  w z aj em n ej  g ę s t oś c i w idm ow ej  m oc y  w  dz ie-
dz in ie c z ę s t ot liw oś c i [ 1 -5 ] . D o an aliz y  s y g n ał ó w  n ies t ac j on ar n y c h  
s t os u j e s ię  g ł ó w n ie m et ody  p ar am et r y c z n e. P r z edm iot em ,  op is a-
n y c h  w  n in iej s z ej  p r ac y  b adań ,  s ą  s t at y s t y c z n e b ł ę dy  es t y m ac j i 
op ó ź n ien ia dla b ez p oś r edn ic h  ( dir ec t  c on n ec t )  es t y m at or ó w  f u n k -
c j i k or elac j i w z aj em n ej  i f az y  w z aj em n ej  g ę s t oś c i w idm ow ej  
m oc y .  
 

2 .  M od el e s y g n a ł ó w  
 
P r z y j m u j e s ię ,  ż e s y g n ał y  x(t) i y (t) ot r z y m y w an e z  c z u j n ik ó w  

s ą  z w ią z an e z ależ n oś c ią  [ 2 ] :  
 

)t(z)t(xc)t(y +−⋅= 0τ         ( 1 )  
 
g dz ie:  x(t) – s t ac j on ar n y  s y g n ał  los ow y  o n or m aln y m  r oz k ł adz ie 
p r aw dop odob ień s t w a N (0 ,  σx) ,  s t ał y m  w idm ie w  p r z edz iale c z ę s t o-
t liw oś c i ><∈ B,f 0 ;  c - s t ał a;  τ0  - op ó ź n ien ie t r an s p or t ow e r ó w n e 
ilor az ow i odleg ł oś c i m ię dz y  c z u j n ik am i L  i ś r edn iej  p r ę dk oś c i 
ob iek t u  υ ;  z (t) – s t ac j on ar n y ,  n ies k or elow an y  z  s y g n ał em  x(t) 
s z u m  b iał y  o r oz k ł adz ie N (0 ,  σz).  W  p r ak t y c e n aj c z ę ś c iej  s y g n ał y  
x(t) i y (t) s ą  r ealiz ac j am i er g ody c z n y c h  p r oc es ó w  X (t) i Y (t). 

 
3 .  W y z n a c z a n i e op ó ź n i en i a  tra n s p ortow eg o 

m etod ą  k orel a c y j n ą  i  f a z ow ą  ora z  bł ę d y   
es ty m a c j i  

 
F u n k c j a k or elac j i w z aj em n ej  ( F K )  Rxy (τ) dla p r oc es ó w  er g o-

dy c z n y c h  m oż e b y ć  z ap is an a j ak o [ 1 ] :   
 

∫ +=
∞→

T

Txy dt)t(y)t(xTlim)(R
0

1
ττ    ( 2 )  

 
g dz ie τ j es t  op ó ź n ien iem ,  a T c z as em  ob s er w ac j i. F u n k c j a ( 2 )  
os ią g a w ar t oś ć  m ak s y m aln ą  dla τ = τ0 ,  s t ą d c z as  op ó ź n ien ia m oż -
n a w y z n ac z y ć  j ak o ar g u m en t  g ł ó w n eg o m ak s im u m  t eg o r oz k ł adu :  

 
)}(R{arg)}(Rarg{max xyxy 00 τττ ==        ( 3 )   
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Wzajemna jednostronna widmowa gęstość mocy (WGWM) 
związana jest z F K  zal eż nością [ 1 ] : 
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(4 ) 
 
A rgu ment WGWM Φxy ( f) jest l iniową f u nkcją częstotl iwości 

(dl a p rędkości υ niezal eż nej od f ) i p ozwal a na wyznaczenie τ0. 
O p óźnienie w takim p rzyp adku  moż e b yć wyznaczone na p odsta-
wie wsp ół czynnika kieru nkowego p rostej u zyskanej drogą l inio-
wej ap roksymacji ch arakterystyki f azowej dl a wyb ranego zakresu  
częstotl iwości [ 1 ,  4 ] . O p óźnienie τ0 moż na takż e wyznaczyć dl a 
określ onej h armonicznej,  co moż e b yć p rzydatne w p rzyp adku  
niel iniowej f azy (w ośrodkach  dysp ersyjnych ),  b adaniach  p orów-
nawczych ,  czy anal izie niektórych  sygnał ów b iomedycznych .  
W niniejszej p racy rozp atrywany jest p rzyp adek wyznaczania 
op óźnienia transp ortowego z f azy WGWM dl a wyb ranej h armo-
nicznej f0. 

Dl a sygnał ów op isanych  równaniem (1 ) i częstotl iwości f = f0    
Φxy ( f0) = -2 π f0 τ0,  op óźnienie transp ortowe:  

                            

0

0
0 2 f

)f(xy

π
Φ

τ −=       (5 ) 
 
Do ob l iczania gęstości widmowych  mocy i f u nkcji korel acji 

ob ecnie stosu je się najczęściej skoń czoną,  dyskretną transf ormatę 
F ou riera i al gorytmy F F T  oraz p rocedu ry Wel ch a l u b  B arl etta. 
S ygnał y x ( t ) i y ( t ) są p rób kowane z odp owiednio dob raną często-
tl iwością fs,  a zeb rane rekordy o l iczb ie p rób ek N t o t a l  dziel one są 
na Nd niezal eż nych   segmentów o dł u gości N  (metoda Wel ch a). 
N astęp nie każ dy segment jest mnoż ony p rzez wyb raną f u nkcję 
okna i p oddawany transf ormacji DF T . O dstęp  w dziedzinie czę-
stotl iwości wynosi ∆ f = fs / N ,  a u ż yteczny zakres h armonicznych  
f k  to k = 0 , 1 ...(N-1 )/ 2  wartości. U zyskane w ten sp osób  dl a każ de-
go segmentu  zgru b ne estymatory u średnia się następ nie w zb iorze 
u zysku jąc estymatory wygł adzone. W p rzyp adku  f azy WGWM  
w wyż ej omówiony sp osób  otrzymu je się wygł adzone części 
rzeczywistą i u rojoną WGWM,  z których  moż na ob l iczyć Φxy ( f) 
stosu jąc p rocedu rę rozwijania f azy. Maksymal na wartość B moż e 
b yć równa częstotl iwości N yq u ista fc: B = fc = ( N/ 2 )∆ f.  

O dch yl enia standardowe op óźnienia wyznaczanego na p odsta-
wie F K  i f azy WGWM,  moż na określ ić z zal eż ności [ 1 ,  2 ,  6 ] :  
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gdzie: ρxy ( τ0) jest u normowaną f u nkcją korel acji wzajemnej sygna-
ł ów x ( t ) i y ( t ) a γ2xy ( f0) jest f u nkcją koh erencji,  b ędącą u normowa-
ną WGWM.  

W p racy [ 7 ]  dl a model i sygnał ów (1 ) określ ono zal eż ności 
ρxy ( τ0) oraz γ2xy ( f0) od stosu nku  sygnał / szu m,  zdef iniowanego jako 
S NR  = σx / σz,  a następ nie p o ich  p odstawieniu  do (6 ) i (7 ) otrzyma-
no równanie p ozwal ające na p orównanie odch yl eń  standardowych  
op óźnienia wyznaczanego za p ośrednictwem F K  i f azy WGWM  
w f u nkcji S NR : 
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gdzie α = f0/ B. Z adawanie wartości α p ozwal a anal izować zmien-
ność (8 ) w zal eż ności od stosu nku  częstotl iwości f0 do szerokości 
p asma sygnał u  B. Maksymal na wartość f0 moż e b yć równa B ,  
wówczas α = 1 . 

4. E k s p e r y m e n t  s y m u l a c y j n y ,  u z y s k a n e   
w y n i k i  i  i c h  o c e n a  

 
Wykorzystu jąc zreal izowany w środowisku  L ab V I E W wirtu al -

ny anal izator f azy [ 8 ] ,  rozb u dowany o modu ł  anal izy korel acyjnej,  
generowano wzajemnie op óźnione sygnał y stoch astyczne,  b ędące 
dyskretną wersją model u  (1 ). Z ał oż ono,  ż e cał kowita l iczb a p ró-
b ek jest stał a N t o t a l  = N,  Nd = 1 0 0  0 0 0 ,  a l iczb a u średnień  Nd  b ę-
dzie równa: 1 0 0 ,  8 0 ,  5 0 ,  4 0  i 2 0 . L iczb a p rób ek N wynosił a więc 
kol ejno 1 0 0 0 ,  1 2 5 0 ,  2 0 0 0 ,  2 5 0 0  i 5 0 0 0 ,  a wartości il orazu  Nd/ N 
odp owiednio: 0 , 1 ;  0 , 0 6 4 ;  0 , 0 2 5 ;  0 , 0 1 6  i 0 , 0 0 4 . N a rysu nku  1  
p rzedstawiono wykresy zal eż ności [ ] [ ] )SNR(fGWMFK =00 τστσ

))  
dl a α = 1 ,  c = 1  i wyż ej wymienionych  wartości Nd/ N ob l iczone na 
p odstawie (8 ).  
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R y s .  1 .   Z a l e ż n oś ć  [ ] [ ] )SNR(fGWMFK =00 τστσ

))  d l a  r ó ż n y c h  w a r t oś c i  s t os u n k u  Nd/ N 
F i g .  1 .  T h e  r e l a t i on  of  [ ] [ ] )SNR(fGWMFK =00 τστσ

))  f or  s e l e c t e d  v a l u e s  of  Nd/ N  
 
Do symu l acji sygnał ów wykorzystano generatory szu mu  b iał e-

go,  a wartość B  ograniczono do 0 , 4 9 5  f/ fs stosu jąc f il trację dol no-
p rzep u stową. W p ierwszym eksp erymencie symu l acyjnym dl a 
wyż ej wymienionych  wartości N i Nd  wyznaczano odch yl enia 
standardowe z zal eż ności (6 ) i (7 ),  w których  u normowaną korel a-
cję wzajemną i koh erencję zastąp iono estymatorami tych  f u nkcji 
wyznaczanymi z zastosowaniem DF T  i metody Wel ch a. O p óźnie-
nie transp ortowe wyznaczane b ył o na p odstawie l okal izacji gł ów-
nego ekstremu m F K  i f azy WGWM dl a h armonicznych  f0k  
(k = 4 9 0 ). Wartość zadana op óźnienia wynosił a 2 0  p rób ek.  

R ysu nek 2  p rzedstawia wyniki symu l acji (wartości u średnione 
dl a 1 0 0  niezal eż nych  p owtórzeń  eksp erymentu ) dl a kil ku  wartości 
stosu nku  Nd/ N (p u nkty S ),  p okazane na tl e krzywych  teoretycz-
nych  (l inie T ). E ksp erymenty p rzep rowadzono dl a wartości S NR  
od 0 , 1  do 1 0 . 
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R y s .  2 .   Z a l e ż n oś ć  [ ] [ ] )SNR(fGWMFK =00 τστσ

))  d l a  α = 1 ,  c = 1  i  r ó ż n y c h  w a r t oś c i  
s t os u n k u  Nd/ N :  ( T )  - ob l i c z e n i a ,  ( S )  - s y m u l a c j a  

F i g .  2 .  T h e  r e l a t i on  of  [ ] [ ] )SNR(fGWMFK =00 τστσ
))  f or  α = 1 ,  c = 1  a n d  s e l e c t e d  

v a l u e s  of   Nd/ N :  ( T )  - c a l c u l a t e d ,  ( S )  - s i m u l a t e d   
 
U zyskano du ż ą zgodność wyników ob l iczeń  i symu l acji dl a 

S NR > 0 , 5 . P rzy mniejszych  wartościach  S NR  dl a p rzyjętych  p ara-
metrów anal izy (zał oż ona l iczb a p rób ek i w konsekwencji ograni-
czona l iczb a u średnień ) rosną b ł ędy estymacji,  w szczegól ności 
dl a f u nkcji koh erencji [ 5 ] ,  co p owodu je p rzeszacowanie odch yl e-
nia (7 ). L iczb ę 1 0 0  p owtórzeń  eksp erymentu  u znano za wystar-
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czają cą , g dyż p r zep r ow adzon e dl a w i ę k s zej l i czb y p ow t ó r zeń  
p r zyk ł adow e s ym u l acje n i e w yk azał y i s t ot n ych  r ó żn i c.   

W  dr u g i m  ek s p er ym en ci e zał ożon o s t ał ą  w ar t oś ć  i l or azu  
Nd/ N = 0 ,1 , n at om i as t  zm i en i an o s t os u n ek  α  = f0/ B, k t ó r y p r zyj-
m ow ał  w ar t oś ci  r ó w n e 1 ;  0 ,6 ;  0 ,4  i  0 ,2 .  P odob n i e jak  p op r zedn i o 
w yn i k i  ob l i czeń  w g  ( 8 )  p or ó w n an o z r ezu l t at am i  s ym u l acji .  U zy-
s k an e w yn i k i  ( w ar t oś ci  u ś r edn i on e dl a 1 0 0  n i ezal eżn ych  p ow t ó -
r zeń  ek s p er ym en t u )  p r zeds t aw i on o n a r ys u n k u  3 .   
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F K

0

0

τσ
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)
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R y s .  3 .   Z a l e ż n oś ć  [ ] [ ] )SNR(fGWMFK =00 τστσ

))  d l a  Nd / N  = 0 , 1 ;  c = 1  i  r ó ż n y c h  
w a r t oś c i  α = f0/ B :  ( T )  - ob l i c z e n i a ,  ( S )  - s y m u l a c j a   

F i g .  3 .  T h e  r e l a t i on  of  [ ] [ ] )SNR(fGWMFK =00 τστσ
))  f or  Nd / N = 0 , 1 ;  c = 1  a n d   

f or  a  f e w  v a l u e s  of   α = f0 / B :  ( T )  - c a l c u l a t e d ,  ( S )  – s i m u l a t e d  
 

P odob n i e jak  w  p i er w s zym  ek s p er ym en ci e dl a S NR > 0 ,5  u zy-
s k an o du żą  zg odn oś ć  w yn i k ó w  s ym u l acji  i  ob l i czeń .  R ó żn i ce dl a 
m n i ejs zych  w ar t oś ci  S NR  b ył y s p ow odow an e og r an i czon ą  l i czb ą  
u ś r edn i eń  w yn i k ają cą  z p r zyję t ych  zał ożeń .   
 
5. P o d s u m o w a n i e  
 

W  ar t yk u l e p or ó w n an o l os ow e b ł ę dy es t ym acji  czas u  op ó źn i e-
n i a p r zy zas t os ow an i u  f u n k cji  k or el acji  w zajem n ej i  f azy w zajem -
n ej g ę s t oś ci  w i dm ow ej m ocy.  R ozp at r yw an o s p os ob y w yzn acza-

n i a op ó źn i en i a p ol eg ają ce n a l ok al i zacji  g ł ó w n eg o ek s t r em u m  F K  
or az w yk or zys t an i a w ar t oś ci  f azy W G W M  dl a jedn ej w yb r an ej 
czę s t ot l i w oś ci .  P r zep r ow adzon e dl a p r zyję t ych  m odel i  s yg n ał ó w   
i  m et od es t ym acji  s ym u l acje p ozw al ają  s t w i er dzi ć , że w  zak r es i e 
n i s k i ch  w ar t oś ci  S NR  dok ł adn i ejs za jes t  es t ym acja op ó źn i en i a 
p r zy w yk or zys t an i u  f u n k cji  k or el acji  w zajem n ej, n at om i as t  dl a 
w ys ok i ch  S NR  k or zys t n i ejs ze jes t  w yzn aczan i e op ó źn i en i a n a 
p ods t aw i e f azy w zajem n ej g ę s t oś ci  w i dm ow ej m ocy.  G r an i czn e 
w ar t oś ci  i l or azu  [ ] [ ]WGWMFK 00 τστσ

))  zal eżą  t ak że od p ar am et r ó w  
Nd, N, f0, B .  U zys k an e w yn i k i  s ym u l acji  s ą  zb i eżn e z w yn i k am i  
an al i zy t eor et yczn ej p r zeds t aw i on ej w  [ 7 ] .  
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Cennik publikacji reklam 
w  m i e s i ę c z n i k u  n a u k o w o -t e c h n i c z n y m  P A K  

 
 
 

R E K L A M A  w  s k a l i  o d c i e n i  s z a r o ś c i  
[ cen y n et t o]  

k o l o r  
[ cen y n et t o]  

I  ok ł adk a ( 2 1 2 ( s )  x  2 1 3 ( w )  m m )  - 1 8 0 0 , 0 0  

I I  ok ł adk a ( 2 1 2 x 3 0 1  m m )  - 1 6 0 0 , 0 0  

I I I  ok ł adk a ( 2 1 2 x 3 0 1  m m )  - 1 5 0 0 , 0 0  

I V  ok ł adk a ( 2 1 2 x 3 0 1  m m )  - 1 7 0 0 , 0 0  

1  s t r on a ( 2 0 0 x 2 9 7  m m )  9 0 0 , 0 0  1 10 0 , 0 0  

½  s t r on y ( 2 0 0 x 1 4 5 m m )  - p ozi om a 5 0 0 , 0 0  7 0 0 , 0 0  
 

R ek l am ę  n al eży p r zyg ot ow ać  zg odn i e z ob ow i ą zu ją cym i  w yt yczn ym i  zn ajdu ją cym i  s i ę  n a s t r on i e i n t er n et ow ej:  
w w w . p ak . i n f o. p l  

 


