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Streszczenie

W artykule przedstawiono wybrane metody automatycznej kontroli do-
ktadnosci obliczen w procesie przetwarzania danych pomiarowych. Meto-
dy te powinny — w zatozeniu — uwzglednia¢ doktadno$¢ wynikéw pomia-
réw, jak i bledy numeryczne. Najwigcej uwagi poswigcono omoéwieniu
mozliwosci zastosowania arytmetyki przedzialowej jako najbardziej
uniwersalnej metody kontroli doktadnosci obliczen. Przedstawiono zasady
jej stosowania, zalety jak i uwagi dotyczace ominigcia jej mankamentow.

Stowa kluczowe: arytmetyka przedzialowa, metody numeryczne, analiza
btedow, kontrola dokladnosci obliczen, przetwarzanie danych pomiaro-
wych, bledy obliczen, programowanie.

Calculation accuracy check in computer
processing of measurement data

Abstract

The paper presents some methods of the automatic accuracy check of
calculations performed during computer processing of measurement data.
The mentioned methods should take into account the measurement data
accuracy and numerical errors. The paper discusses mainly the interval
arithmetic method which appears as the most universal one. The basis of
the method, its advantages and possibility to avoid some problems which
can be connected with the use of interval arithmetic are presented as well.

Keywords: interval arithmetic, interval computations, numerical methods,
error analysis, calculation accuracy check, measurement data processing,
calculation error, programming.

1. Wstep

Jednym z zasadniczych zagadnien metrologii jest ocena do-
ktadnosci pomiaréw z uzyciem nowoczesnych srodkéw modelo-
wania tak obwodoéw pomiarowych, jak i mierzonych obiektow
w postaci obwoddw elektrycznych i elektronicznych. Zastosowa-
nie modelowania komputerowego w procesie projektowania obwo-
dow pozwala znacznie skroci¢ czas tworzenia projektu, uniknaé
kosztow konstrukcji uktadéw prototypowych oraz uniezalezni¢ sig¢
od btedow przypadkowych w pomiarach. Konieczna jest minimali-
zacja btedow ktorych zroédtem sg dane wejsciowe jak i same metody
obliczeniowe. Niezbedne jest tez szacowanie doktadnosci modelo-
wania obwodu. W kazdym przypadku interesujace jest, w jakim
stopniu wyniki modelowania sa zbiezne z rzeczywistoscia.

Kontrola doktadno$ci obliczen jest jeszcze istotniejsza, gdy wy-
niki pomiaréow sa danymi wejSciowymi do obliczen numerycz-
nych zwiazanych np. z symulacjami rzeczywistych obiektow.
Oproécz btedéw wynikdw pomiarowych czesto trzeba uwzglednié
tolerancje parametrow elementdéw projektowanego i symulowane-
go obiektu. W takiej sytuacji, w trakcie ztozonych obliczen bledy
moga rosnac. Jest to tzw. znoszenie si¢ sktadnikow, typowe dla
operacji odejmowania, zwlaszcza liczb o zblizonych wartos$ciach
[1]. W szacowaniu doktadnosci obliczen czgsto nalezy tez
uwzgledni¢ btedy numeryczne wynikajace z ograniczonej doktad-
nosci mantysy liczb zmiennopozycyjnych [2, 3].

2. Przenoszenie btedéow

Powszechnie stosowanym sposobem szacowania btedéw wyni-
kéw operacji matematycznych przeprowadzanych na operandach
obciazonych btgdami jest reguta przenoszenia biedu. Jest ona
doktadnie omawiana i dowodzona w literaturze (np. [1] i [4]) wigc
tu zostanie tylko przypomniana.

Jesli okreslone sa wartosci x; i zwigzane z nimi bledy bez-
wzgledne Ax;, ktore sa niezalezne i przypadkowe, oraz funkcja

Yy =fx1, X2, X1 ... X)) (1)
to btad jej wyniku obliczany jest jako:

n 2
Axi
i=1
Nalezy zwréci¢ uwagg na rownosé w przyblizeniu w (2), pomi-
jana w niektorych publikacjach.
W oparciu o powyzsza regule zostala opracowana ,,arytmetyka

doktadnosciowa” [5, 6]. Miara doktadnosci Dx liczby x zdefinio-
wana zostata jako

Lo
Ox;
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Nalezy zaznaczy¢, ze cho¢ zdefiniowana tu miar¢ doktadnosci mozna
interpretowac jako liczbe doktadnych (pewnych) pozycji w zapisie
dziesietnym wartosci x, to — jak wynika z wzoru (3) — jest to liczba
rzeczywista, a nie catkowita. Miara doktadnosci moze by¢ tez ujemna,
gdy np. wynik odejmowania bedzie mniejszy niz blad bezwzgledny
tego odejmowania (wspomniane juz znoszenie si¢ sktadnikow).

W oparciu o (2) oraz zdefiniowana miarg¢ doktadnosci liczby (3)
opracowane zostaty wzory wykonywania obliczen na liczbach, dla
ktérych okres$lona jest ich doktadnos¢. Zasady wykonywania
obliczen arytmetycznych na takich liczbach zostaly nazwane
arytmetyka doktadnosciowa”. Wzory arytmetyki doktadnoscio-
wej dla czterech podstawowych operacji arytmetycznych:

— dodawanie i odejmowanie (wspdlny wzor na doktadnosc)

c=a+b, c=a-b, Dc =Da+Db+lg|c|-Ylg(a® 10°*°+5 10°°) (4)
— mnozenie i dzielenie (wspdlny wzor na doktadnosé)
c=a-b, c=alb, Dc = Da+Db-Y:lg(10*°*+10°"") )

Obydwie wymienione metody, tj. reguta przenoszenia bteddéw
i arytmetyka doktadnosciowa, maja zastosowanie jesli bledy sa mate
i podlegaja rozktadowi normalnemu. Warunki te s spetnione, jesli
operuje si¢ bezposrednio na wartosciach pomiarowych np. obliczajac
sumg kilku zmierzonych dhugosci lub moc elektryczna na podstawie
pomiaru napiecia i pradu. Jezeli obliczenia sa bardziej ztozone, trudno
zachowa¢ warunek matej wartosci bledéow posrednich — moze wysta-
pi¢ znoszenie skltadnikow, a gdy uzywane sa funkcje nieliniowe —
rowniez warunek rozktadu normalnego nie bedzie zachowany. Wobec
zagadnienia poruszanego w niniejszym artykule — numerycznego
przetwarzania danych pomiarowych — powyzsze metody nalezy uznaé
za niewlasciwe do kontroli dokladnosci obliczen. Wymienionych
wad nie ma, omawiana dalej, metoda analizy przedziatowe;.

3. Analiza przedziatowa

Idea arytmetyki przedziatowej i jej zasady zostaty sformutowa-
ne przez R. E. Moore w latach sze$édziesiatych [7]. Znalazta ona
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zastosowanie w wielu dziedzinach [8]. Metoda jest intensywnie
rozwijana, pojawito si¢ wiele publikacji zaréwno ksiazkowych jak
i artykulow, a obszerny spis literatury zebrany przez J. Garloffa
znajduje si¢ w pracach [9] i [10]. Wiele komentarzy i informacji
dotyczacych tematyki mozna znalez¢ na stronie internetowej [11].

Gléwne zatozenie arytmetyki przedziatowej sprowadza si¢ do te-
go, by parametr, ktdrego wartosci nie sg znane doktadnie, opisywaé
nie liczba, a najmniejszym mozliwym przedziatem liczb, w ktérym
ten parametr moze przyjmowaé wartosci. Przy tym w catym prze-
dziale przyjmuje si¢ jednostajny rozktad prawdopodobienstwa.

W dalszej czgsci artykutu liczby przedziatlowe zapisane beda
czcionka pochyla, pogrubiona, a same przedzialty — w nawiasach
kwadratowych. Tak wigc liczbg przedziatowa x definiuje si¢ jako

x=[x,x] (6)
gdzie:
x, x —odpowiednio dolna i gbrna granica przedziatu  (7)

W literaturze najczesciej zdefiniowane sg podstawowe operacje
arytmetyczne na przedziatach:

x+y:[x+l,}+}] (®)

x-y=lx-yx-y] ©)

Xy :[min{xz,x},}z,xy}, max{xl,xf,iz,}}}] (10)

1 :P,l} gdy x>0,lub x<0 (11)
X X X
1 (12)
X+y=x-—
y

Dla innych operacji nalezy najczgsciej obliczy¢ wyniki wszyst-
kich mozliwych kombinacji dolnych i gornych granic przedziatow
operandow, wybierajac najmniejsza i najwigksza z uzyskanych warto-
$ci, jako granice przedzialu wyniku. Poniewaz powoduje to zwielo-
krotnienie dziatan w poréwnaniu z tymi samymi operacjami dla liczb
rzeczywistych, nalezy w miar¢ mozliwosci optymalizowa¢ algorytmy,
eliminujac kombinacje, ktére na pewno nie dadza w wyniku skrajnych
wartosci. Taka eliminacj¢ widaé np. w zaleznosciach (8) i (9).

4. Problemy analizy przedzialowej

Oprécz wspomnianego wyzej zwielokrotnienia operacji, duzy
wplyw na koszt czasowy obliczen ma uzycie funkcji nieliniowych,
zwlaszcza niemonotonicznych, ktérych argumentami sa liczby
przedziatowe. W takim wypadku konieczne jest znalezienie eks-
tremow lokalnych w przedziale okreslonym przez argument. Dla
niektorych funkcji moze by¢ to proste i sprowadza si¢ do spraw-
dzenia przedziatu argumentu (np. fix)=sin(x)) lub obliczenia
ekstremum z ogélnie znanych wzoréw (np. fix)=ax’+bx+c).
W wielu wypadkach moze okaza¢ si¢ konieczne rézniczkowanie
funkcji. Zawsze jednak wazna jest optymalizacja algorytmu celem
minimalizacji kosztu czasowego.

Oproécz czasochtonnosci obliczen, istotnym problemem analizy
przedziatowej jest mozliwo$¢ tatwego doprowadzenia, przez
niewtasciwg konstrukcj¢ algorytmu, do sytuacji gdzie nastgpi
przeszacowanie granic przedziatu, to znaczy bedzie on szerszy niz
rzeczywiscie konieczny do zawarcia wszystkich mozliwych roz-
wiazan zadania. Jako przyktad moze postuzyé przeksztalcenie
liczby zespolonej z postaci wyktadniczej (lub trygonometrycznej)
na arytmetyczna, gdy w tej pierwszej zarowno modut jak i argu-
ment (lub tylko jedno z nich) okreslone sa przedziatowo:

X = [K, ;]e”h’ﬂ = x'= [Le,ﬁ]+ j[m, %] (13)
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Przeksztalcenie powyzsze ilustruje rys. 1.
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Rys. 1. Przeszacowanie przeksztalcenia postaci przedziatowej liczby zespolonej
Fig. 1. Overestimation in form conversion of interval complex number

Jak widaé, takie przeksztalcenie (odwrotne rowniez) powoduje
przeszacowanie przedzialdw — obszar wyznaczony przez przedziat
liczby x’ jest wigkszy niz przedziat liczby x. Iloraz powierzchni
tych przedziatdw moze by¢ miarg przeszacowania. Nalezy zauwa-
zy¢, ze przeszacowanie jest najwigksze dla ¢ i @ bliskich

(p:ng-ﬁ-%’ gdzie neZ (14)

i tym wigksze, im mniejszy jest przedziat argumentu ¢, a wigc im
doktadniej jest on okreslony. Najmniejsze przeszacowanie ma
miejsce gdy

z (15)

=n—
4 2

Nalezy tak zaprojektowa¢ algorytm obliczen, by podobne kon-
wersje nie wystgpowaty lub byty jak najrzadsze — np. przez zmia-
n¢ kolejnosci wykonywania dziatan oraz przeksztatcenia zalezno-
$ci matematycznych.

Sytuacja, w ktorej moze dojs¢ do przeszacowan, sg ztozone ob-
liczenia, w ktérych te same zmienne przedzialowe wystepuja
wielokrotnie. Konieczne jest wtedy uwzglednienie faktu, ze
zmienna przedzialowa nie moze w ciagu obliczen (w kolejnych
krokach algorytmu) przyjmowac réznych wartosci z przedziatu.
Oznacza to, ze kolejne jej wystapienia nie moga by¢ traktowane
jako niezalezne liczby przedziatowe. Konsekwencje tego zastrze-
zenia zostang przedstawione w przyktadach.

Oczywista dla liczb rzeczywistych zalezno$é x* = x-x nie moze
by¢ bezkrytycznie wykorzystana wraz z (10) do obliczenia kwa-
dratu liczby przedziatowej. Wyjasnia to przyktad. Zatézmy, ze

x=[-2,3] (16)

wtedy obliczajac x* z zaleznosci (10) otrzymamy liczby

Xx-x=-2--2=4 (17)
xx=-2-3=-6 (18)
x-x=33=9 (19)

Przyjmujac skrajne z powyzszych wartosci otrzymujemy
X’ =[-6,9] (20)

Taki przedzial jest znacznie przeszacowany, poniewaz liczba
przedzialowa nie moze przyja¢ jednoczesnie roéznych wartosci
z przedziatu, wigc wynik (18) nie ma sensu. Ponadto wynik taki
jak w (20) nie ma sensu z drugiego powodu — kwadrat liczby
przedzialowej (przedzial liczb rzeczywistych) moglby zawieraé
wartosci ujemne. Wida¢ stad, ze do obliczenia kwadratu przedzia-
hu nalezy uzy¢ zaleznosci:
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x? = [min {x;, }}}, max{x&,}}}] 21

a prawidlowym wynikiem jest przedziat trzykrotnie mniejszej
szerokosci, zawierajacy wytacznie dodatnie liczby:

X*=1[4,9] (22)

Kolejny przyktad rowniez zwiazany jest z kilkukrotnym wyste-
powaniem tej samej zmiennej w ciagu obliczen, jednak ukazuje
inne zrédio potencjalnego przeszacowania wyniku koncowego.
Zatézmy, ze mamy zmienna przedzialowa

x=[2,3] (23)
i wykonujemy ciag obliczen:
1 - 24
y=— I=XxX+y ( )
X
Poniewaz
it (25)
Y X [3 ’ 2}

widaé ze nastapita inwersja granic przedziatow tzn.
Xy, x>y (26)

Jesli tej zamiany nie wezmiemy pod uwage, to obliczajac konco-
we wyrazenie na zmienng z wedhug (8) otrzymamy

i=x+y=[x+y, }+}]:[x+i,}+ 1}:[2.33, 35] @D
X

X

Do obliczenia kazdej z granic zmiennej z uzyto wigc obu granic
zmiennej x, co oczywiscie — jak zostalo juz wyjasnione — nie ma
sensu, poniewaz zmienna nie moze przyjmowaé jednoczesnie
réznych wartosci. Prawidlowo obliczonym wynikiem jest

g=x+y=|x+y, x+y ={;+l,}+i}=[2.5,3.33] (28)
- X X

Jak widaé, uzycie blednych zaleznosci (27) spowodowato
znaczne przeszacowanie wyniku.

Powyzszy przyklad jest banalny, jednak ukazuje istotg¢ proble-
mu. W zlozonych obliczeniach moze wystapi¢ wiele zmiennych
przedziatowych i kazda moze zostaé¢ wielokrotnie uzyta. Oczywi-
sta staje si¢ konieczno$¢ kontroli nad tym, ktorej z granic prze-
dzialu danej zmiennej nalezy uzy¢ do obliczenia odpowiednio
gornej i dolnej granicy wartosci wyrazenia. Rozwigzac¢ to mozna
przez powiazanie z posrednimi wynikami obliczen wektora
o wartosciach zero-jedynkowych zawierajacego informacje, ktora
granica przedzialu zmiennych poczatkowych zostala uzyta do
obliczenia gornej/dolnej granicy w danym etapie. Wyjasnia to
ponizszy, ogolny przyktad.

a= [Q,El b= [Q,Bl c= [Q,E] — zmienne poczatkowe  (29)

x = f(a,b,c) — funkcja zmiennych przedziatowych  (30)

px= {1,0,1} — wektor pomocniczy 31
a,b,c

gdzie ,,1” oznacza, ze x obliczono z gornej granicy odpowiedniej
zmiennej poczatkowej (,,0” — z dolnej). Jesli nastepnie liczymy

y=f(x.b,..) (32)
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to, na podstawie (31), do obliczenia y nalezy uzy¢ x i b, a nie
x i b, poniewaz x obliczono z b (,,0” na drugiej pozycji px).

W wielokrokowych obliczeniach z wielokrotnym uzyciem
zmiennych poczatkowych moze by¢ trudne lub niemozliwe prze-
widzenie wptywu wyboru kombinacji progdéw (goérny/dolny)
zmiennych poczatkowych na szerokos¢ przedzialu wyniku kon-
cowego. Konsekwencjg tego jest koniecznos¢ obliczania progdw
wynikow posrednich na podstawie wszystkich kombinacji progdw
zmiennych poczatkowych. Jesli dane jest

a=[a,a), b=[p,b] ifunkcja x= f(a,b) (33)

to nalezy obliczy¢ f(a,b), f(E,[g), f(g,B) i f(&,E), a kolejne
kroki obliczen wykonywac dla tych wszystkich wartosci. Gdy
uzyta zostanie kolejna zmienna poczatkowa — liczba wynikoéw
posrednich zwigkszy si¢ dwukrotnie. Ogdlne — jesli w ciagu obli-
czen uzywa si¢ n niezaleznych zmiennych poczatkowych to wyni-
kiem konicowym bedzie 2" liczb, z ktérych skrajne wyznacza
granice ostatecznego przedziatu. Aby zminimalizowaé koszt
obliczeniowy nalezy na tyle, na ile mozliwe, zoptymalizowac
algorytm np. grupujac w pojedynczym kroku wszystkie operacje
zwiazane z wybrang zmiennag.

Spore mozliwosci przyspieszenia obliczen w arytmetyce prze-
dziatowej daje wykorzystanie rozszerzen strumieniowych listy
rozkazow procesordw tj. SSE (Intel) i 3DNow! (AMD). Pozwalaja
one na réwnolegle wykonanie tej samej operacji arytmetycznej na
kilku argumentach [12]. Szczegdlnie korzystne jest zastosowanie
instrukcji SSE-2 w ktérych wprowadzono operacje rdwnolegle na
liczbach podwdjnej precyzji [13].

5. Whnioski

Metoda analizy przedziatowej jest przydatnym sposobem kon-
troli doktadnosci wynikow obliczen, w przypadku gdy czesé
zmiennych jest znana w przyblizeniu, a rozktad ich warto$ci nie
jest znany. Jednak efektywne jej wykorzystanie wymaga dobrego
przemyslenia algorytmu i przewidywania zrddet przeszacowania
przedziatéw wynikow obliczen.
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