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Streszczenie

W artykule przedstawiono metod¢ wyznaczania odpowiedzi impulsowe;j
systemu liniowego. Zastosowano jako sygnat testowy szum bialy o rozkta-
dzie normalnym i wykorzystano warunkowe usrednianie sygnatu wyj-
Sciowego 1 wejsciowego.

Stowa kluczowe: szum biaty z rozktadem normalnym, warunkowe usred-
nianie sygnalow, odpowiedz impulsowa.

Classical method for determination
of linear system dynamic properties
using signal conditional averaging

Abstract

The method for determination of the linear system impulse response is
presented in the paper. The white noise of normal distribution and the band
limited to low frequencies has been applied as a test signal. The cross
conditional averaging of the input and output signal has been used in the
method.

Keywords: white noise of normal distribution, conditional signal averaging,
impulse response.

1. Wstep

Wiedza o wlasciwosciach dynamicznych wyodrgbnianych
uktadow fizycznych jest potrzebna do ich indywidualnej oceny
jakosciowej pod katem przydatnosci w konkretnym zastosowaniu
a takze do syntezy lub analizy systemow fizycznych sktadajacych
si¢ z wyodrebnionych uktaddw.

W klasycznych metodach opisu wiasciwosci dynamicznych li-
niowych ukltadéw fizycznych wykorzystywane sg rownania réz-
niczkowe, transmitancje operatorowe i funkcje charakteryzujace,
ktére mozna bezposrednio mierzy¢ [1, 2, 3, 4, 5]. Przy wprowa-
dzeniu na wejscie x uktadu fizycznego specjalnego sygnatu testo-
wego, odpowiednia wielkosé, ktora wystapi na wyjsciu y uktadu
fizycznego (funkcja wielkosci) traktowana jest jako funkcja cha-
rakteryzujaca. Podstawowymi funkcjami charakteryzujacymi
uktady liniowe sa: charakterystyki amplitudowo-czestotliwo-
Sciowa |K ( jw] , fazowo-czestotliwosciowa ¢@(@w), odpowiedz
skokowa h(r), odpowiedz impulsowa k(z), funkcja korelacji
Ry, (z') 1 gestos¢ widmowa mocy S, (a))

W przypadku ogélnym wyznaczenie nieznanych dynamicznych
wlasciwosci systemu fizycznego wymaga podania modelu mate-
matycznego dla zalezno$ci pomigdzy sygnalami wejsciowymi
x().xn(r),  wyjsciowymi zaktdceniami

m (t)...nN (t) (rys. 1).

zl(t ...zN(t) i

Dla réznych klas sygnatéow wystgpujacych w modelu na rys. 1
zwiazki pomiedzy sygnatami mozna charakteryzowaé na wiele
roznych sposobow [2].

nl(t)l e lnN(t)
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Rys. 1. Ogoélny model fizycznego systemu dynamicznego
Fig. 1.  General model of dynamic system

W celu wyznaczania podstawowych funkcji charakteryzujacych
konieczne jest przyjecie w modelu z rys. 1 szeregu dodatkowych
zalozen.

Po uproszczeniu modelu fizycznego systemu dynamicznego
z rys. 1 do systemu liniowego i stacjonarnego z jednym wejsciem
x(t) ijednym wyjsciem y(t) oraz pojedynczym addytywnym
sygnatem zaktocajacym n(t) na wyjsciu (stacjonarny sygnat
losowy niezalezny od sygnatu wejsciowego x(t)) otrzymuje si¢
klasyczny model problemu identyfikacji (rys. 2).

n(t)
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Rys. 2. Model identyfikacji systemu liniowego z jednym wejsciem i jednym
wyjsciem
Fig.2. Model for identification of a linear system with one input and output

W klasycznym podejsciu zadanie wyznaczenia wlasciwosci dy-
namicznych systemu badanego w dziedzinie czasu lub czgstotli-
wosci sprowadza si¢ do wyznaczenia odpowiedzi impulsowej
k(t) lub  charakterystyki  amplitudowo-czgstotliwosciowej

|K ( /a))| przy wykorzystaniu wejSciowych testowych sygnatow

zdeterminowanych lub stochastycznych.
W dziedzinie czasu zastosowania testowego sygnatu stocha-
stycznego x(t) posiadajacego funkcje autokorelacji Rx(r) umoz-

liwia wyznaczenie funkcji korelacji wzajemne;j ny(r) i odpo-

wiedzi impulsowej k(r) badanego systemu z rdéwnania calki
splotowej [5]:

Re ()= Ry (0)= B+ D)= [R (- OO0 . (1)

W dziedzinie czgstotliwosci, przy braku sygnatu zakldcajacego
n(t) po zastosowaniu stochastycznego sygnatu testowego x(t

posiadajacego jednostronna gestos¢ widmowa mocy Gx(a))

i wyznaczeniu jednostronnej gestosci widmowej mocy Gy(a)) dla
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sygnalu wyjsciowego y(t), modul transmitancji widmowej
|K(ja))| wyznacza si¢ z zaleznosci:

G,(0)=G,(o)|K(jo)[*. @)

W kolejnych punktach pracy zaproponowano i opisano metodg
identyfikacji stacjonarnych systeméw liniowych wykorzystujaca
warunkowe charakterystyki probabilistyczne w dziedzinie opisu
amplitudowego sygnatow.

2. Opis metody

Sygnatem testowym x(t)dla badania wilasciwosci dynamicz-
nych systemu z ograniczonym pasmem czgstotliwosciowym f,

(rys. 2) jest dolnopasmowy szum bialy o gestosci widmowej
mocy Gx(a)):Gx:const w pasmie B,, funkcji korelacji
sin 278t

N .
278t (O’ GX)

Wejsciowy stacjonarny sygnat losowy x(t) o cechach szumu

biatego z normalnym rozkltadem prawdopodobienstwa wartosci
chwilowych p, (x) po przejsciu przez system liniowy jako sygnat

R, (r) =GB, 1 gestosci prawdopodobienstwa

y(t) praktycznie zmienia ksztalt funkcji autokorelacji R y (r) i nie
zmienia ksztaltu funkcji gestosci prawdopodobienstwa p, (y)

w stosunku do odpowiednich charakterystyk sygnatu wejsciowego
x(t) . Modelem rozktadu prawdopodobienstwa sygnatu y(t)

bedzie rozktad N (0, O'y), normalne beda takze: taczna gestosé

prawdopodobienstwa p(x, y) oraz gestosci warunkowe p(y|x)

i o+, )

Jezeli sygnaty x(r) i y(t) sa tacznie normalne o wartosciach
$rednich réwnych zero to warunkowa gestos¢ prawdopodobien-
stwa sygnatu y(tl- +z') przy warunku x(tl-):xo jest opisana

wyrazeniem [6]:

m‘“’“}

— ! -expy— i
p[}’(f]xﬂ]— O'y\/g\/l—pﬁy(f) p 20')2,(1*/7?;/(7))

3

z warunkowa wartos$cia oczekiwanag:

E[yt+z’

LD, [ @

i warunkowa wariancja:

ol =oil-ri) 5

W sytuacji niezaleznosci sygnatu zaktdcajacego n(t) od sygna-
hu wejsciowego x(t) warunkowa warto$¢ oczekiwana dostgpnego
na wyjsciu sygnatu z(t) takze jest niezalezna od szumu n(t) :

o, Jo i), [+ £hie)

Dla technicznie realizowalnego szumu biatego posiadajacego
plaskie widmo w pasmie znacznie szerszym od pasma czgstotli-

l-£ [y(flx,) ] ©)
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wosciowego badanego systemu (Bx >> fq) funkcja k(@))
w wyrazeniu (1) bedzie w przyblizeniu stalta w pordéwnaniu
z funkcja Rx(r—®) w waskim przedziale w poblizu punktu
©=r7,wktorym R_(r

Z réwnania (1) po przeksztalceniach otrzymuje sig:

—©) posiada istotne wartoci.

P xy

Of[ Ok(O)do ~
- )

| Q

() [0k 2= 10

cry 2B,

Podstawienie (4) i (7) do (6) daje wyrazenie umozliwiajace wy-
znaczenie odpowiedzi impulsowej

k(z)= 2B‘Z()| : ®)

Xo

gdzie: warunkowa $rednia arytmetyczna Z| (z'*c0 jest estymatorem

warunkowej wartosci oczekiwanej E [z(rjx0 ] .

W przedstawionym sposobie otrzymania odpowiedzi impulso-
wej l@(r) systemu liniowego wykorzystuje si¢ wyznaczenie war-
tosci $redniej sygnalu wyjsciowego z(t+z') przy warunku
x(t) =X, .

W praktycznej realizacji sposob wymaga ciaglej (w czasie ob-
serwacji 7;) ) rejestracji cyfrowej sygnatu z(t) oraz momentow
czasowych #; w ktorych sygnat x(t) przyjmuje wartosci x,,
a nastgpnie numerycznej estymacji zaleznosci (8).

W celu wyznaczenia odpowiedzi impulsowej lg(r) mozna wy-
korzysta¢ drugi sposob z liniowa zaleznoscia regresyjna:

E[x(t + TX sz ]: (r)zo . ©)]

Przy wykorzystaniu zaleznosci (10) 1 (11)

U

pexlr)=—>py (7). (10)
0'520')2,4-0'5, 11

oraz uwzglednieniu (7) i (9) otrzymuje si¢ zaleznos¢ koncowa:

2 2
é(r):[%) 1{?] ZZBX X(-1)., - (12)
: 0

gdzie: warunkowa $rednia arytmetyczna X (TLU jest estymatorem

warunkowej wartosci oczekiwanej E [x(f r1 “ ]
Wspoltezynnik proporcjonalnosci w ostatnim réwnaniu w po-
. . . - . . .. 2
réwnaniu z zaleznoscia (8) zalezy od stosunku wariancji o na
wyj$ciu do wariancji af na wejsciu badanego systemu.

W podanym sposobie otrzymania odpowiedzi impulsowej lg(t)
systemu liniowego nalezy warunkowo usrednia¢ realizacje sygna-
hu wejsciowego x(t,. —r) przy warunku z(t,-):zo. Usrednianie
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realizacji sygnatu x(z‘) dla ujemnych wartosci 7 przy cyfrowym
przetwarzaniu i analizie sygnatow jest stosunkowo tatwe w reali-
zacji praktyczne;j.

ln(t)
Badany

Genergtor X(t) system liniowy y®) > Z(t);
szumu biatego k(o)

i
vV v vy

Cyfrowy system
pomiarowo-
-analizujacy

|

k()

Rys. 3. Schemat uktadu pomiarowego wyznaczania odpowiedzi impulsowej
Fig. 3. Measurement system for determination of impulse response

Schemat uktadu pomiarowego realizujacego proponowana me-
tode identyfikacji podany jest na rys. 3.

Dla wykorzystania zaleznosci (8) uktad inicjuje usrednianie re-
alizacji sygnatu z(t) o dtugosci 7, (N probek sygnatu z odstgpem
T,) w momentach, w ktérych sygnat x(t) przekracza zadany

poziom x, zaréwno z pochodng dodatnia jak i ujemna.
Liczba warunkowo usrednionych realizacji w czasie obserwacji
T, wynosi M . Estymator odpowiedzi impulsowej badanego

systemu fizycznego otrzymuje si¢ z zaleznosci:

> <fr,)
z\iT
ki, )= 2)5: 171, (13)

3. Niepewnos¢ estymaciji odpowiedzi
impulsowej

Przy wykorzystaniu zaleznosci (8) kwadrat wzglednej niepew-
nosci standardowej estymatora odpowiedzi impulsowej mozna
wyrazi¢ poprzez kwadrat wzglednej niepewnosci standardowej
estymatora warunkowej wartosci sredniej:

L oi) 97,0
e ACE

(14

Wariancja warunkowej wartosci $redniej dla M usrednien jest
réwna sumie wariancji warunkowych $rednich sygnatu y(?) i za-
ktocenia n(z):

ai[l—pz,(r)] 53
(T)+O'12V‘w :# +

(15)

2 ()_ 2
O-Z Z'—O'?

X0 X0

a wariancja obliczenia odpowiedzi impulsowej z wyrazenia (13)
Wynosi:

2 2 2 2
Z(T)_[sz] 62 (T):4BXO-,V|:1_pX,V(T):| +4B)363 (16)

7], M M
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Wzgledna niepewno$é standardowa wyznaczenia odpowiedzi
impulsowej, po uwzglednieniu (4), (6), (8) i (16) mozna obliczy¢
z zaleznosci:

) (17
. X
gdzie: v=-C.
O-X
Ok
1,0
0,8 \\
\1 1 M=100: v=1; 2=0
0,6 2 M=900; v=2: $2=0
\ 3 M=900:v=2; g#=0,5
0,4
02
W3 ~—
IR S —
0,0 el
0,0 02 04 06 08 10 Pxy|

Rys. 4. Wzgledna niepewnos¢ standardowa wyznaczania odpowiedzi
impulsowej

Fig. 4. Relative standard uncertainty of the impulse response
determination

Otrzymang zaleznos¢ ilustruje rysunek 4 dla réznych wartosci
unormowanej funkeji korelacji wzajemnej p,, (z’) oraz zadanych

parametrow:

1) M=100; v=1; Zn—0;
O
y

2) M=900; v=2; Zn-0;
(o2
y

3) M=900; v=2; 21 -05
O

~<

4. Podsumowanie

Wykorzystujace sygnaly stochastyczne klasyczne metody wy-
znaczania wlasciwosci dynamicznych systeméow liniowych
w dziedzinie czasu (metoda korelacyjna) i dziedzinie czestotliwo-
Sci (metody gestosci widmowej mocy) w praktyce, oprocz charak-
terystycznych dla metod operacji nieliniowych, stosuja dwukrotne
usrednianie. Pierwszy raz w procedurach przetwarzania sygnalow
i otrzymywania estymat charakterystyk statystycznych (np. funk-
cji korelacji) drugi raz ze wzgledu na doktadnosciowe potrzeby
usredniania otrzymanych estymat charakterystyk.

Zaproponowana metoda wyznaczania wiasciwosci dynamicz-
nych stacjonarnych systemow liniowych wykorzystuje technicznie
realizowalny dolnopasmowy szum bialy o rozkladzie N (0, o-x)

jako sygnat testowy i warunkowe usrednianie sygnatow z(z’j x=x,

albo x(— rﬂ 2=zy * Usrednianie warunkowe jest jedyna operacjq

wykonywana na zarejestrowanych sygnatach.
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Wariancja estymatora odpowiedzi impulsowej k(T) jest od-
wrotnie proporcjonalna do liczby M usrednianych realizacji.

Wzgledna niepewnos$é standardowa odpowiedzi impulsowej
silnie rosnie dla matych wartosci unormowanej funkcji korelacji
wzajemne;j pxy(r).

Wzgledna niepewnos$¢ standardowa odpowiedzi impulsowej
w matym stopniu zalezy od poziomu zakldcen addytywnych na
wyijsciu badanego systemu.

Wartos$¢ progu x, dla sygnatu wejsciowego x(t) inicjujacego
warunkowe usrednianie sygnalu wyjsciowego z(t) bedzie miala
wplyw na wariancj¢ estymatora odpowiedzi impulsowe;j lg(r) .

Dla konkretnych przewidywalnych modeli identyfikowanych
systeméw liniowych mozna wybraé sposob usredniania warunko-
wego oraz parametry eksperymentu umozliwiajace zmniejszenie
niepewnosci standardowej wyznaczanych estymat odpowiedzi
impulsowe;j.
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