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S t r e s z c z e n i e  
 

W  a rt y k u le p rz ed s t a w iono m et od ę  w y z na c z a nia  od p ow ied z i im p u ls ow ej  
s y s t em u  liniow ego. Z a s t os ow a no j a k o s y gna ł  t es t ow y  s z u m  b ia ł y  o roz k ł a -
d z ie norm a lny m  i w y k orz y s t a no w a ru nk ow e u ś red nia nie s y gna ł u  w y j -
ś c iow ego i w ej ś c iow ego. 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  s z u m  b ia ł y  z  roz k ł a d em  norm a lny m , w a ru nk ow e u ś red -
nia nie s y gna ł ó w , od p ow ied ź  im p u ls ow a . 
 
Cl as s i c al   me t h o d f o r  de t e r mi n at i o n   
o f  l i n e ar  s y s t e m dy n ami c  p r o p e r t i e s   
u s i n g  s i g n al  c o n di t i o n al  av e r ag i n g  

 
A b s t r a c t  

 
T h e m et h od  f or d et erm ina t ion of  t h e linea r s y s t em  im p u ls e res p ons e is  
p res ent ed  in t h e p a p er. T h e w h it e nois e of  norm a l d is t rib u t ion a nd  t h e b a nd  
lim it ed  t o low  f req u enc ies   h a s  b een a p p lied  a s  a  t es t  s igna l.  T h e c ros s  
c ond it iona l a vera ging of  t h e inp u t  a nd  ou t p u t  s igna l h a s  b een u s ed  in t h e 
m et h od . 
 
K e y w o r d s :  w h it e nois e of  norm a l d is t rib u t ion, c ond it iona l s igna l a vera ging, 
im p u ls e  res p ons e. 
 
1 .  Ws t ę p  
 
W iedz a o w ł aśc iw ośc iac h  dyn am ic z n yc h  w yodr ę b n ian yc h  

uk ł adó w  f iz yc z n yc h  jes t p otr z eb n a do ic h  in dyw idualn ej oc en y 
jak ośc iow ej p od k ątem  p r z ydatn ośc i w  k on k r etn ym  z as tos ow an iu  
a tak ż e do s yn tez y lub  an aliz y s ys tem ó w  f iz yc z n yc h  s k ł adając yc h  
s ię  z  w yodr ę b n ion yc h  uk ł adó w . 
W  k las yc z n yc h  m etodac h  op is u w ł aśc iw ośc i dyn am ic z n yc h  li-

n iow yc h  uk ł adó w  f iz yc z n yc h  w yk or z ys tyw an e s ą r ó w n an ia r ó ż -
n ic z k ow e,  tr an s m itan c je op er ator ow e i f un k c je c h ar ak ter yz ując e,  
k tó r e m oż n a b ez p ośr edn io m ier z yć  [ 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ] . P r z y w p r ow a-
dz en iu n a w ejśc ie x uk ł adu f iz yc z n eg o s p ec jaln eg o s yg n ał u tes to-
w eg o,  odp ow iedn ia w ielk ość ,  k tó r a w ys tąp i n a w yjśc iu y uk ł adu 
f iz yc z n eg o (f un k c ja w ielk ośc i) tr ak tow an a jes t jak o f un k c ja c h a-
r ak ter yz ując a. P ods taw ow ym i f un k c jam i c h ar ak ter yz ując ym i 
uk ł ady lin iow e s ą:  c h ar ak ter ys tyk i am p litudow o-c z ę s totliw o-
śc iow a ( )ωjK ,  f az ow o-c z ę s totliw ośc iow a ϕ(ω) ,  odp ow iedź  
s k ok ow a ( )th ,  odp ow iedź  im p uls ow a ( )tk ,  f un k c ja k or elac ji 

( )τxyR  i g ę s tość  w idm ow a m oc y ( )ωxyS . 
W  p r z yp adk u og ó ln ym  w yz n ac z en ie n iez n an yc h  dyn am ic z n yc h  

w ł aśc iw ośc i s ys tem u f iz yc z n eg o w ym ag a p odan ia m odelu m ate-
m atyc z n eg o dla z ależ n ośc i p om ię dz y s yg n ał am i w ejśc iow ym i ( ) ( )txtx N...1 ,  w yjśc iow ym i ( ) ( )tztz N...1  i z ak ł ó c en iam i 
( ) ( )tntn N...1  (r ys . 1 ). 

Dla r ó ż n yc h  k las  s yg n ał ó w  w ys tę p ując yc h  w  m odelu n a r ys . 1  
z w iąz k i p om ię dz y s yg n ał am i m oż n a c h ar ak ter yz ow ać  n a w iele 
r ó ż n yc h  s p os ob ó w  [ 2 ] . 
 
 

  
R y s .  1 .   O g ó l n y  m o d el  f i z y c z n eg o  s y s t em u  d y n a m i c z n eg o  
F i g .  1 .   G en er a l  m o d el  o f  d y n a m i c  s y s t em  
 
W  c elu w yz n ac z an ia p ods taw ow yc h  f un k c ji c h ar ak ter yz ując yc h  

k on iec z n e jes t p r z yję c ie w  m odelu z  r ys . 1  s z er eg u dodatk ow yc h  
z ał oż eń . 
P o up r os z c z en iu m odelu f iz yc z n eg o s ys tem u dyn am ic z n eg o  

z  r ys . 1  do s ys tem u lin iow eg o i s tac jon ar n eg o z  jedn ym  w ejśc iem  ( )tx  i jedn ym  w yjśc iem  ( )ty  or az  p ojedyn c z ym  addytyw n ym  
s yg n ał em  z ak ł ó c ając ym  ( )tn  n a w yjśc iu (s tac jon ar n y s yg n ał  
los ow y n iez ależ n y od s yg n ał u w ejśc iow eg o ( )tx ) otr z ym uje s ię  
k las yc z n y m odel p r ob lem u iden tyf ik ac ji (r ys . 2 ). 
 
 

  
R y s .  2 .   M o d el  i d en t y f i k a c ji  s y s t em u  l i n i o w eg o  z  jed n y m  w ejś c i em  i  jed n y m  

w y jś c i em  
F i g .  2 .   M o d el  f o r  i d en t i f i c a t i o n  o f  a  l i n ea r  s y s t em  w i t h  o n e i n p u t  a n d  o u t p u t  
 
W  k las yc z n ym  p odejśc iu z adan ie w yz n ac z en ia w ł aśc iw ośc i dy-

n am ic z n yc h  s ys tem u b adan eg o w  dz iedz in ie c z as u lub  c z ę s totli-
w ośc i s p r ow adz a s ię  do w yz n ac z en ia odp ow iedz i im p uls ow ej ( )tk  lub  c h ar ak ter ys tyk i am p litudow o-c z ę s totliw ośc iow ej 
( ) ωjK  p r z y w yk or z ys tan iu w ejśc iow yc h  tes tow yc h  s yg n ał ó w  

z deter m in ow an yc h  lub  s toc h as tyc z n yc h . 
W  dz iedz in ie c z as u z as tos ow an ia tes tow eg o s yg n ał u s toc h a-

s tyc z n eg o ( )tx  p os iadając eg o f un k c ję  autok or elac ji ( )τxR  um oż -
liw ia w yz n ac z en ie f un k c ji k or elac ji w z ajem n ej ( )τxyR  i odp o-
w iedz i im p uls ow ej ( )τk  b adan eg o s ys tem u z  r ó w n an ia c ał k i 
s p lotow ej [ 5 ] :  
 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∞
∞−

ΘΘΘ−=+== dkRtytxERR xxyxz ττττ . (1 ) 

 
W  dz iedz in ie c z ę s totliw ośc i,  p r z y b r ak u s yg n ał u z ak ł ó c ając eg o ( )tn  p o z as tos ow an iu s toc h as tyc z n eg o s yg n ał u tes tow eg o ( )tx  

p os iadając eg o jedn os tr on n a g ę s tość  w idm ow ą m oc y ( )ωxG  
i w yz n ac z en iu jedn os tr on n ej g ę s tośc i w idm ow ej m oc y ( )ωyG  dla 
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sygnału wyjściowego ( )ty , mod uł t r ansmit ancji wid mowej 
( ) ωjK  wyznacza się  z zal eż ności: 
 

 ( ) ( ) ( ) 2
  ωωω jKGG xy = . ( 2 )  

 
W  kol ejnych  p unkt ach  p r acy zap r op onowano i op isano met od ę  

id ent yf ikacji st acjonar nych  syst emó w l iniowych  wykor zyst ują cą  
war unkowe ch ar akt er yst yki p r ob ab il ist yczne w d zied zinie op isu 
amp l it ud owego sygnałó w. 
 

2. O p i s  m e t o d y  
 
S ygnałem t est owym ( )tx d l a b ad ania właściwości d ynamicz-

nych  syst emu z ogr aniczonym p asmem czę st ot l iwościowym gf  
( r ys. 2 )  jest  d ol nop asmowy szum b iały o gę st ości wid mowej  
mocy ( ) constGG xx ==ω  w p aśmie xB , f unkcji kor el acji 

( )
τπ

τπ
τ

x

x
xxx B

BBGR
2
2sin

=  i gę st ości p r awd op od ob ieńst wa ( )xN σ,0 . 

W ejściowy st acjonar ny sygnał l osowy ( )tx  o cech ach  szumu 
b iałego z nor mal nym r ozkład em p r awd op od ob ieńst wa war t ości 
ch wil owych  ( )xpx  p o p r zejściu p r zez syst em l iniowy jako sygnał 
( )ty  p r akt ycznie zmienia kszt ałt  f unkcji aut okor el acji ( )τyR  i nie 

zmienia kszt ałt u f unkcji gę st ości p r awd op od ob ieńst wa ( )ypy   
w st osunku d o od p owied nich  ch ar akt er yst yk sygnału wejściowego ( )tx . M od el em r ozkład u p r awd op od ob ieńst wa sygnału ( )ty  
b ę d zie r ozkład  ( )yN σ,0 , nor mal ne b ę d ą  t akż e: łą czna gę st ość  
p r awd op od ob ieńst wa ( )yxp ,  or az gę st ości war unkowe ( )

x
yp   

i  yxp . 
J eż el i sygnały ( )tx  i ( )ty  są  łą cznie nor mal ne o war t ościach  

śr ed nich  r ó wnych  zer o t o war unkowa gę st ość  p r awd op od ob ień-
st wa sygnału ( )τ+ity  p r zy war unku ( ) 0xtx i =  jest  op isana  
wyr aż eniem [ 6 ] : 
 

( )[ ] ( )
( ) ( )

( )( )







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τ 22

2

2 12exp
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1
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o
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 ( 3 )  

 
z war unkową  war t ością  oczekiwaną : 
 
 ( )[ ] ( ) ( ) oxy

x

y
xxx xyEtyE
oo

⋅⋅=


=+ = τρ
σ
σ

ττ  ( 4 )  
 
i war unkową  war iancją : 
 
 ( ) ( )[ ]222 1 ττ

ρσσ xyyy
ox

−= . ( 5 )  
 
W  syt uacji niezal eż ności sygnału zakłó cają cego ( )tn  od  sygna-

łu wejściowego ( )tx  war unkowa war t ość  oczekiwana d ost ę p nego 
na wyjściu sygnału ( )tz  t akż e jest  niezal eż na od  szumu ( )tn : 
 

 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
ooo xxxox

yEnEyEzE ττττ =+=  ( 6 )  
 
D l a t ech nicznie r eal izowal nego szumu b iałego p osiad ają cego 

p łaskie wid mo w p aśmie znacznie szer szym od  p asma czę st ot l i-

wościowego b ad anego syst emu ( )qx fB >>  f unkcja ( )Θk  
w wyr aż eniu ( 1 )  b ę d zie w p r zyb l iż eniu st ała w p or ó wnaniu 
z f unkcją  ( )Θ−τxR  w wą skim p r zed zial e w p ob l iż u p unkt u 

τ=Θ , w kt ó r ym ( )Θ−τxR  p osiad a ist ot ne war t ości. 
Z  r ó wnania ( 1 )  p o p r zekszt ałceniach  ot r zymuje się : 
 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .
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P od st awienie ( 4 )  i ( 7 )  d o ( 6 )  d aje wyr aż enie umoż l iwiają ce wy-

znaczenie od p owied zi imp ul sowej 
 

 ( ) ( )
ox

o

x tZx
Bk 2ˆ =τ , ( 8 )  

 
gd zie: war unkowa śr ed nia ar yt met yczna ( )

0x
Z τ jest  est ymat or em 

war unkowej war t ości oczekiwanej ( )[ ]
0xzE τ . 

W  p r zed st awionym sp osob ie ot r zymania od p owied zi imp ul so-
wej ( )τk̂  syst emu l iniowego wykor zyst uje się  wyznaczenie war -
t ości śr ed niej sygnału wyjściowego ( )τ+tz  p r zy war unku 
( ) oxtx = . 
W  p r akt ycznej r eal izacji sp osó b  wymaga cią głej ( w czasie ob -

ser wacji 0T )  r ejest r acji cyf r owej sygnału ( )tz  or az moment ó w 
czasowych  it  w kt ó r ych  sygnał ( )tx  p r zyjmuje war t ości ox   
a nast ę p nie numer ycznej est ymacji zal eż ności ( 8 ) . 
W  cel u wyznaczenia od p owied zi imp ul sowej ( )τk̂  moż na wy-

kor zyst ać  d r ugi sp osó b  z l iniową  zal eż nością  r egr esyjną : 
 

 ( )[ ] ( ) 00
ztxE zx

z

x
zz τρ

σ
στ =+ = .  ( 9 )  

 
P r zy wykor zyst aniu zal eż ności ( 1 0 )  i ( 1 1 )  
 

 ( ) ( )τρ
σ
σ

τρ −= xy
z

y
zx ,  ( 1 0 )  

 
 222

nyz σσσ += ,  ( 1 1 )  
 
or az uwzgl ę d nieniu ( 7 )  i ( 9 )  ot r zymuje się  zal eż ność  końcową : 
 

 ( ) ( )
0

0

22
21ˆ

z
x

y

n

x

y X
z
Bk τ

σ

σ

σ

σ
τ −









+



= . ( 1 2 )  

 
gd zie: war unkowa śr ed nia ar yt met yczna ( )

0z
X τ jest  est ymat or em 

war unkowej war t ości oczekiwanej ( )[ ]
0x

xE τ− . 
W sp ó łczynnik p r op or cjonal ności w ost at nim r ó wnaniu w p o-

r ó wnaniu z zal eż nością  ( 8 )  zal eż y od  st osunku war iancji 2
zσ  na 

wyjściu d o war iancji 2
xσ  na wejściu b ad anego syst emu. 

W  p od anym sp osob ie ot r zymania od p owied zi imp ul sowej ( )tk̂  
syst emu l iniowego nal eż y war unkowo uśr ed niać  r eal izacje sygna-
łu wejściowego ( )τ−itx  p r zy war unku ( ) 0ztz i = . U śr ed nianie 
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realizacji sygnału ( )tx  dla ujem nych wart oś ci τ  p rzy cyf rowym  
p rzet warzaniu i analizie sygnałó w jest  st osunk owo łat we w reali-
zacji p rak t ycznej. 
 
 

  
R y s .  3.   S c h e m a t  u k ł a d u  p om i a r ow e g o w y z n a c z a n i a  od p ow i e d z i  i m p u l s ow e j  
F i g .  3.   M e a s u r e m e n t  s y s t e m  f or  d e t e r m i n a t i on  of  i m p u l s e  r e s p on s e  
 
S chem at  uk ładu p om iarowego realizują cego p rop onowaną  m e-

t odę ident yf ik acji p odany jest  na rys. 3. 
D la wyk orzyst ania zależ noś ci ( 8)  uk ład inicjuje uś rednianie re-

alizacji sygnału ( )tz  o długoś ci rT  ( N  p ró b ek  sygnału z odst ęp em  
pT )  w m om ent ach, w k t ó rych sygnał ( )tx  p rzek racza zadany 

p oziom  x0 zaró wno z p ochodną  dodat nią  jak  i ujem ną . 
L iczb a warunk owo uś rednionych realizacji w czasie ob serwacji 
0T  wynosi M . E st ym at or odp owiedzi im p ulsowej b adanego 

syst em u f izycznego ot rzym uje się z zależ noś ci: 
 

 ( ) ( )
M

iTz

x
BiTk

M

i
p

xp
∑
=

=
1

0

2)   ( 1 3)  
 
 
3. N i e p e w n o ś ć  e s t y m a c j i  o d p o w i e d z i   

i m p u ls o w e j  
 
P rzy wyk orzyst aniu zależ noś ci ( 8)  k wadrat  względnej niep ew-

noś ci st andardowej est ym at ora odp owiedzi im p ulsowej m oż na 
wyrazić  p op rzez k wadrat  względnej niep ewnoś ci st andardowej 
est ym at ora warunk owej wart oś ci ś redniej: 
 

 ( ) ( )
( )

( )
( )τ
τσ

τ
τσ

τδ 2

2

2

2
ˆ2

ˆ
0

0

ˆ
x

Zk
k Zk

x

== . ( 1 4 )  

 
W ariancja warunk owej wart oś ci ś redniej dla M uś rednień  jest  

ró wna sum ie wariancji warunk owych ś rednich sygnału y ( t )  i za-
k łó cenia n ( t ) : 
 

 ( ) ( ) ( )[ ]
MM
nxyy

NYZ x
xx

222
222 1

000

στρσ
στστσ +

−
=+=   ( 1 5 )  

 
a wariancja ob liczenia odp owiedzi im p ulsowej z wyraż enia ( 1 3)  
wynosi: 
 

 ( ) ( ) ( )[ ]
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

=   ( 1 6 )  

 

W zględną  niep ewnoś ć  st andardową  wyznaczenia odp owiedzi 
im p ulsowej, p o uwzględnieniu ( 4 ) , ( 6 ) , ( 8)  i ( 1 6 )  m oż na ob liczyć   
z zależ noś ci: 
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( ) ντρ

σ
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τ
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ˆ ,  ( 1 7 )  

 
gdzie: 

x

x
σ

ν 0= . 
 
 

  
R y s .  4.   W z g l ę d n a  n i e p e w n oś ć  s t a n d a r d ow a  w y z n a c z a n i a  od p ow i e d z i   

i m p u l s ow e j  
F i g .  4.   R e l a t i v e  s t a n d a r d  u n c e r t a i n t y  of   t h e  i m p u l s e  r e s p on s e   

d e t e r m i n a t i on  
 
O t rzym aną  zależ noś ć  ilust ruje rysunek  4  dla ró ż nych wart oś ci 

unorm owanej f unk cji k orelacji wzajem nej ( )τρxy  oraz zadanych 
p aram et ró w: 
1 )  100=M ; 1=v ; 0=

y

n
σ

σ ; 

2 )  900=M ; 2=v ; 0=

y

n
σ

σ ; 

3)  900=M ; 2=v ; 50,=

y

n
σ

σ . 

 
 
4. P o d s u m o w a n i e  
 
W yk orzyst ują ce sygnały st ochast yczne k lasyczne m et ody wy-

znaczania właś ciwoś ci dynam icznych syst em ó w liniowych 
w dziedzinie czasu ( m et oda k orelacyjna)  i dziedzinie częst ot liwo-
ś ci ( m et ody gęst oś ci widm owej m ocy)  w p rak t yce, op ró cz charak -
t eryst ycznych dla m et od op eracji nieliniowych, st osują  dwuk rot ne 
uś rednianie. P ierwszy raz w p rocedurach p rzet warzania sygnałó w 
i ot rzym ywania est ym at  charak t eryst yk  st at yst ycznych ( np . f unk -
cji k orelacji)  drugi raz ze względu na dok ładnoś ciowe p ot rzeb y 
uś redniania ot rzym anych est ym at  charak t eryst yk . 
Z ap rop onowana m et oda wyznaczania właś ciwoś ci dynam icz-

nych st acjonarnych syst em ó w liniowych wyk orzyst uje t echnicznie 
realizowalny dolnop asm owy szum  b iały o rozk ładzie ( )xN σ,0  
jak o sygnał t est owy i warunk owe uś rednianie sygnałó w ( )

0xxz =τ  
alb o ( )

0zz
x =−τ . U ś rednianie warunk owe jest  jedyną  op eracją  

wyk onywaną  na zarejest rowanych sygnałach. 
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Wariancja estymatora odpowiedzi impulsowej ( )τk
)  jest od-

wrotnie proporcjonalna do liczb y M uś rednianych  realizacji. 
Wzg lę dna niepewnoś ć  standardowa odpowiedzi impulsowej 

silnie roś nie dla mał ych  wartoś ci unormowanej f unk cji k orelacji 
wzajemnej ( )τρxy . 
Wzg lę dna niepewnoś ć  standardowa odpowiedzi impulsowej 

w mał ym stopniu zależ y od poziomu zak ł ó ceń  addytywnych  na 
wyjś ciu b adaneg o systemu. 
Wartoś ć  prog u 0x  dla syg nał u wejś cioweg o ( )tx  inicjująceg o 

warunk owe uś rednianie syg nał u wyjś cioweg o ( )tz  b ę dzie miał a 
wpł yw na wariancję  estymatora odpowiedzi impulsowej ( )τk

) . 
D la k onk retnych  przewidywalnych  modeli identyf ik owanych  

systemó w liniowych  moż na wyb rać  sposó b  uś redniania warunk o-
weg o oraz parametry ek sperymentu umoż liwiające zmniejszenie 
niepewnoś ci standardowej wyznaczanych  estymat odpowiedzi 
impulsowej. 
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