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Streszczenie

Wykazano, ze parametry rozktadu statystycznego polozenia na sferze
Poincare wektora dyspersji polaryzacyjnej (PMD) na wyjsciu wielostop-
niowego skramblera, takie jak: wartosci oczekiwane i wariancje wspot-
rzednych wektora, a takze kowariancje, mozna skutecznie wyznaczy¢
stosujac metode iteracyjna. Warunkiem uzycia metody jest, aby rozktady
statystyczne sygnalow sterujacych stopniami skramblera byly réwnomier-
ne i od siebie niezalezne. Stwierdzono, ze rozklady statystyczne poszcze-
gblnych wspodtrzednych wektora PMD na wyjsciu skramblera roznia si¢ od
siebie, co najmniej wartosciami wariancji, przy czym réznice zaleza od
polozenia wejsciowego wektora PMD i moga by¢ znaczne. Wariancje
rozktadéw moga zosta¢ asymptotycznie zuniformizowane i uniezaleznione
od potozenia wejsciowego wektora PMD, jezeli skrambler zbudowaé
z wielu niezaleznie sterowanych stopni.

Slowa kluczowe: swiattowdd, dyspersja polaryzacyjna, skrambler polary-
zacji.

Expected values, variances and covariances
of a dispersion polarisation vector
components at an output of a multistage
polarisation scrambler

Abstract

First moments of probability density function of coordinates of a polarisation
dispersion vector at an output of a multistage polarisation scrambler, like:
expected values and variances, as well as covariances, can be effectively
calculated with a use of a presented iterative method, provided statistical
distributions of control signals of all scrambler stages are uniform, and
mutually independent. It was shown, that for any pair of coordinates
of such a PMD vector, their statistical distributions differ; at least the
corresponding variances do. The differences are input PMD vector
dependent. The variances can be asymptotically uniformed, and made
independent of an input PMD vector, if the scrambler is of a multistage
design with independent control of each stage.

Keywords: optical fibre, polarisation mode dispersion, polarisation
scrambler.

1. Wstep

Dla celéw symulacji badz testowania moze by¢ potrzebne, aby
mozliwa do realizacji technicznej metodq wytwarza¢ warunki,
w ktorych znormalizowany wektor dyspersji polaryzacyjnej
osrodka propagacji $wiatta w skonczonym czasie przyjmowat
bedzie potozenie réwnomiernie rozitozone na sferze Poincare.
W szczegblnosci moze to by¢ przydatne dla testowania skuteczno-
$ci opartych na skramblingu polaryzacji metod zmniejszania
bledow transmisji wywotanych dyspersja polaryzacyjna w syste-
mie swiattowodowym [1].

W celu uzyskania efektu réwnomiernego roztozenia wektora
dyspersji polaryzacji (PMD) stosuje si¢ polaczenie elementu
propagacyjnego ze skramblerem polaryzacji (rys. 1), ktory
w wyniku sterowania losowo zmienia polozenie wypadkowego,
dla osrodka i skramblera, wektora PMD. Elementarny skrambler
polaryzacji jest zbudowany z pojedynczego rotatora polaryzacji
dokonujacego zmiennego w czasie obrotu osi polaryzacji w prze-
strzeni, badz z przesuwnika fazowego zmieniajacego w czasie stan
polaryzacji (np. z polaryzacji liniowej na eliptyczna) wskutek
zmiany przesunigcia fazowego pomigdzy ortogonalnymi sktado-
wymi fali. Dla takich skramblerow wyjsciowy wektor PMD jest
wynikiem rotacji wektora wejsciowego dokonywanej wytacznie
w jednej plaszczyznie przestrzeni Stokes’a. Dlatego, aby uzyskaé
postulowany efekt, skramblery buduje si¢ z kilku odpowiednio
potaczonych skrambleréw elementarnych [2], badz bardziej zto-
zonych (rys. 1).

S

Rys. 1. Kaskada skrambleréw polaryzacji
Fig. 1. A chain of polarisation scramblers

W odniesieniu do takiego urzadzenia wazna jest umiejgtnosé
okreslenia, jaka liczba stopni powinna by¢ wystarczajaca, aby
spelnialo ono postawione wymagania. Stosowanie wielu stopni
powoduje wzrost ztozono$ci i kosztu urzadzenia, co odnosi si¢
réwniez do uktadu sterujacego.

Ponizej zostanie uzasadnione, dlaczego niezbe¢dne jest uzycie
wielu stopni, zaprezentowana bedzie metoda wyznaczania para-
metrow charakteryzujacych dziatanie skramblera, a takze dany
zwiazek pomigdzy tymi parametrami a liczba stopni skramblera.

2. Wektor PMD

Wektor PMD jest wektorem w przestrzeni Stokes'a, ktorego
dhugos¢ odpowiada roznicowemu opodznieniu grupowemu 7 (po-
wszechnie oznaczanemu skrétem DGD) wystepujacemu pomigdzy
ortogonalnymi sktadowymi polaryzacji, a znormalizowane wspot-
rzedne s;, §,, 53 okreslaja os, wokot ktérej na sferze Poincare
wektor stanu polaryzacji (SOP) doznaje elementarnego obrotu
wskutek nieskonczenie matej zmiany pulsacji, oraz kierunek tego
obrotu [3]:
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Wriasciwo$é osrodka polegajaca na rotacji stanu polaryzacji opi-
suje macierz rotacji (Mullera) [3]:

1 00 SEss, 5,8, 0 -s; 5,
R=cosy|0 1 O|+(1—cosy) ss, si 5,8 |+siny| s, 0 -
00 1 585 8,8, S5 -5, s, 0

2

gdzie: R — macierz rotacji (Mullera) charakteryzujaca osrodek, s;,
s5, §3 — Wspotrzedne wyznaczajace o$ 1 kierunek rotacji (unormo-
wane wspolrzedne wektora PMD), 7 - kat rotacji.



PAK vol. 54, nr 10/2008

Wspotrzedne wektora PMD zwiazane sa z macierza rotacji na-
stepujaca zaleznoscia [3]:

0 -Q, Q
Q, 0 -Q |=R_R", 3)
-Q, Q 0

gdzie R, jest pochodna macierzy R wzgledem pulsacji. Warto
zauwazy¢, ze zgodnie z (2) macierz R, mozna przedstawic¢
W postaci:

100 sEss, 88, 0 -5 5,
R, =7-siny|0 1 O|+siny|ss, s; 5,5 |+cosy| s, 0 -5
0 0 1 5,8y 8,8, 51 -5, 5 0

“)

We wzorze (4) =dy/dw jest warto$cig opdznienia grupowego,
ktére jest przyczyna przesuniecia fazowego 7.

Wynikowy wektor PMD kaskadowo potaczonych N elementow
optycznych, jednorodnie dwdjtomnych, moze by¢ wyznaczony
w oparciu o regute sktadania [3]:

N [ N+l
Q(' = Q;\' + R.v (QJ\‘—I + RN—I (Q/vfz + "'R3 (Qz + RZQI )) = Z( HRm an
1

n=1 \m=n+

©)
w ktorej: R, €2, — odpowiednio macierz rotacji i wektor PMD
n-tego elementu, przy czym Ry.; jest macierza jednostkowa.
Macierz rotacji kaskadowo potaczonych elementow, z ktdrych
kazdy jest opisany odpowiednia macierza rotacji R,, nalezy wy-
znaczy¢ ze wzoru [3]:

R=T]R,. (6)

3. Skrambler polaryzaciji

Analizowany tutaj dwusekcyjny skrambler polaryzacji sklada
si¢ z dwoch potaczonych kaskadowo, sterowanych, wykazujacych
dwojtomnos¢, przesuwnikéw fazowych (np. elektrooptycznych
modulatoréw fazy na bazie LiNbO; [4]), ktorych osie dwojtomno-
$ci obrocone sg wzgledem siebie o Var.

Macierze rotacji poszczegélnych sekcji Rs; i Rs, dane sa wzo-
rem (2), przy czym dla sekcji pierwszej: s;=cos6, s,=sin6, s3=0,
7=y, natomiast dla drugiej wskutek zastosowania obrotu osi
dwojtomnosci o Var: s;=-sin6, s;=cos6, s3=0, y=y,. Kat /0 okre-
§la kat obrotu osi dwdjlomnosci pierwszej sekcji w ukladzie
wspolrzednych XY; jego wartosci zawieraja si¢ w przedziale
<0,7). Wybierajac uklad wspotrzednych XY tak, aby jego osie
pokrywaly si¢ z osiami pierwszej sekcji skramblera, w powyz-
szych wzorach bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé 6=0. Warto-
Sci katdw y; 1 y» zmieniaja si¢ w wyniku sterowania skramblera
w zakresie od 0 do 27.

Wypadkowa macierz rotacji skramblera Rs mozna wyznaczyé
stosujac wzor (6). Wartosci wspotczynnikow macierzy Rs sa
funkcjami katéw y;, 7»:

cosy, 0 siny,
Rs=Rs,Rs, =| siny,siny, cosy, —siny,cosy,|. (7)
—cosy,siny, siny, cosy,cosy,

Zgodnie ze wzorem (2) skrambler liniowo przeksztalca wej-
Sciowy wektor PMD (£2)) w wektor wyjsciowy (£0) zgodnie
z zaleznoscia:

Qo =Q, + RsQi = RsQi - ®)
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Uproszczenie poczynione po prawej stronie powyzszego wzoru
jest uzasadnione, gdyz wartosci DGD, jakie potrzebne sg w kazdej
sekcji skramblera dla uzyskania w niej przesunigcia fazowego
ye<0,27), sa pomijalnie mate (0,005ps) wzgledem praktycznych
warto$ci DGD na wejsciu skramblera.

Rys. 2. Rozklad potozenia wektora PMD na sferze Poincare uzyskany wskutek
uzycia dwusekcyjnego skramblera polaryzacji dla przyktadowego
potozenia wejsciowego wektora PMD (£2)

Fig. 2. PMD vector distribution on a Poincare sphere due to a use of a two-stage
polarisation scrambler under assumption of an arbitrary input PMD
vector (£2)

Gdy skrambler pracuje, wspdtczynniki Rs zmieniaja swoja war-
to$¢ w czasie w rezultacie zmiany wartosci katow y; 1 y,. Skutkiem
dziatania skramblera jest zmiana potozenia wyjsciowego wektora
PMD na sferze Poincare wzgledem wektora wejsciowego, z za-
chowaniem jego dlugosci (DGD). W dalszych rozwazaniach
przyjeto, ze wartosci katow y; 1y, sa zmieniane w funkcji czasu
w taki sposob, ze ich rozktady statystyczne sa rownomierne i od
siebie niezalezne. W praktyce warunek ten moze by¢ spetniony,
np. poprzez sterowanie kazdej sekcji z niezaleznego generatora
(pseudo)losowego. Na rys. 2 zilustrowano efekt dziatania dwusek-
cyjnego skramblera, dla przyktadowego wektora wejsciowego
PMD, Qi=[cos'/;7, sin'/;m0)]".

4. Wartos¢ oczekiwana i wariancje
i kowariancje skladowych wektora PMD
na wyjsciu kaskady skrambleréw

Dla celéw symulacji badz testowania moze byé potrzebne, aby
technicznie wytwarza¢ warunki, w ktorych wektor dyspersji polary-
zacyjnej osrodka propagacji swiatla, w skonczonym czasie, bedzie
przyjmowal potozenie rbwnomiernie roztozone na sferze Poincare.
W tym celu najlepiej zastosowaé polaczenie elementu propagacyj-
nego z wielostopniowa kaskada skramblerow polaryzacji. Ponizej
zostanie uzasadnione, dlaczego niezbedne jest uzycie wielu stopni,
i ocenione, jaka liczba stopni powinna by¢ wystarczajaca.

Stwierdzenie, czy na wyjsciu skramblera rozktad wektora pola-
ryzacji na sferze Poincare jest rOwnomierny, wymaga wyznacze-
nia rozktadu statystycznego wspotrzgdnych wektora. Ponizej,
z uwagi na ramy niniejszego artykutu, ograniczono si¢ do wyzna-
czenia pierwszych momentow rozktadu: wartosci oczekiwanych,
wariancji, a takze kowariancji.

Rozpatrywana kaskada skramblerow sktada si¢ z N stopni nie-
zaleznie sterowanych skrambleréw dwusekcyjnych, opisanych
w paragrafie 3, polaczonych z zachowaniem identycznego potoze-
nia ich osi Xi Y.

Wektor PMD na wyjsciu kaskady moze by¢é wyznaczony z za-
leznosci:

Qo= (ﬂ Rs, ]Qi = ReQi, ©)

n=1

gdzie: €2 — wejsciowy wektor PMD, Rs, — macierz rotacji n-tego
stopnia kaskady. Wspolczynniki macierzy wypadkowej Rc sa
funkcjami zmiennych w czasie katow y,,, me<I,2> ne<l,N>,
w kazdym z N stopni kaskady. Niezalezno$¢ sterowania skramble-
réw implikuje niezalezno$¢ statystyczng rozktadow 3, , .
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Aby wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang wspolrzednych (2 nalezy
dokona¢ usrednienia wektora PMD po wszystkich realizacjach
katow 7,,. Z uwagi na niezalezno$¢ sterowania poszczegoélnych
stopni kaskady i sekcji w kazdym stopniu zachodzi:

E{Qo}= E{ll][ Rs, }Qi = {f}[ E{Rs, }}Qi. (10)

Zwazywszy (7) mamy:
cosy, 0 siny,
E{Rsn}:E siny,siny, cosy, —siny,cosy, |r. (11)

—cosy,siny, siny, cosy,cosy,

Wszystkie wyrazy w E{Rs,} sa rowne zeru, wobec czego war-
tosci oczekiwane wspdtrzednych wyjsciowego wektora PMD sg
réwne zeru.

Wobec powyzszego, wyznaczenie wariancji i kowariancji
wspdtrzednych 20,, £20, 20; na wyjsciu kaskady N skramblerow
polega na wykonaniu, dla wszystkich kombinacji k i/ (/le<l,3>,
ke<l,3>), obliczen ze wzoru:

E{Q0,Q0,} = E{Kﬁ[ Rs, jgll Kﬂ Rs, ]Qil } . (12)

w ktérym indeksy k i / oznaczaja odpowiedni element wektora.
Usrednianie odbywa si¢ jak powyzej. Do uproszczenia obliczen
mozna wykorzysta¢ niezaleznos$¢ statystyczng rozkltadéw y,,,.

W tym celu nalezy zauwazy¢, ze dla dowolnego p e<1,N> zacho-
dzi:

[ﬁ Rs, ]Qi =Rs, Hﬁ Rs, ]Qz} =Rs Q. (13)

n=1 n=1

Powyzej €2, ; jest wektorem PMD na wej$ciu p-tego stopnia ka-
skady; £2,; mozna wyznaczy¢ odpowiednio ze wzoru (9) kfadac
N=p-1. W odniesieniu do wektora o najnizszym indeksie zachodzi
réwno$¢ 2=€2. Powyzsze pozwala sformutowaé rekurencyjny
wz0r na obliczenie E{0; 420, ,}, gdzie dodatkowy indeks p stuzy
do oznaczenia ilo$ci rozpatrywanych w procedurze rekurencyjnej
stopni kaskady, p e<I,N>, a ki [ jak wyzej:

3 3
E{Qak,pQ"/.p } = E{[RsonH ]k [RSnQ”n—l ]/ }: iz E{rk-'/.rlr/.,t.rl }E{Q"A.p—l Qo, }
V=l &=l

(14)

W wyrazeniach E{7y ,,7; s,/ indeks p moze zosta¢ pominiety ze

wzgledu na fakt, ze wszystkie stopnie kaskady sa identyczne. Dla

wykonania obliczen wzdr (14) wygodniej jest zastapi¢ zapisem

macierzowym. Niech As oznacza macierz kwadratowg 6x6, ktorej
wyrazy dane sa wzorami:

Ast,q = E{r,’qr,)q} t,q e <l,3>
s (15)
Asw :Z Z E{rr,vrq,é +r!w§rq,v} 1,q E<1’3>
v=l E=v+l
Woéwczas mozna zapisad:
EQ? EQ? 20200 0] EQ,
EQ7 EQY 121000} EQ
EiQ? EQ’ 11 2100 0f E@Q°
3p =AS 3.p-1 — 3.p-1
Elo,,Q,,} E{Q,,0,,.}| 4/0 0 0 0 0 0| Elo,,0,,,}
Efo,,0,,} ElQ,,Q,,.| 000000 E0,Q, |
Elo, 0., } Elo,,0,, .} 00000 0fEl,Q,.}
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lub krocej:
W,=AsW,,. a7

Wektory W, i W,.; zdefiniowane sa poprzez (16). W, odpowia-
da € i jego postaé bedzie przedstawiona ponizej (wzoér 18).
W zapisie (16) podano wartosci wspotczynnikow As obliczone
przy zastosowaniu (7) i (15).

Jezeli £2i;, £2i, £2i; sa dane, to wektor Wy, zawierajacy warian-
cje 1 kowariancje wspotrzednych wektora dyspersji polaryzacyjnej
£ na wyjsciu kaskady N identycznych dwusekcyjnych skramble-
row, nalezy obliczy¢ z zaleznosci:

[
Qi?
Qi}

Qi Qi,
Qi Qi,
| Qi, 0, |

(18)

Z analizy (11), (16) i (18) wynika, Ze:

- wobec zerowe]j wartosci oczekiwanej wspolrzednych £, £,
o; ,wyrazy W;, W, W;, reprezentuja wariancje wspotrzed-
nych, a wyrazy W,, W5 Wskowariancje,

- kowariancje wspotrzednych wektora dyspersji polaryzacyjnej
(2o wynosza zero,

- warto$§¢ wariancji dowolnie ustalonej wspotrzednej wektora
PMD na wyjsciu p-tego stopnia kaskady skramblerow jest okre-
slona wylacznie przez liniowa kombinacj¢ wartosci wariancji
wszystkich wspotrzednych wektora PMD na wejsciu tego stop-
nia,

- wspolczynniki liniowej transformacji, o ktorej wyzej mowa, sg
nieujemne, a ich suma réwna si¢ jednosci.

Dwa ostatnie spostrzezenia pozwalaja wnioskowaé, ze w miare
zwigkszania liczby stopni kaskady wartosci wariancji 20;, €20,
£0;beda dazy¢ do wspdlnej granicy (wyrazy macierzy (4s)" beda
dazy¢ do wspdlnej wartosci).

W celu okreslenia, jak w funkcji liczby stopni kaskady skram-
blerow uniformizujg si¢ wariancje wspolrzednych wyjsciowego
wektora PMD wykonano obliczenia symulacyjne z wykorzysta-
niem zalezno$ci (18). Wspdlrzedne wejsciowego wektora PMD
byty wielko$ciami losowymi, ktére generowano w oparciu
o wzory [5]:

Qi, =cosacosy

Qi, =sinacosy , 19)
Qiy =siny

gdzie i y byly wartosciami losowymi o rozktadzie rownomier-
nym: 0<a<2rn, a Yan<sy<lem [6]. Dhlugos¢ wektora (DGD)
pozostawala stata i wynosita 1. Zmienialo si¢ jego polozenie na
sferze Poincare. Wyniki zilustrowano na wykresach (rys. 3),
gdzie o/ =E{0?}, ie<l,3> dy=max[|E{0;7} - E{07}|],
dyy=max{|E{$20} - E{05"}|], dys=max[|E{£20,"} - E{£205’}]].

Z rys. 3 (po lewej) wynika, ze wartosci wariancji wspotrzed-
nych wektora PMD na wyjsciu skramblera zalezg od tego, jak na
sferze Poincare’a jest potozony wejsciowy wektor PMD. Warian-
cje wspotrzedne] £o; przyjmuja warto$ci réozne od wariancji
wspotrzednych 2,1 £20; podczas, gdy te ostatnie sg sobie rdwne.
Roéznice asymptotycznie maleja do zera (rys. 3 po prawej) wsku-
tek czego, znormalizowane wartosci wariancji daza do '/5. Uni-
formizacja nastgpuje szybko ze wzrostem liczby stopni. Dla
skramblera jednostopniowego wariancje moga si¢ r6zni¢ o 50%
wejsciowej wartosci DGD. Roéznice zmniejszaja si¢ do 8% i do
0,5% wejsciowe] wartosci DGD odpowiednio dla skramblera
dwu- i czterostopniowego.
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Rys. 3. Polewej: o), 03, o3 - warto$ci wariancji wspotrzednych wyjsciowego
wektora PMD w funkcji liczby stopni skramblera N.
Po prawej: d;,, d;3 do; - warto$ci bezwzgledne rdznic wariancji
poszczegolnych wspotrzednych wyjsciowego wektora PMD
w funkcji liczby stopni skramblera N

Fig.3. Left: 05, 03, o - variances of output PMD vector coordinates versus
number of scrambler stages N. Right: d;, d;;, d>; - absolute values
of differences between variances of output PMD vector coordinates
versus number of scrambler stages N

5. Whnioski

Parametry rozktadu statystycznego potozenia na sferze Poincare
wektora dyspersji polaryzacyjnej (PMD) wystepujacego na wyj-
$ciu wielostopniowego skramblera, takie jak: wartosci oczekiwa-
ne i wariancje, a takze kowariancje, mozna skutecznie wyznaczy¢
stosujac metodg iteracyjna. Warunkiem uzycia metody jest, aby
rozktady statystyczne sygnatéw sterujacych stopniami skramblera
byty réwnomierne i od siebie niezalezne.

Wykazano, ze na wyjsciu skramblera, zardwno jednostopnio-
wego jak i wielostopniowego, wartosci oczekiwane wspolrzed-
nych wektora PMD sg rdwne i wynosza zero, niezaleznie od dhu-
gosci i potozenia wejsciowego wektora PMD. Réwniez kowarian-
cje wspotrzednych wynosza zero. Znajomos¢ typu rozktadu staty-
stycznego wspotrzednych pozwolitaby wnioskowac o ewentualnej
niezalezno$ci statystycznej wspoirzednych.

W przypadku uzycia pojedynczego stopnia skramblera rozktady
statystyczne poszczegdlnych wspotrzednych wyjsciowego wekto-
ra PMD mogg si¢ r6zni¢ od siebie, co najmniej wartosciami wa-
riancji, przy czym rdznice wartosci wariancji zaleza od polozenia
wejsciowego wektora PMD i moga by¢ znaczne.

Rozktady statystyczne wspotrzednych wyjsciowego wektora
PMD, przynajmniej w zakresie wartosci wariancji, moga zostac
asymptotycznie zuniformizowane i uniezaleznione od potozenia
wejsciowego wektora PMD, jezeli skrambler zbudowaé z wielu
niezaleznie sterowanych stopni. Uniformizacja nastgpuje szybko
ze wzrostem liczby stopni. Statystyki wektora PMD na wyjsciu
czterostopniowego skramblera moga by¢ juz uwazane za nieza-
lezne od potozenia wejsciowego wektora PMD.

Whioski odnosza si¢ wylacznie do kaskady skramblerow, z kto-
rych kazdy zbudowany jest z dwoch dwdjtomnych przesuwnikdw
fazowych obréconych osiami dwdjtomnosci o Yam, przy czym osie
dwojtomnosci kolejnych stopni sa zgodne.

Przedstawione wyniki stanowig konstruktywna wskazoéwke dla
budowy urzadzen symulujacych lub testujacych, w ktdrych istotng
kwestia jest uzyskanie rownomiernego rozktadu potozenia wekto-
ra dyspersji polaryzacyjnej (na sferze Poincare) osrodka propaga-
cji $wiatta.
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