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Streszczenie

W pracy zaprezentowano model matematyczny 6-cio elementowego
wzorca duzych rezystancji (zrealizowanego w technice przelaczalnych
pojemnosci SC) przeznaczonego do sprawdzania wskazan wybranych
miernikow do pomiaréow duzych rezystancji, np. megaomomierzy. Zaleta
prezentowanej idei budowy wzorca duzych rezystancji jest mozliwosé
zmiany nastawy odtwarzanej wartosci rezystancji za pomoca parametrow
(czestotliwoscei, wspotczynnika wypelnienia) sygnalu sterujacego proce-
sem przelaczania kondensatora.

Slowa kluczowe: wzorzec, duza rezystancja, technika SC, modulacja
szerokosci impulsu, modelowanie matematyczne, rachunek operatorowy.

Mathematical model of high resistance
standard performed in switched capacitor
technology

Abstract

The paper presents the mathematical model of 6 — element high resistance
standard (performed in Switched Capacitor technology) used for
indications checking of chosen meters intended for high resistance
measurements, eg. megaohmmeters. The advantage of presented high
resistance standard construction idea is the possibility of realized
resistance value changes by means of signal parameters (frequency, pulse
width coefficient) controlling the switching process of a capacitor.

Keywords: standard, high resistance, siwtched capacitors technology,
pulse-width modulation, mathematical model, Laplace transform.

1. Wstep

Wiasciwosci metrologiczne przyrzadéw pomiarowych ulegaja
migdzy innymi zmianom starzeniowym i innym, skad wynika
okre$lona potrzeba weryfikacji poprawnosci ich wskazan.
W szczegdlnosci, sprawdzanie poprawnosci wskazan przyrzadow
pomiarowych stuzacych do pomiaru duzych rezystancji, na naj-
wyzszych zakresach (np. 10°-10'® Q [2]) moze okaza¢ si¢ niewy-
konalne, z uwagi na brak odpowiednich wzorcow.

W praktyce [2], wykorzystuje si¢ tu do imitowania duzych re-
zystancji uktady ztozone z trzech rezystorow wykorzystujacych do
dzialania przeksztalcenie ,,gwiazda-trojkat” [1], dlatego tez za-
gadnienie opracowania koncepcji budowy wzorca duzych rezy-
stancji w oparciu o inng zasadg jest jak najbardziej aktualne.

Celem pracy jest migdzy innymi odpowiedz na pytanie, czy ist-
nieje mozliwosé budowy wzorca duzych rezystancji (wykonanego
w technice przetaczanych pojemnosci SC (ang. Switched Capacitors
[3, 4]) o warto$ciach nastawianych za pomoca zmiany parametrow
(czgstotliwosci lub wspdtczynnika wypetnienia) sygnatu prostokat-
nego, sterujgcego procesem przefaczania kondensatora C.

Rozwazany schemat potaczen zaproponowanego modelu wzor-
ca duzych rezystancji przedstawiono na rys. 1 [5].

Uktad wzorca Wzorcowany megaomomierz

Rezystancja wewnetrzna
megaomomierza

Zrédlo napiecia megaomomierza

Miernik pradu wyskalowany w
megaomach

— Prad pomiarowy I

Rys. 1. Schemat polaczen wzorca duzych rezystancji z wzorcowanym
megaomomierzem

Fig. 1.  Circuit diagram of high resistance standard with calibrated
megaohmmeter

Do obliczen zastapiono schemat z rys. 1 para dwojnikow
Thevenina [1] ,,widzianych” z zaciskow kondensatora, przy czym
jeden obwdd jest obwodem tadowania a drugi roztadowania kon-
densatora C (rys. 2) [5]. Przebieg czasowy napigcia Uc(?) na kon-
densatorze C przedstawiono na rys. 3.
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Rys. 2. Schemat zastgpczy obwodu tadowania/roztadowania kondensatora C
przyjety do obliczen; 1-1" — faza tadowania, 2-2" — faza roztadowania,
(Eo, Ro) 1 (Ez, Rz) — parametry zastgpczych dwojnikow reprezentujacych
obwody fadowania i roztadowania

Fig.2.  Circuit diagram of capacitor’s charge/discharge circuit used for
calculations; 1-1” — charge cycle, 2-2” — discharge cycle, (E, Ro) and
(Ez, Rz) — parameters of equivalent two-terminals represented of charge
and discharge circuits
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Rys.3. Przebieg czasowy napiecia U .(¢); U, » U,

dolna i goérna warto$¢ napigcia U ~ (#) w stanie ustalonym

e~ odpowiednio —

Fig. 3. Time-voltage characteristics of capacitor’s voltage U (#); U,

U, i low and high capacitor’s voltageU - (¢) in steady state

W opisie rys. 2 symbolami R To i RTZ 0znaczono rezystancje

w stanie rozwarcia / zwarcia klucza, bocznikujacego rezystancje
R | , natomiast symbol ,,||” - oznacza réwnolegle potaczenie

odpowiednich rezystancji.
2. Model matematyczny wzorca

2.1. Faza tadowania kondensatora

Odpowiedni do rozwazan schemat zastgpczy analizowanego
obwodu dla fazy tadowania (I) przedstawiono na rys. 4.

Ro 1
sC
Eo Ucd
B 5

Rys. 4. Schemat zastgpczy analizowanego obwodu dla fazy tadowania (I)
Fig. 4. Equivalent diagram of analyzed circuit for charge cycle (I)

Dla obwodu o schemacie wg rys. 4 mozna zapisaé:

Eo 7UCd

1y(s) = (M

1
Ry(s+——
St )

0

Dokonujac odwrotnej transformaty Laplace’a [6] dla przebiegu
pradu 7, (s) otrzymuje si¢ przebieg czasowy iy(#) pradu taduja-
cego:

, Ey-Ugy 1
) =——%  exp(———1). 2
io (1) R exp( R,C ) @)

Prad jest pochodng tadunku elektrycznego, a zatem:

1,

Ag, = ]io (t)dt 3)

0

gdzie czas ¢, jest czasem trwania fazy tadowania (I).
Na podstawie wzoru (3) obliczono przyrost fadunku Ag, na

kondensatorze C w ciagu czasu ¢, trwania etapu tadowania (I):

t
R

Agy =CUg — Ey)- (exp(~ "C)*l)- *)

0
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Dla uproszczenia wzoru (4) dokonano podstawienia
t
a =exp(——4-), a wtedy:
p( R, C)
Agy =C(Ugy —Ey)-(a-1) ®)

2.2. Faza roztadowania kondensatora

Odpowiedni do rozwazan schemat zastgpczy analizowanego ob-
wodu dla fazy roztadowania (II) przedstawiono z kolei na rys. 5.

Rys. 5. Schemat zastgpczy analizowanego obwodu dla fazy roztadowania (II)
Fig. 5. Equivalent diagram of analyzed circuit for discharge cycle (IT)

Dokonujac analogicznych przeksztatcen jak w fazie (I) i przyj-

mujac, ze ,B:exp(—t—”c), gdzie czas ), jest czasem trwania
z
fazy roztadowania (II) otrzymuje sig:

Aq, =C(E, _UCg) “(B-1) (©)

W stanie ustalonym pracy uktadu zachodzi réwnos¢ przyrostu
fadunku Aq, w fazie fadowania (I) z ubytkiem fadunku Agq,

w fazie roztadowania (II), przy czym czasy: fadowania ¢, i rozta-
dowania #, nie musza by¢ sobie réwne. Oznacza to relacje:

Ag, =Aq, 7

Przyrost Ag, (i ubytek Aq, ) fadunku elektrycznego jest ponad-
to réwny roznicy ladunku catkowitego kondensatora w stanie

pracy ustalonej:
Ag=Aqy=Aq, =CU,, -CU ®
q q0 qz Cg cd

Z zaleznosci (8) mozna wyznaczy¢ wprost wartos¢ napiecia Ugg:

U, =+, . ©

Cg C

Z kolei po wstawieniu zaleznosci (9) do wzoru (6) otrzymuje sig:

_CWUA=P+E, (-1

Aq, ;

(10)

Ostatecznie, po wykonaniu stosownych podstawien otrzymuje sig:

U, = - (11a)

v Ual=PrEB-D

. 5 - (11b)
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2.3. Obliczenie wartosci rezystancji
»widzianej” przez wzorcowany
megaomomierz

Na podstawie schematu wg rys. 1 mozna zapisa¢ nastgpujace
zaleznosci:

I E-Ue, (12)
#= T RR,
R+07}7
R, +R,
v ;. RR _ E-Uc, RR, (13)
Rby,, — td/ = ' >
. ‘R, +R, p, R R +R,
R, +R,
; Urarg E-U., R, +R, (14)
birg = .
‘ R, p, RE R(R,+R)
R,+R,

Przy obowiazywaniu powyzszych wzorow rezystancja
Rg; dlg »~widziana” przez wzorcowany przyrzad (megaomo-

mierz) wyraza si¢ zaleznoscia:

U. +U
RELJ oG T Rbae (15)
g ]b‘, .
Wzér (15) opisuje liczbowo dwa skrajne poziomy (d — dolny
i g — gérny ,0scylujacej” rezystancji Rg;. Rezystancja ta ulega
cyklicznym zmianom powigzanym ze zmianami napigcia na kon-
densatorze U (1) (por. rys. 3).

3. Wybrane wyniki badan symulacyjnych [5]

Jednym z celéw niniejszej pracy jest sprawdzenie mozliwosci
zmian odtwarzanej przez wzorzec wartosci rezystancji za pomoca
nastaw wybranych parametrow sygnalu prostokatnego sterujacego
procesem przetaczania kondensatora C (por. rys. 1).

Mozliwe jest tutaj wykorzystanie zmian nastaw nastepujacych
parametréw sygnatu prostokatnego:

a) wartosci czgstotliwosci sygnatu (pkt. 3.1),
b) wartosci wspdtczynnika wypetnienia sygnatu (pkt. 3.2).

3.1. Czestotliwosciowa kalibracja wzorca

Jest to najprostszy sposob kalibracji. Odpowiednia zaleznos¢
przedstawiono na rys. 6:

RELSr = f(f) Wzgledny rozrzut rezystancji = f(f)
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Rys. 6. Czgstotliwosciowa kalibracja wzorca: a) Rezystancja $rednia,
b) Wzgledny rozrzut rezystancji.

Fig. 6. Frequency standard calibration: a) Average resistance,
b) Relative dispersion of resistance

Analiz¢ zmian wartosci odtwarzanych rezystancji wzorca prze-
prowadzono dla szerokiego zakresu zmian czgstotliwosci w zakre-
sie od 0,1 do 100 000 kHz. Charakterystyka przedstawiona na
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rys. 6a uwidacznia fakt, iz sterowanie zmianami rezystancji wzor-
ca mozliwe jest wylacznie w waskim zakresie dolnych czgstotli-
wosci (tu: ponizej 1 kHz), przy czym zmiany czestotliwosci po-
wodujg zmiany wartosci rezystancji na poziomie dziesigtnych
czesci procenta warto$ci realizowanej przez wzorzec.

Wykres przedstawiony na rys. 6b ukazuje rozrzut wzgledny od-
niesiony do wartosci $redniej rezystancji realizowanej przez wzo-
rzec. Widoczny jest spadek rozrzutu przy wzroscie czgstotliwosci
—czyli w obszarze gdzie traci si¢ mozliwos¢ czgstotliwosciowego
sterowania warto$cig $rednig rezystancji wzorca. Mozliwym spo-
sobem zmniejszenia rozrzutu jest zastosowanie wigkszej pojemno-
$ci kondensatora C.

Analiza charakterystyki z rys. 6 ukazuje trudnos¢ praktycznego
wykorzystania kalibracji czestotliwosciowej dla szerokiego za-
kresu zmian wartosci rezystancji wzorca.

Na rys. 7 zaprezentowano symulacj¢ kalibracji czgstotliwo-
$ciowej analizowanego wzorca rezystancji. W przedziale czasu od
0 do 15 ms uklad taktowano sygnatem o czgstotliwosci 500 kHz,
przez kolejne 15 ms sygnatem o czgstotliwosci 100 kHz i przez
kolejne 15 ms sygnatem o czgstotliwosci 50 kHz.

Warto$¢ srednia odtwarzanej rezystancji utrzymuje si¢ wtedy na
poréwnywalnym poziomie, pomimo zmian czg¢stotliwosci takto-
wania klucza. Z kolei obwiednia obrazujaca rozrzut odtwarzanej
rezystancji wzorca wzrasta w miar¢ spadku czestotliwosci stero-
wania klucza.

Rrsr = K0

loMQ

T [ms]

0 15 30

Rys. 7. Przebieg czasowy zmian nastawy rezystancji wzorca dla kalibracji
czgstotliwosciowej

Fig. 7. Time-resistance characteristics of resistance standard by means
of frequency calibration

3.2. Kalibracja za pomoca zmiany
wspotczynnika wypetnienia impulsu
Bardzo obiecujace rezultaty uzyskano analizujac kalibracje

wzorca rezystancji za pomocg sygnatu o statej czestotliwosci (100
kHz), lecz o zmiennym wypehieniu (por. rys. 8).

a) b)
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108
106
104
102
100
98
96
94
92
90

Reusr MQ]

Rozrzut wzgledny [%]

8
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95

IEEEEE

P EEEEEEEEEEE]
Wypetnienie [%] Wypelnienie [%]

Rys. 8. Kalibracja wzorca rezystancji poprzez zmiang wspotczynnika wypetnienia
impulsu sterujacego: a) Rezystancja srednia, b) Rozrzut rezystancji

Fig. 8. Resistance standard calibration by means of by control pulse width
modulation: a) Average resistance, b) Dispersion of resistance

Charakterystyka kalibracji jest w tym przypadku zblizona do
charakterystyki liniowej co jest niewatpliwg zaleta (por. rys. 8a),
ponadto mozliwa jest kalibracja w szerokim zakresie zmian warto-
$ci odtwarzanej przez wzorzec rezystancji (nawet rzedu 10%
i wigcej).
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Przy zalozonej do analizy rezystancji wzorca rzgdu 1 GQ uzy-
skuje si¢ znikomy rozrzut rzedu kilkudziesigciu Q, ktéry mozna
jeszcze bardziej zmniejszy¢ stosujac wigksza warto$é pojemnosci
kondensatora C.

Réznice pomigdzy goérna i dolng wartoscig uzyskiwanej rezy-
stancji mozna z powodzeniem zmniejszy¢ do poziomu setnych
czesci procenta odtwarzanego poziomu.

Mozna zauwazy¢, iz najwickszy rozrzut wartosci odtwarzanej
rezystancji ma miejsce dla wspolczynnika wypelnienia rownego
50% (rys. 8b).

Z tego tez powodu kondensator C wzorca nalezy kluczowac sy-
gnatem o wypetnieniu ponizej 10 % lub powyzej 90%.

Z kolei na rys. 9 zaprezentowano charakterystyke symulacje ka-
libracji wzorca rezystancji za pomoca zmiany wspolczynnika
wypetnienia sygnatu prostokatnego sterujacego kluczowaniem
kondensatora C.

10.5 F Rprs MO Reprs = ()

10,0 =

95 i

1 [ms]

0 15 30

Rys. 9. Przebieg czasowy zmian nastawy rezystancji wzorca dla kalibracji
za pomocg zmiany wspotczynnika wypetnienia impulsu

Fig. 9. Time-resistance characteristics of standard’s resistance by means
of pulse width modulation

W przedziale czasu od 0 do 15 ms uktad taktowano sygnatem
o wypeieniu 90%, przez kolejne 15 ms sygnalem o wypehieniu
50% i przez kolejne 15 ms sygnatem o wypetnieniu 10%. Czgsto-
tliwos¢ jest stata i wynosi 100 kHz.
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Mozna zauwazy¢ wyrazne roznice wartosci odtwarzanych przez
wzorzec rezystancji wzorca dla réznych poziomdéw wypelnienia
(mozliwo$¢ sterowania), przy czym charakterystyczne jest, ze
rozrzut rezystancji osiaga warto$¢ stala i to na matym poziomie.

4. Podsumowanie

Celem niniejszej pracy o charakterze teoretyczno-
koncepcyjnym byto zaproponowanie rozwigzania uktadu wzorca,
umozliwiajagcego imitacje duzej wartosci rezystancji za pomocg
nastaw wybranych parametrow sygnatu prostokatnego sterujacego
procesem kluczowania kondensatora C (por. rys. 1).

Cel ten zostal zrealizowany, a w wyniku przeprowadzonej ana-
lizy opracowano model wzorca duzych rezystancji, mogacy imi-
towac rezystancje w bardzo szerokim zakresie o znacznych warto-
$ciach (np. rzedu 10° Q) i przy duzej rozdzielczosci.

Do zalet omawianego wzorca duzych rezystancji realizowanego
w technice SC nalezy jego prostota uktadowa i mozliwo$¢ osiaga-
nia znaczne]j rozdzielczo$ci nastawy przy sterowaniu za pomocg
zmiany warto$ci wspotczynnika wypeknienia impulsu sterujacego.
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