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Streszczenie

Posredni pomiar strumienia objgtosci polega na pomiarze predkosci
w pewnym miejscu przekroju przewodu i obliczeniu strumienia objgtosci
na podstawie modelu matematycznego rozktadu predkosci. Dla rurociagu
wzigto pod uwage trzy modele rozktadu predkosci: model Prandtla, model
potegowy trdjsktadnikowy i model ztozony. Dla danych doswiadczalnych
dokonano oceny tych modeli. Dla kanalu o prostokatnym przekroju po-
przecznym poréwnano modele profilu predkosci; dla profilu poziomego
poréwnano dwa modele (Prandtla i uniwersalny), a dla profilu pionowego
cztery modele (Bazinal, Bazina2, Hagena i liniowy).

Stowa Kkluczowe: model rozkladu predkosci, pomiar strumienia ptynu,
przeptywomierz probkujacy.

Velocity distribution model estimation
for indirect volume flow-rate measurement

Abstract

Indirect flow-rate measurement depends on the measurement of velocity in
some place in the cross section of the pipe or the open channel and the
volume flow-rate calculation on the base of the mathematical model of
velocity distribution. In the paper three mathematical models for the pipe
are taken into account: the Prandtl model, the polynomial model and the
composed model. On the experimental data which were collected with
help of impact tube in the pipeline of 100 mm inside diameter these three
models were compared. The paper is devoting also to the problem of
choosing the velocity profile model (horizontal and vertical) for velocity
distribution in open channel with rectangular cross section. For horizontal
profile two simple models (Prandtl and universal) are analysed. For vertical
profile four models are discussed (Bazinl, Bazin2, Hagen and linear).

Keywords: velocity distribution model, flow-rate measurement, sampling
flowmeter.

1. Wprowadzenie

Pomiar posredni strumienia objetosci w przewodzie zamknig-
tym lub otwartym polega na pomiarze predkosci w jednym wy-
branym miejscu lub w wielu wybranych miejscach przekroju
przeplywowego i nastgpnie na obliczeniu strumienia objetosci
wedlug odpowiedniego algorytmu [1]. W przypadku pomiaru

predkosci w jednym miejscu nalezy znaé warto§¢ wspotczynnika
wzorcowania, ktory jest stosunkiem predkosci sredniej w przekro-
ju przeptywowym do predkosci mierzonej w danym miejscu.
Strumien objetosci jest iloczynem pola powierzchni przekroju
przeptywowego i obliczonej predkosci sredniej w przekroju prze-
ptywowym. Wspotczynnik wzorcowania mozna wyznaczy¢ teore-
tycznie na podstawie znajomosci modelu matematycznego rozkta-
du predkosci lub na podstawie wynikéw pomiaréw predkosci
miejscowych w calym przekroju przeptywowym. Wyznaczanie
wspotczynnika wzorcowania dla jednego czujnika o prostokatnym
przekroju czynnym dla zadanego modelu rozktadu predkosci
zostato przedstawione w [2]. W przeplywomierzu probkujacym
pomiar predkosci miejscowe]j czgsto jest pomiarem punktowym,
jak to ma miejsce w przypadku calkowania bryly predkosci [3, 4
s. 277] lub pomiarem odcinkowym — w przypadku przeptywomie-
rza ultradzwigkowego [5, 6, 7]. Metoda ultradzwickowa jest
znormalizowana [8, 9].

W przypadku pomiaru predkosci w wielu miejscach mozna wy-
rézni¢ trzy sposoby obliczania strumienia objgtosci: 1) strumien
objetosci jest wartoscig srednig uzyskanych predkosci, 2) strumien
objetosci wyznacza si¢ jako sume czastkowych strumieni objgto-
$ci, 3) strumien objgtosci wyznacza si¢ dwuetapowo: wpierw
wyznacza si¢ model matematyczny rozktadu predkosci i potem
catkujac ten model uzyskuje si¢ wielko§¢ mierzona. W dwdch
pierwszych przypadkach nie jest wymagana znajomos$¢ modelu
matematycznego obiektu pomiaru. W trzecim przypadku niepew-
nos¢ wyznaczenia postaci i parametréw modelu rozktadu predko-
$ci przenosi si¢ na niepewno$¢ wyniku pomiaru strumienia objgto-
$ci. W miare dokladne wyznaczenie modelu pozwala na bardziej
doktadne wyznaczenie wspolczynnika wzorcowania i tym samym
wielkosci mierzonej niz w pierwszym i drugim przypadku, szcze-
golnie, gdy liczba punktéw pomiaru predkosci miejscowej nie jest
zbyt duza. Najlepszym modelem rozktadu predkosci bedzie ten,
dla ktorego warto$¢ wspotczynnika wzorcowania obliczona teore-
tycznie bedzie najmniej rdznita si¢ od wartosci rzeczywiste;.

2. Modele matematyczne rozktadu predkosci
w przewodzie o kotowym przekroju
poprzecznym

W [1] przedstawiono szereg wzorow opisujacych rozktady
predkosci w przewodzie zamknigtym o kotowym przekroju po-
przecznym i sformutowano kryteria, jakim powinny odpowiadaé
te modele matematyczne. Okazuje sie¢, ze zaden model nie spelnia
wszystkich kryteriow. Korzystajac z sugestii R. Krzyzanowskiego
autor publikacji [10] wprowadzit tzw. wzor uniwersalny, ktory
opisuje rozktad predkosci od przeptywu uwarstwionego (laminar-
nego) do burzliwego (turbulentnego). Wzdr ten uzyskuje si¢ ze
wzoru (2) przyjmujac a = 0. Wzér uniwersalny zastosowano do
badan modelowych przeptywomierza ultradzwigkowego w [11],
a w [12] dokonano poréwnania tego wzoru ze wzorem Prandtla.
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Poréwnania wzoru Prandtla z liniowo-logarytmicznym dokonano
w [13], przy czym zastosowano dwie postacie wzoru logarytmicz-
no-liniowego: dla pierscienia wewnetrznego i dla pierscienia
zewngtrznego. Na potrzeby niniejszej pracy przeanalizowano trzy
wzory opisujace rozktad predkosci (profil predkosci wzdhuz pro-
mienia dla osiowo-symetrycznego rozktadu predkosci) w rurocia-
gu. Wzor Prandtla jest nastgpujacy:

v=vy (1—”)]/’1, 1)
¢ R

gdzie: v, jest predkoscia w osi rurociagu, 1/n — wyktadnikiem
zaleznym od liczby Reynoldsa i chropowatosci $cianki rurociagu.
Do wzoru uniwersalnego nawiazuje wzor potegowy trojsktad-

nikowy:
r r r "
v=v, {l - a(;j —(1- a)(;] }, (@)

gdzie: a, p, m — parametry dobierane na drodze doswiadczalne;.
Do wzoru Prandtla i uniwersalnego nawigzuje wzor ztozony:

ve vo{a(l - %] - a){l _(%] }} )

gdzie: a, r, m — parametry dobierane na drodze do$§wiadczalne;.

3. Modele matematyczne poziomego profilu
predkosci w kanale otwartym

Troskolanski [14 s. 303] pisze, ze rozktad predkosci w przekro-
jach poziomych kanatu otwartego jest podobny do rozktadu pred-
kosci w przewodach zamknigtych, natomiast dla przewodow
zamknigtych podat wzor Prandtla [14 s. 356]. W [1] autor prze-
analizowal szereg wzorow opisujacych rozklad predkosci. Dla
kanatéw, w ktoérych stosunek szerokosci do glebokosci nie jest
zbyt duzy moze by¢ stosowany zarowno wzor Prandtla, jak
i uniwersalny:

2b 1/n
v(b,h)_vm(h)[l—B(h)j , )
26 "
v(b,h)—vm(h)[l—[B(h)j ] )

gdzie: vy, () — predkosé maksymalna na glebokosci 4, B(h) — szero-
kos$¢ kanatu na glebokosci 4, 1/n — wyktadnik we wzorze Prandtla,
m — wyktadnik we wzorze uniwersalnym.

Z danych literaturowych [15] i badan wlasnych autora w kanale
betonowym o szerokosci 1,7 m w Instytucie Meteorologii i Gospo-
darki Wodnej w Warszawie wynika, ze profil predkosci powinien
by¢ w takim przypadku opisywany prosta funkcja sklejang [7]:

v=v, (W[I-H(b-b,(h)]+

(/’l) I,M l/WH(b_b (h)) ©
Vi B(h)—2b,(h) .
v=v, (h)[l - H(b -b, (h))] +
@)

v, (h)[l - {MT ]H(b -b,(h)),

B(h)—2b, (h)

gdzie: by(h) - odlegtos¢ od osi kanatu, do ktorej predkos¢ mozna
uznaé za stata, H(b-b,(h)) — funkcja jednostkowa Heaviside’a.
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4. Modele matematyczne pionowego profilu
predkosci w kanale otwartym

W [1] zebrano wzory opisujace rozktad predkosci w ptaszezyz-
nie pionowej. W wielu z nich przyjmuje si¢, ze maksymalna pred-
ko$¢ wystepuje na powierzchni lustra cieczy. Jak wynika z badan
doswiadczalnych w kanatach otwartych maksymalna predkosé
wystepuje na gigbokosci 5 do 25 % od poziomu cieczy [16, s. 45].
Wzér Bazinal jest nastepujacy:

h 2
v(h,b)=v,_(b)— m(ﬁj JH, ®)

gdzie: v, (b) — predkosé na powierzchni cieczy w odlegtosci b od
osi hydraulicznej kanatu, m — wspodtczynnik eksperymentalny
zalezny od chropowatosci kanatu, H — odlegto$¢ od dna kanatu do
lustra cieczy, h — odlegtos¢ od lustra cieczy do punktu, w ktérym
okreslana jest predkosé, J — spadek hydrauliczny.

W przypadku gdy predkosé maksymalna jest pod powierzchnig
cieczy, pionowy profil moze by¢ opisany wzorem Bazina2:

v(h,b)y=v,_ (b)— m[h ;[h° ) JJH, ©)

gdzie: h, — glgbokosé, na ktdrej predkosé jest maksymalna.

Wzory Bazina stanowity parabole o osi poziomej, natomiast
wzor Hagena jest parabolg o osi pionowej i umozliwia przyjecie
niezerowej predkosci na dnie koryta:

V(h,b) = vy (b) + [v,(b) = v, (b)] /HT_h’ (10)

gdzie: v4(b) — predkos¢ na dnie koryta.

Najprostszym modelem jest model liniowy [16], ktéry mozna
traktowa¢ jako model graniczny. Modele graniczne [17] majg
zastosowanie przy badaniach maksymalnych btedéw, jakich moz-
na si¢ spodziewaé w konkretnych warunkach pomiaru. Model ten
opisany jest nastgpujacym wzorem:

v(h,b) = v, (b) + v, (b) - v, (b)]HT_h. (11)

5. Modelowanie matematyczne rzeczywistego
rozktadu predkosci w przewodzie
o przekroju kotlowym

Do badan w tej pracy wykorzystano wartosci predkosci uzyska-
ne w trakcie realizacji pracy dyplomowej [18]. Predkosci miej-
scowe byly mierzone za pomoca sondy cylindrycznej w 23 punk-
tach roztozonych nierdwnomiernie na $rednicy rurociagu o $redni-
cy 100 mm, w ktorym plyngto powietrze. Wyniki pomiaréw ze-
stawiono w [19].

5.1. Aproksymacja wynikéw pomiaru profilu
predkosci modelem Prandtla

Wz6or Prandtla (1) ma dwa parametry: predkosé w osi rurociagu
i wyktadnik 1/n. Analizujac dane doswiadczalne mozna zauwazyc¢,
ze profil predkosci w poblizu osi rurociagu jest prawie plaski,
wobec tego mozna przyjac, ze predkos¢ w osi dla modelu mate-
matycznego bedzie rdwna predkosci rzeczywistej w osi rurociagu.
W takim przypadku bedzie wyznaczany tylko jeden parametr.
Poszukiwanie optymalnej wartosci n polegato na poszukiwaniu
minimum S$redniokwadratowego biedu oceny profilu predkosci
zgodnie ze wzorem:
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o, \/i(vi—v)z/(N—q), (12)

i=1

gdzie: N — liczba pomiaréw predkosci miejscowej, g — liczba
parametréw do wyznaczenia.

Obliczenia wykonano za pomocg programu MATLAB w ramach
[20]. Wartos¢ predkosci w osi rurociagu wynosi v, = 18,7 m/s, war-
to$¢ parametru n = 33 przy o, = 0,22 m/s. W przypadku estymacji
dwoéch parametrow otrzymano warto$¢é predkosci w osi rurociagu
wynoszaca v, = 19,0 m/s, warto$¢ parametru n =27 przy o, = 0,18 m/s.

5.2. Aproksymacja wynikow pomiaru profilu
predkosci modelem potegowym
tréjsktadnikowym

Model potegowy trdjsktadnikowy (2) ma cztery parametry. Przy
zatozeniu, ze predkos$¢ v, w modelu jest rowna predkosci rzeczy-
wistej w osi rurociggu otrzymano: v, = 18,7 m/s, a = 0,1, p = 4,
m = 140 przy o, = 0,13 m/s. W przypadku estymacji czterech
parametrow otrzymano: v, = 18,5 m/s, a = 0,1, p= 6, m = 150
przy o, = 0,11 m/s.

5.3. Aproksymacja wynikow pomiaru profilu
predkosci modelem ztozonym

Model ztozony (3) ma cztery parametry. Przy zatozeniu, ze
predkosé¢ v, w modelu jest réwna predkosci rzeczywistej w osi
rurociggu otrzymano: v, = 18,7 m/s, a = 0,5, r = 0,2, m = 200 przy
o, = 0,12 m/s. W przypadku estymacji czterech parametrow otrzy-
mano: v, = 18,8 m/s, a=0,9, »= 0,03, m = 39 przy ¢, = 0,04 m/s.

5.4. Kryteria podobiennstwa modeli rozktadu
predkosci z rozkladem rzeczywistym

Mozna postawi¢ tezg, ze nalezy tak dobra¢ model matematycz-
ny rozktadu predkosci, aby btad sredniokwadratowy byt jak naj-
mniejszy. W praktyce wyznaczony model matematyczny bedzie
shuzyt do wyznaczania wspotczynnika wzorcowania i jak to napi-
sano w ostatnim zdaniu wstgpu; ten model bedzie najlepszy, dla
ktérego warto$¢ obliczona wspotczynnika wzorcowania bedzie
najblizsza wartosci rzeczywistej tego wspotczynnika. Dla kon-
kretnego urzadzenia pierwotnego przeplywomierza probkujacego
wspolczynnik wzorcowania bedzie kryterium podobiefistwa mo-
delu do rzeczywistego rozktadu predkosci. Mozna tez sformuto-
wac inne kryteria podobienstwa — np. stosunek predkosci w poto-
wie $rednicy do predkosci w osi rurociggu. W [19] sformutowano
i szczegolowo opisano siedem takich kryteridow. W tabeli 1 zesta-
wiono wartosci kryteridow i réznic migdzy wartosciami obliczo-
nymi z modelu i warto§ciami rzeczywistymi.

Tab. 1. Wartos$ci kryteriow i roznic w stosunku do warto$ci rzeczywistych
Tab. 2. Values of criterion and differences in relation to real values

Profil Model Model Model
. rzecz. Prandtla poteg. trojskt. ztozony
Kryterium
Wartosé Wart. Wart. Wart.
Roézn. Roézn. Roézn.
0,047 0,963 0,956
& 0,961 -0,014 +0,002 -0,005
0,064 0,975 0,971
& 0,971 -0.007 +0.004 0.000
0,082 0,988 0,084
K 0,990 0,008 0,002 0,006
0,074 0,998 0,081
K 0,985 -0,009 +0,014 -0,004
1,029 1,036 1,026
Ks 1,025 +0,004 +0,011 +0,001
1010 1,026 1,012
K 101 -0,001 +0,015 +0,001
0,956 0,088 0,968
& 0,971 0,015 +0,017 -0,003

Jak wida¢ z wartosci odchytek model Prandtla i potggowy trdj-
sktadnikowy nie najlepiej przyblizaja rozktad rzeczywisty, nato-
miast model ztozony ze wzgledu na mniejsze odchyiki i rozne ich
znaki jest zdecydowanie najlepszym modelem matematycznym
rzeczywistego rozktadu predkosci. Jezeli natomiast braé¢ pod
uwage konkretne jedno kryterium, to okazuje sie, ze dla K; i dla
Kj; najlepszy jest model potegowy trojsktadnikowy, natomiast dla
kryterium K najlepsze sa model Prandtla i model ztozony.

6. Weryfikacja modeli profili predkosci
w plaszczyznach poziomych
i w ptaszczyznach pionowych
w kanale otwartym

Dane do badan symulacyjnych zostaty przygotowane w [21] na
podstawie wykresow izotach przedstawionych w [22 s. 18, 23
s. 133]. Zamiast naturalnego zblizonego do trapezu przekroju
koryta, jakie przedstawiono w normie [22] i w pozycji [23], do
badan symulacyjnych w [21] przyjeto koryto o przekroju prosto-
katnym, co ufatwia obliczenia i porownanie réznych modeli roz-
ktadu predkosci. W [24] przedstawiono dane wejsciowe do obli-
czen z wyliczeniem predkosci $rednich w 14 pionach i 10 pozio-
mach. Przyjmujac kwadratowy wskaznik jakosci podzielony przez
warto$¢ srednig predkosci dla poszezegdlnych poziomoéw wyzna-
czono w [24] modele Prandtla (wskaznik Qup) uniwersalne
(wskaznik Qy,) i wyniki obliczen przedstawiono w tabeli 2.

Tab. 2. Aproksymacja profili poziomych modelem Prandtla i uniwersalnym
Tab. 2. Approximation of horizontal profiles with Prandtl and universal model

Model Prandtla Model uniwersalny
Nr p Vinp Vinu
[m/s] n Ovp [m/s] m Oh
1 4,18 34 0.033 3,78 5.0 0,065
2 4,14 4,9 0,025 3,76 8,3 0,079
3 4,10 6,5 0,019 3,80 10,1 0,060
4 4,10 6,8 0,016 3,82 10,0 0,049
5 4,06 6,0 0,024 3,78 9,5 0,044
6 3,90 73 0,024 3,66 10,0 0,042
7 3,68 9,0 0,017 3,48 11,8 0,035
8 3,52 8,6 0,041 3,32 11,2 0,045
9 3,52 6,5 0,101 3,12 8,5 0,084
10 3,16 34 0,127 2,88 4,9 0,081

Warto$¢ srednia bezwymiarowego wskaznika jakosci aproksy-
macji dla modelu Prandtla wynosi 0,043, a dla modelu uniwersal-
nego — nieco wigcej: 0,058. Z przedstawionych w tabeli 2 wyni-
kéw obliczen widaé, ze w poziomach blizszych lustra wody
i w srodkowej glebokosci model Prandtla jest lepszy niz model
uniwersalny. Dla pozioméw 5, 6, 7 i 8 wartosci wskaznika dla obu
modeli sa mate — tam nalezy umieszcza¢ punkt pomiaru predkosci
miejscowej w przypadku przeptywomierza.

W tabeli 3 podano przedstawione w [24] wyniki obliczen
wskaznika @, dla czterech modeli matematycznych pionowych
profili predkosci.

Tab. 3. Wartosci wskaznika Q, dla modeli: Bazinal, Bazina2, Hagena, liniowy
Tab. 3. Values of indicator Q, for models: Bazinal, Bazina2, Hagena, linear

Nr pionu 1 2 3 4 5
Bazinal 0,22 0,20 0,21 0,19 0,18
Bazina2 0,06 0,09 0,14 0,14 0,14
Hagena 0,23 0,18 0,19 0,16 0,16
Liniowy 0,30 0,20 0,25 0,23 0,22
Nr pionu 6 7 8 9 10
Bazinal 0,17 0,17 0,17 0,17 0,18
Bazina2 0,14 0,14 0,14 0,15 0,14
Hagena 0,14 0,14 0,13 0,15 0,16
Liniowy 0,22 0,21 0,21 0,22 0,23
Nr pionu 11 12 13 14
Bazinal 0,20 0,21 0,22 0,23
Bazina2 0,15 0,16 0,20 0,14
Hagena 0,18 0,19 0,20 0,22
Liniowy 0,24 0,25 0,26 0,28
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Srednia wartos¢ wskaznika dla modelu Bazinal wynosi 0,19,
dla modelu Bazina 2 wynosi 0,13, dla modelu Hagena 0,17 i dla
modelu liniowego 0,24. Wida¢ stad, ze model Bazina2 jest najlep-
szy, a liniowy najgorszy.

7. Podsumowanie

Na podstawie przeprowadzonych badan modelowych mozna
sformutowaé nastepujace wnioski:

1. wzér ztozony, zaproponowany w pracy najlepiej przybliza
profil rzeczywisty w catym zakresie odleglosci od osi rurociagu
i moze on mie¢ zastosowanie przy probkujacych pomiarach
strumienia objgtosci,

2. predkos¢ w osi rurociagu dla modeli rozktadu predkosci powin-
na by¢ traktowana jako estymowany parametr; daje to bowiem
lepsze rezultaty niz przyjecie jej wartosci rownej wartosci rze-
czywistej, mimo, ze profil predkosci w poblizu osi jest prawie
ptaski,

3. zastosowane kryteria oceny podobienstwa modelu matematycz-
nego rozktadu predkosci z rozktadem rzeczywistym pozwalaja
wybra¢ model w zaleznosci od konkretnych potrzeb i celu po-
miaru,

4. w przypadku aproksymacji profili poziomych w poziomach
blizszych lustra wody i w $rodkowej glebokosci kanatu otwar-
tego model Prandtla jest lepszy niz model uniwersalny, nato-
miast w wigkszych glgbokosciach lepszy jest model uniwersal-

ny’

5. dla aproksymacji profilu predkosci w pionie wzdér Bazina2 daje
najlepsze wyniki aproksymacji, co $wiadczy o tym, ze trzeba
w modelowaniu uwzglednia¢ fakt, ze najwicksza predkos¢ wy-
stepuje pod powierzchnig plynacej cieczy.
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