620

Krzysztof ROGOWSKI, Tadeusz KACZOREK
POLITECHNIKA BIALOSTOCKA, WYDZIAL ELEKTRYCZNY

PAK vol. 54, nr 9/2008

Symulacja singularnych liniowych uktadéw ciagtych

Mgr inz. Krzysztof ROGOWSKI

Uzyskal dyplom magistra inzyniera w roku 2007 na
Wydziale Elektrycznym Politechniki Biatostockiej.
W pazdzierniku 2007 roku rozpoczat studia dokto-
ranckie z zakresu elektrotechniki na Wydziale
Elektrycznym Politechniki Biatostockiej. Aktualny
obszar jego zainteresowan to uklady utamkowe oraz
uktady singularne.

e-mail: k.rogowski@doktoranci.pb.edu.pl

Prof. dr hab. inz. Tadeusz KACZOREK

Uzyskatl dyplom mgr inz. elektryka w roku 1956 na
Wydziale Elektrycznym Politechniki Warszawskiej. Na
tym samym Wydziale w roku 1962 uzyskal stopien
naukowy doktora nauk technicznych, a w roku 1964 —
doktora habilitowanego. Tytul naukowy profesora
nadzwyczajnego nadata Mu Rada Panstwa w roku 1971,
a profesora zwyczajnego w 1974 roku. Gloéwne kierunki
badan naukowych to analiza i synteza ukfadow
sterowania i systemow, a w szczegdlnosci uklady
wielowymiarowe, ukfady singularne i uktady dodatnie.

e-mail: kaczorek@isep.pw.edu.pl

Streszczenie

Podano nowa metodg¢ symulacji singularnych liniowych uktadow ciaghtych
oparta na dekompozycji Weierstrassa-Kroneckera na trzy podukiady:
standardowy, $cisle singularny i statyczny. Metoda zostala zilustrowana
przyktadem numerycznym i przebiegami czasowymi.

Stowa kluczowe: symulacja, singularny, uktad liniowy.

Simulation of singular continous-time
linear systems

Abstract

A new metod of singular continous-time linear systems simulation based
on Weierstrass-Kronecker decomposition for three: standard, strictly
singular and static subsystems is presented. Illustrating numerical example
with simulations results are given.

Keywords: simulation, singular, linear system.

1. Wprowadzenie

Metoda podstawowsq analizy liniowych uktadéw singularnych
o peku regularnym jest metoda oparta na dekompozycji (rozkta-
dzie) Weierstrassa-Kroneckera peku regularnego [2, 3]. Problem
redukcji rzedu modelu uktadéow singularnych byt analizowany
w pracy [1], a problem przesuwania warto$ci wlasnych do nie-
skonczono$ci w pracach [4, 5]. Obserwatory doskonate uktadow
ciagtych oraz obserwatory funkcjonalne byty badane w pracach
[6, 7]. Zagadnienie uogodlnionej przestrzeni standw dla uktadéw
singularnych bylo rozpatrywane w pracy [8].

Znajomo$¢ macierzy A, B, C, D uktadu standardowego pozwala
w prosty sposob na symulacj¢ uktadu standardowego przy uzyciu
dostgpnego oprogramowania komputerowego (np. MATLAB/
SIMULINK). W przypadku uktadéw singularnych taka symulacja
stanowi juz wigkszy problem, poniewaz wymaga od oprogramo-
wania rozwiazania singularnego réwnania macierzowego.

Celem tej pracy jest podanie nowej metody symulacji singular-
nych uktadéw ciaglych. Jej istote stanowi rozktad uktadu singu-
larnego na trzy poduktady: standardowy, $cisle singularny i sta-
tyczny. Efektywnos$¢ metody zostanie zilustrowana przykladem
numerycznym oraz wybranymi przebiegami czasowymi.

2. Sformutowanie zadania

Niech R bedzie cialem liczb rzeczywistych, R™” zbiorem
macierzy o n wierszach i m kolumnach i elementach z ciata R,
a R =R". I, oznacza¢ bedzie macierz jednostkowq stopnia n.

Wezmy pod uwage uktad liniowy ciagly opisany rownaniami

Ex = Ax + Bu (la)

y=Cx+Du (1b)

.. dx

gdzie X:E’ x=x(t)eR"> u=u(t)eR”, y=y()eR’ sa

odpowiednio wektorami stanu, wymuszenia, odpowiedzi oraz
E,AeR™, BER™, CeR™, DeR”™™.

Zaktadamy, ze uktad (1) ma pek regularny, tzn. det[Es — 4] # 0
dla pewnych s e C (ciato liczb zespolonych)

Definicja 1 Uklad (1) nazywamy singularnym uktadem linio-
wym ciaglym wtedy i tylko wtedy, gdy det E =0 (rzad E =r <n).

Twierdzenie 1 Jezeli pek Es-A jest regularny, to istniejg macie-
rze nieosobliwe P,Q € R™" takie, ze

P[Es — AQ = diag[I ;s — 4,,E,s—1, ] 2

gdzie  d=st(det[Es—A]) oznacza wielomianu

det[Es— 4], 4, e R jest macierzg nieosobliwa, natomiast

stopien

macierz E, € R jest macierza nilpotentng z indeksem
nilpotentnosci 4, tzn. E{™' #0 i E3' =0.

Dowod powyzszego twierdzenia jest podany w [2, 3, 7].

Problem rozpatrywany w tej pracy mozemy sformutowaé w na-
stepujacy sposob.

Dane sa macierze E, 4, B, C, D uktadu singularnego (1). Nalezy
wyznaczy¢ schemat blokowy pozwalajacy na symulacj¢ dziatania
tego uktadu.

3. Rozwigzanie zadania
Mnozac lewostronnie rownanie (1a) przez macierz P oraz defi-
niujac nowy wektor stanu w postaci

F=0'x=|x, 3)

gdzie: x e R’, x, eM™, x, eR” (n,=dimx, =rzadE+1-d»
n,=dimx, =n-rzad E~1 oOraz dimux, +dimx, +dimx, =n),

otrzymujemy
PEQX = PAQx + PBu (42)

y=CQOx + Du (4b)
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gdzie

1, 0 4 0
PEQ = © PAQ= ;
0 E 0o I,

Bl
PB=|B, |, CQ=[C,C,,C;] 6
B}
E =B 0 E =g ¢, =0dliz -1,
0 0

Bl < iRdxm s B2 € ‘Jﬂ’"zxm s B3 < 9{"3”" s
C eR™. CeR"™, C eR™.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze réwnania (1) mozemy
réwnowaznie napisa¢ w postaci

X, =Ax,+Bu (6a)
» =Cx, (6b)

Ez)'cz =x,+Bu (6¢)
¥, =C,x, (6d)
0=x,+Bu (60)

y; =Cix; (6f)
y=y+y,+y+Du (6g)

Uktad singularny (1) zostal wigc zastapiony trzema niezalez-
nymi poduktadami: standardowym (6a-6b), scisle singularnym
(6¢-64d) i statycznym (6e-6f).

Przedstawiona ponizej metoda symulacji uktadéw singularnych
opiera si¢ na dekompozycji uktadu singularnego na te trzy podu-
ktady. Symulacja przebiegéw wektoréw stanu poduktadow stan-
dardowego i statycznego na podstawie réwnan (6a) i (6f) nie
sprawia probleméw. Natomiast w zaleznosci (6¢) mamy singular-

ng macierz E,, a wigc nie istnieje macierz odwrotna E,”". Nie
mozna wigc wyznaczy¢ rozwigzania tego réwnania mnozac je
lewostronnie przez E, .

Poduktad $cisle singularny opisany jest rownaniem

E,X, =x, + Byu @)

przy czym E, =[¢,], ¢, =0dlai# j—1. x, e R, B, e R™™".

Roéwnanie (7) mozemy napisaé w postaci

0 ¢ 0 01 Xy, b,
0 0 ¢ 0 || X Y22 b,
N N u  (8)
0 0 €, x2,n2—l X -1 bnz—l
0 0 0 X2, Xan s
gdzie
X4 |
X2 b,
X, = oL B, =
X3 my-1 b,
X
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Na podstawie (8) mozemy wyznaczy¢ kolejno elementy wekto-
ra stanu x;, korzystajac z zaleznosci

X, ==b u

Wy n,

u

ny—1

X3 m-1 = €n1 X2, -b
: ©)]
Xap T €5~ bu

X, =X, —bu

Z roéwnan (9) wynika natychmiast schemat przedstawiony na
rys. 1.

X2,n,1

X2n,

Rys. 1. Schemat blokowy poduktadu $cisle singularnego
Fig. 1. Completely singular subsystem block diagram

Dekompozycja Weierstrassa-Kroneckera pgku regularnego jest
oparta na zamianie zmiennych stanu. Wektor stanu zlozony
z wektorow poszczegoélnych poduktadéw nalezy wigc poddaé
przeksztatceniu odwrotnemu

'xl
x=0|x,

X3

Powyzsza metoda jest szczegllnie efektywna w przypadkach,
gdy wymiar macierzy E i A (rzad uktadu) jest znaczny. Metodg te
zilustrujemy nastepujacym przyktadem liczbowym.

4. Przyktad

Dany jest uktad singularny (1) o macierzach

00 0O0O0 1 001 0 0
00 01O 0011 1 0
E={1 0 0 0 0|, 4=|{0 1 0 0 1|, B=[1],
00010 001 0 05 0
01100 1 201 0 1

c=[1 o1 2 0], D=0.

Nalezy przeprowadzi¢ symulacje tego uktadu.
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Latwo mozna sprawdzié¢, ze w tym przykladzie 4 =1 oraz

S O O O

rzad E=3.
Korzystajac z zaleznosci (5) dla nieosobliwych macierzy prze-
ksztatcenia
-06 0 -04 0.8 0.6
-1 0 1 -2 1
pP= 1 =3 1 4 0
1 0 0 0 0
0 -1 0 1 0
-033 0 02 0.67
04 02 0.16 0
O=| 0.6 -02 0.24 0
0.33 0 -02 033
-0.67 0 04 -0.67

otrzymamy nastgpujace macierze podukltadow:
o standardowego

4,=08, B=02, C,=0.93

o Scisle singularnego

0

e statycznego

Zgodnie z zaleznosciami (6a) i (6e) oraz w oparciu o schemat
blokowy przedstawiony na rys. 1. uklad singularny o zadanych
macierzach (10) mozemy réwnowaznie przedstawi¢ w postaci

schematu jak na rys. 2.

-2

Rys. 2.
Fig. 2.

Narys. 3, 4 zostaly przedstawione przebiegi czasowe sygnatow
wymuszenia, odpowiedzi i stanu ukladu singularnego o macier-

zach (10).

Schemat blokowy w konwencji MATLAB/SIMULINK
Block diagram in MATLAB\SIMULINK convention

Rys. 3.
Fig. 3.
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Sygnaly wymuszenia u(?) i odpowiedzi y()
System input #(2) and output y(?) signals

Rys. 4. Wektor stanu x(z)

Fig. 4.

5.

System state vector x(2)

Podsumowanie

Podana zostata nowa metoda symulacji singularnych liniowych
uktadow ciagltych oparta na dekompozycji uktadu singularnego na
trzy poduktady: standardowy, $cisle singularny i statyczny. Po-
zwala ona na przedstawienie w postaci schematu blokowego
uktadow singularnych dowolnego stopnia, a nast¢gpnie na symula-
cj¢ ich dzialania za pomoca takich programow, jak MATLAB/
SIMULINK.
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