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Symulacja singularnych liniowych układów ciągłych 
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U z y s k a ł  d y p l o m  m a g i s t r a  i n ż y n i e r a  w  r o k u  2 0 0 7  n a  
W y d z i a l e  E l e k t r y c z n y m  P o l i t e c h n i k i  B i a ł o s t o c k i e j .   
W  p a ź d z i e r n i k u  2 0 0 7  r o k u  r o z p o c z ą ł  s t u d i a  d o k t o -
r a n c k i e  z  z a k r e s u  e l e k t r o t e c h n i k i  n a  W y d z i a l e  
E l e k t r y c z n y m  P o l i t e c h n i k i  B i a ł o s t o c k i e j .  A k t u a l n y  
o b s z a r  j e g o  z a i n t e r e s o w a ń  t o  u k ł a d y  u ł a m k o w e  o r a z  
u k ł a d y  s i n g u l a r n e .  
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S t r e s z c z e n i e  
 

Pod a no now ą  m e t od ę  s y m u la c j i  s i ng u la rny c h  li ni ow y c h  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h  
op a rt ą  na  d e k om p oz y c j i  W e i e rs t ra s s a -Krone c k e ra  na  t rz y  p od u k ł a d y :  
s t a nd a rd ow y , ś c i ś le  s i ng u la rny  i  s t a t y c z ny . M e t od a  z os t a ł a  z i lu s t row a na  
p rz y k ł a d e m  nu m e ry c z ny m  i  p rz e b i e g a m i  c z a s ow y m i . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  s y m u la c j a , s i ng u la rny , u k ł a d  li ni ow y . 
 
Si m ul ati on  of si n g ul ar c on ti n ous-ti m e  
l i n ear system s 

 
A b s t r a c t  

 
A ne w  m e t od  of  s i ng u la r c ont i nou s -t i m e  li ne a r s y s t e m s  s i m u la t i on  b a s e d  
on W e i e rs t ra s s -Krone c k e r d e c om p os i t i on f or t h re e :  s t a nd a rd , s t ri c t ly  
s i ng u la r a nd  s t a t i c  s u b s y s t e m s  i s  p re s e nt e d . I llu s t ra t i ng  nu m e ri c a l e x a m p le  
w i t h  s i m u la t i ons  re s u lt s  a re  g i ve n. 
 
K e y w o r d s :  s i m u la t i on, s i ng u la r, li ne a r s y s t e m . 
 
1 .  Wprow adzen i e 
 
M et od ą p od s t aw ow ą anal i z y l i ni ow yc h  ukł ad ó w  s i ng ul ar nyc h   

o p ę ku r eg ul ar nym j es t  met od a op ar t a na d ekomp oz yc j i  (r oz kł a-
d z i e)  W ei er s t r as s a-K r onec ker a p ę ku r eg ul ar neg o [ 2 , 3 ] . P r ob l em 
r ed ukc j i  r z ę d u mod el u ukł ad ó w  s i ng ul ar nyc h  b ył  anal i z ow any  
w  p r ac y [ 1 ] , a p r ob l em p r z es uw ani a w ar t oś c i  w ł as nyc h  d o ni e-
s koń c z onoś c i  w  p r ac ac h  [ 4 , 5 ] . O b s er w at or y d os konał e ukł ad ó w  
c i ąg ł yc h  or az  ob s er w at or y f unkc j onal ne b ył y b ad ane w  p r ac ac h  
[ 6 , 7 ] . Z ag ad ni eni e uog ó l ni onej  p r z es t r z eni  s t anó w  d l a ukł ad ó w  
s i ng ul ar nyc h  b ył o r oz p at r yw ane w  p r ac y [ 8 ] . 
Z naj omoś ć  mac i er z y A, B , C , D  ukł ad u s t and ar d ow eg o p oz w al a 

w  p r os t y s p os ó b  na s ymul ac j ę  ukł ad u s t and ar d ow eg o p r z y uż yc i u 
d os t ę p neg o op r og r amow ani a komp ut er ow eg o (np .  M AT L AB /  
S I M U L I N K ) . W  p r z yp ad ku ukł ad ó w  s i ng ul ar nyc h  t aka s ymul ac j a 
s t anow i  j uż  w i ę ks z y p r ob l em, p oni ew aż  w ymag a od  op r og r amo-
w ani a r oz w i ąz ani a s i ng ul ar neg o r ó w nani a mac i er z ow eg o. 
C el em t ej  p r ac y j es t  p od ani e now ej  met od y s ymul ac j i  s i ng ul ar -

nyc h  ukł ad ó w  c i ąg ł yc h . J ej  i s t ot ę  s t anow i  r oz kł ad  ukł ad u s i ng u-
l ar neg o na t r z y p od ukł ad y: s t and ar d ow y, ś c i ś l e s i ng ul ar ny i  s t a-
t yc z ny. E f ekt yw noś ć  met od y z os t ani e z i l us t r ow ana p r z ykł ad em 
numer yc z nym or az  w yb r anymi  p r z eb i eg ami  c z as ow ymi . 
 

2 .  Sform uł ow an i e zadan i a 
 
N i ec h  ℜ  b ę d z i e c i ał em l i c z b  r z ec z yw i s t yc h , mn×ℜ  z b i or em 

mac i er z y o n w i er s z ac h  i  m kol umnac h  i  el ement ac h  z  c i ał a ℜ ,  
a 1: ×ℜ=ℜ nn . 

nI  oz nac z ać  b ę d z i e mac i er z  j ed nos t kow ą s t op ni a n. 
W eź my p od  uw ag ę  ukł ad  l i ni ow y c i ąg ł y op i s any r ó w nani ami  
 

 BuAxxE +=&               (1 a)  
 

P rof. d r h a b . inż. T a d e u sz KA C Z O R E K 
 
U z y s k a ł  d y p l o m  m g r  i n ż .  e l e k t r y k a  w  r o k u  1 9 5 6  n a  
W y d z i a l e  E l e k t r y c z n y m  P o l i t e c h n i k i  W a r s z a w s k i e j .  N a  
t y m  s a m y m  W y d z i a l e  w  r o k u  1 9 6 2  u z y s k a ł  s t o p i e ń  
n a u k o w y  d o k t o r a  n a u k  t e c h n i c z n y c h ,  a  w  r o k u  1 9 6 4  – 
d o k t o r a  h a b i l i t o w a n e g o .  T y t u ł  n a u k o w y  p r o f e s o r a  
n a d z w y c z a j n e g o  n a d a ł a  M u  R a d a  P a ń s t w a  w  r o k u  1 9 7 1 ,  
a  p r o f e s o r a  z w y c z a j n e g o  w  1 9 7 4  r o k u .  G ł ó w n e  k i e r u n k i  
b a d a ń  n a u k o w y c h  t o  a n a l i z a  i  s y n t e z a  u k ł a d ó w  
s t e r o w a n i a  i  s y s t e m ó w ,  a  w  s z c z e g ó l n o ś c i  u k ł a d y  
w i e l o w y m i a r o w e ,  u k ł a d y  s i n g u l a r n e  i  u k ł a d y  d o d a t n i e .  
 
e-m a i l :  k a c z o r ek @ i s ep . p w . ed u . p l   

 
 
 

 DuCxy +=             (1 b )  
 

g d z i e 
dt
dxx =& , ntxx ℜ∈= )( , mtuu ℜ∈= )( , ( ) py y t= ∈ℜ  s ą 

od p ow i ed ni o w ekt or ami  s t anu, w ymus z eni a, od p ow i ed z i  or az  
nnAE ×ℜ∈, , mnB ×ℜ∈ , npC ×ℜ∈ , mpD ×ℜ∈ . 

Z akł ad amy, ż e ukł ad  (1 )  ma p ę k r eg ul ar ny, t z n. 0]det[ ≠− AEs  
d l a p ew nyc h  C∈s  (c i ał o l i c z b  z es p ol onyc h )  

 
Definicja 1 U kł ad  (1 )  naz yw amy s i ng ul ar nym ukł ad em l i ni o-

w ym c i ąg ł ym w t ed y i  t yl ko w t ed y, g d y 0det =E  ( rzą d E r n= < ) .  
 
T w ier d z enie 1 J eż el i  p ę k Es-A  j es t  r eg ul ar ny, t o i s t ni ej ą mac i e-

r z e ni eos ob l i w e nnQP ×ℜ∈,  t aki e, ż e 
 
 ],diag[][ 21 dnd IsEAsIQAEsP

−
−−=−     (2 )  

 
g d z i e ])st(det[ AEsd −=  oz nac z a s t op i eń  w i el omi anu 

]det[ AEs − , ddA ×ℜ∈1  j es t  mac i er z ą ni eos ob l i w ą, nat omi as t  
mac i er z  )()(

2
dndnE −×−ℜ∈  j es t  mac i er z ą ni l p ot ent ną z  i nd eks em 

ni l p ot ent noś c i  µ , t z n. 01
2 ≠−µE  i  02 =

µE . 
D ow ó d  p ow yż s z eg o t w i er d z eni a j es t  p od any w  [ 2 , 3 , 7 ] . 
P r ob l em r oz p at r yw any w  t ej  p r ac y moż emy s f or muł ow ać  w  na-

s t ę p uj ąc y s p os ó b . 
D ane s ą mac i er z e E, A, B, C, D ukł ad u s i ng ul ar neg o (1 ) . N al eż y 

w yz nac z yć  s c h emat  b l okow y p oz w al aj ąc y na s ymul ac j ę  d z i ał ani a 
t eg o ukł ad u. 
 
3. R o z w i ą z a n i e  z a d a n i a  
 
M noż ąc  l ew os t r onni e r ó w nani e (1 a)  p r z ez  mac i er z  P or az  d ef i -

ni uj ąc  now y w ekt or  s t anu w  p os t ac i  
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(3 )  

 
g d z i e: dx ℜ∈1 , 2

2
nx ∈ℜ , 3

3
nx ∈ℜ  ( 2 2dim rzą d 1n x E d= = + − , 

3 3dim rzą d 1n x n E= = − −  or az  
1 2 3dim dim dimx x x n+ + = ) , 

ot r z ymuj emy 
 

 PEQx PAQx PBu= +&      (4 a)   
 y CQx Du= +               (4 b )  
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gdzie  

2

0
0
dIP EQ E

 =   
,  1 0

0 n d

AP AQ I
−

 =   
, 

1

2

3

B
P B B

B

  =    
,  

1 2 3[ , , ]CQ C C C=                 ( 5 )  

2
2

0
0 0
E

E
 =   

,  2 [ ],  0 dla 1ij ijE e e i j= = ≠ − ,   

1
d mB ×∈ℜ ,  2

2
n mB ×∈ℜ ,  3

3
n mB ×∈ℜ ,   

1
p dC ×∈ℜ ,  2

2
p nC ×∈ℜ ,  3

3
p nC ×∈ℜ . 

 
Z  p owyż s zyc h  rozważ ań  wyn ik a, ż e ró wn an ia ( 1 )  m oż em y 

ró wn oważ n ie n ap is ać  w p os t ac i  
 

 1 1 1 1x A x B u= +&               ( 6 a)   
 1 1 1y C x=           ( 6 b )   

 2 2 2 2E x x B u= +&               ( 6 c )   
 2 2 2y C x=          ( 6 d)   
 3 30 x B u= +            ( 6 e)   
 3 3 3y C x=           ( 6 f )   

 1 2 3y y y y Du= + + +   ( 6 g)  
 
U k ł ad s in gu l arn y ( 1 )  zos t ał  wię c  zas t ą p ion y t rzem a n iezal eż -

n ym i p odu k ł adam i:  s t an dardowym  ( 6 a-6 b ) , ś c iś l e s in gu l arn ym  
( 6 c -6 d)  i s t at yc zn ym  ( 6 e-6 f ) . 
P rzeds t awion a p on iż ej  m et oda s ym u l ac j i u k ł adó w s in gu l arn yc h  

op iera s ię  n a dek om p ozyc j i u k ł adu  s in gu l arn ego n a t e t rzy p odu -
k ł ady. S ym u l ac j a p rzeb iegó w wek t oró w s t an u  p odu k ł adó w s t an -
dardowego i s t at yc zn ego n a p ods t awie ró wn ań  ( 6 a)  i ( 6 f )  n ie 
s p rawia p rob l em ó w. N at om ias t  w zal eż n oś c i ( 6 c )  m am y s in gu l ar-
n ą  m ac ierz 2E , a  wię c  n ie is t n iej e m ac ierz odwrot n a 1

2E
− . N ie 

m oż n a wię c  wyzn ac zyć  rozwią zan ia t ego ró wn an ia m n oż ą c  j e 
l ewos t ron n ie p rzez 1

2E
− . 

P odu k ł ad ś c iś l e s in gu l arn y op is an y j es t  ró wn an iem   
 

 2 2 2 2E x x B u= +&                 ( 7 )   
p rzy c zym  2 [ ],  0 dla 1ij ijE e e i j= = ≠ −% % , 2

2
nx ∈ℜ , 2

2
n mB ×∈ℜ . 

R ó wn an ie ( 7 )  m oż em y n ap is ać  w p os t ac i 
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( 8 )  

 
gdzie 
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N a p ods t awie ( 8 )  m oż em y wyzn ac zyć  k ol ej n o el em en t y wek t o-
ra s t an u  x2 k orzys t aj ą c  z zal eż n oś c i 
 

 

2 2

2 2 2 2

2,

2, 1 1 2, 1

2,2 2 2,3 2

2,1 1 2,2 1

n n

n n n n

x b u
x e x b u

x e x b u
x e x b u

− − −

= −

= −

= −

= −
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( 9 )  

 
Z  ró wn ań  ( 9 )  wyn ik a n at yc h m ias t  s c h em at  p rzeds t awion y n a 

rys . 1 . 
 
 

  
R y s .  1 .   S c h e m a t  b l o k o w y  p o d u k ł a d u  ś c i ś l e  s i ng u l a r ne g o  
F i g .  1 .   C o m p l e t e l y  s i ng u l a r  s u b s y s t e m  b l o c k  d i a g r a m  
 
D ek om p ozyc j a W eiers t ras s a-K ron ec k era p ę k u  regu l arn ego j es t  

op art a n a zam ian ie zm ien n yc h  s t an u . W ek t or s t an u  zł oż on y  
z wek t oró w p os zc zegó l n yc h  p odu k ł adó w n al eż y wię c  p oddać  
p rzek s zt ał c en iu  odwrot n em u  
 

1

2

3

x
x Q x

x

  =    
 

 
P owyż s za m et oda j es t   s zc zegó l n ie ef ek t ywn a w p rzyp adk ac h , 

gdy wym iar m ac ierzy E i A ( rzą d u k ł adu )  j es t  zn ac zn y. M et odę  t ę  
zil u s t ru j em y n as t ę p u j ą c ym  p rzyk ł adem  l ic zb owym . 
 
4. P r z y k ł a d  
 
D an y j es t  u k ł ad s in gu l arn y ( 1 )  o m ac ierzac h   
 

0 0 0 0 0
0 0 0 1 0

,  1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 1 1 0 0

E

    =     

  
1 0 0 1 0
0 0 1 1 1

,0 1 0 0 1
0 0 1 0 0. 5
1 2 0 1 0

A

    =     

  
0
0

,1
0
1

B

    =       

 

( 1 0 )  
[ ]1 0 1 2 0 ,C =  0.D =  

 
N al eż y p rzep rowadzić  s ym u l ac j ę  t ego u k ł adu . 
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Łatwo można sprawdzić, że w tym przykładzie 1d =  oraz 
rzą d 3E = .   
K orzystaj ą c  z  zal eżnoś c i (5 )  dl a nieosob l iwyc h  mac ierzy prze-

kształc enia  
0.6 0 0.4 0.8 0.6
1 0 1 2 1
1 3 1 4 0
1 0 0 0 0
0 1 0 1 0

P

− −  − −  = −   − 

, 

 
0.33 0 0.2 0.67 0
0.4 0.2 0.1 6 0 0
0.6 0.2 0.24 0 0
0.33 0 0.2 0.33 0
0.67 0 0.4 0.67 2

Q

−    = − −  − − −    
otrzymamy nastę pu j ą c e mac ierze podu kładó w:  
 

• standardoweg o 
 

1 0.8A = ,  
1 0.2B = ,  

1 0.93C =

  
• ś c iś l e sing u l arneg o 
 

2

0 1 0
0 0 1
0 0 0

E
  =    

  ( 1 2 1e e= = ) , 

2

2
1
0

B
  =    

,  [ ]2 0.2 0.04 1.33C = −

 
 

• statyc zneg o 
 

3 0B = ,  3 0C =
 

 
Z g odnie z zal eżnoś c iami (6 a)  i (6 e)  oraz w oparc iu  o sc h emat 

b l okowy przedstawiony na rys.  1 .   u kład sing u l arny o zadanyc h  
mac ierzac h  (1 0 )  możemy ró wnoważnie przedstawić w postac i 
sc h ematu  j ak na rys.  2 .  

 
 

  
R y s . 2 .  S c h e m a t  b l o k o w y  w  k o nw e nc j i  M AT L AB / S I M U L I N K  
F i g . 2 .  B l o c k  d i a g r a m  i n M AT L AB \S I M U L I N K  c o nv e nt i o n 

 
N a rys.   3 , 4  zostały przedstawione przeb ieg i c zasowe syg nałó w 

wymu szenia, odpowiedzi i stanu  u kładu  sing u l arneg o o mac ier-
zac h  (1 0 ) .  
 

  
R y s . 3 .  S y g na ł y  w y m u s z e ni a  u(t)  i  o d p o w i e d z i  y (t)  
F i g . 3 .  S y s t e m  i np u t  u(t)  a nd  o u t p u t  y (t)  s i g na l s  
 
 

  
R y s . 4 .  W e k t o r  s t a nu  x (t)  
F i g . 4 .  S y s t e m  s t a t e  v e c t o r  x (t)  

 
 
5. P o d s u m o w a n i e  
 
P odana została nowa metoda symu l ac j i sing u l arnyc h  l iniowyc h  

u kładó w c ią g łyc h  oparta na dekompozyc j i u kładu  sing u l arneg o na 
trzy podu kłady:  standardowy, ś c iś l e sing u l arny i statyc zny.  P o-
zwal a ona na przedstawienie w postac i sc h ematu  b l okoweg o 
u kładó w sing u l arnyc h  dowol neg o stopnia, a nastę pnie na symu l a-
c j ę  ic h  działania za pomoc ą  takic h  prog ramó w, j ak M A T L A B /  
S I M U L I N K .  
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