602

Piotr KAWALEC
POLITECHNIKA WARSZAWSKA, WYDZIAL. TRANSPORTU

PAK vol. 54, nr 8/2008

Analiza probabilistyczno — czasowych przetwornikéw informaciji

Dr inz. Piotr KAWALEC

Ukonczyl studia na Wydziale Elektroniki Instytutu
Transportu w Leningradzie w 1975 r., obronit pracg
doktorska w 1979 r. w Instytucie Elektrotechnicznym
w Leningradzie. Jest adiunktem na Wydziale Trans-
portu Politechniki Warszawskiej. Jego zainteresowa-
nia naukowe to automatyka, elektronika, technika
cyfrowa i ich zastosowanie w ukladach i systemach
sterowania i teleinformatyki stosowanych w transpor-
cie.

e-mail: pka@it.pw.edu.pl

Streszczenie

W artykule przedstawiono przetworniki informacji, w ktorych zmienng
maszynowq jest pierwszy moment (wartos¢ oczekiwana) stacjonarnego
i ergodycznego binarnego ciagu losowego. Przetworniki te, zwane proba-
bilistyczno-czasowymi, umozliwiaja prosta realizacj¢ podstawowych
operacji arytmetycznych na strumieniach losowych z wydaniem wyniku
w postaci zdeterminowanej. Dla najtrudniejszej operacji dzielenia przed-
stawiono szczegétowa analiz¢ dziatania z okresleniem doktadnosci prze-
twarzania dla wejsciowych strumieni losowych o rozkladach dwumiano-
wych oraz hipergeometrycznych.

Slowa Kkluczowe: przetworniki informacji, ciagi losowe, uklady dzielace,
doktadnos¢ przetwarzania, uktady FPGA.

Analysis of probabilistic — times information
converters and their implementation
in FPGA device

Abstract

The article presents information converters in which the machine variable
is the first moment (expected value) of stationary and ergodic binary
random sequence. These converters, called probabilistic and time, enable
us to conduct a simple implementation of basic arithmetical operations on
random series giving the result in a determinantal form. For the most
difficult division operation, a detailed analysis has been presented
determining conversion accuracy for input random series of binomial and
hypergeometrical distributions.

Keywords: information converters, random sequences, division systems,
conversion accuracy, FPGA devices.

1. Wstep

W stochastycznych modelach proceséw transportowych, czgsto
wystepuje konieczno$¢ przeprowadzania operacji na ciagach
losowych, ktorych parametry (najczgsciej pierwszy moment roz-
ktadu — warto§¢ oczekiwana) przenosza istotne informacje opisu-
jace modelowany proces. Jesli modelowany proces transportowy
(zgloszenia pojazdow, odstgpy miedzy pojazdami w strumieniu
itd.) bedzie procesem ergodycznym i co najmniej przedziatami
stacjonarny, to opisujace go ciagi losowe moga by¢ przetwarzane
przy pomocy specjalizowanych ukladéw i systeméw cyfrowych
nazywanych komputerami stochastycznymi, lub stochastycznymi
przetwornikami informacji [1]. Zastosowanie w nich jako zmien-
nej maszynowej wartosci oczekiwanej zmiennych losowych wy-
stgpujacych w binarnych ciagach losowych w istotny sposob
upraszcza wykonywanie operacji arytmetycznych. Przy tym za-
chowana jest cyfrowa posta¢ danych, natomiast wyniki przetwa-
rzania uzyskujemy w postaci wartosci oczekiwanej ciagu wyni-
kowego, badz w postaci zdeterminowanej, jako estymatory warto-
$ci oczekiwanej.

i ich implementacja w uktadach FPGA

Implementacja specjalizowanych ukladéw arytmetyki stocha-
stycznej w strukturach FPGA pozwala uzyskaé¢ jednouktadowe
realizacje o maksymalnej czgstotliwoscig taktowania okreslanej
w setkach MHz. Dzigki temu przy przetwarzaniu ciagéw loso-
wych opisujacych procesy transportowe, przebiegajacych, co
najwyzej w zakresie milisekund, mozliwa jest praca takich ukta-
déw w czasie rzeczywistym z zapewnieniem wymaganej doktad-
nosci przetwarzania. Ogromng zaleta zastosowania stochastycz-
nych przetwornikéw informacji jest ich odporno$¢ na przemijajace
uszkodzenia, co w przypadku urzadzen sterowania i kierowania
ruchem w transporcie ma zasadnicze znaczenie.

Z operacji arytmetycznych, wykonywanych na stacjonarnych
procesach losowych, najbardziej ztozonymi operacjami sg a ope-
racje odwracania i dzielenia liczb przedstawionych w postaci
prawdopodobienstw wystapienia symboli o wartosci 1 (lub 0)
w synchronicznych binarnych ciagach losowych. Zwykle do tego
celu wykorzystywane sa cyfrowe integratory ze sprzezeniem
zwrotnym.

2. Probabilistyczno — czasowe przetworniki
informacji

Najprostsza realizacj¢ operacji odwracania liczb uzyskamy,
rozpatrujac binarny ciag losowy bedacy produktem zastosowania
schematu Bernoulliego. W tym przypadku pojawiajace sig
w kolejnych taktach w binarnym ciagu losowym wartosci 1 oraz 0
wystepuja W sposob niezalezny, z prawdopodobienstwem odpo-
wiednio p oraz 1— p. Zakladajac, ze w trakcie m taktow w loso-
wym ciggu binarnym wystapi N wartosci 1, mozna wyznaczy¢
warto$¢ oczekiwang liczby taktow m

E(m)=. )
p

Tak wigc operacja odwracania liczb zostaje sprowadzona do
odmierzenia przedzialu czasowego T = mf”’ (gdzie f — czestotli-
wos¢ taktowania) w trakcie ktorego zostanie zliczone w binarnym
ciagu losowym N warto$ci 1. Stad okreslenie takich przetworni-
kow, jako przetwornikéw probabilistyczno — czasowych.

Sprzgtowa realizacja tej operacji wymaga zastosowania dwéch
licznikdw, w jednym z nich zostanie zliczone N wartosci 1, nato-
miast w drugim zostanie zliczona liczba taktow m. Jesli licznik
zliczajacy wartosci 1 w binarnym ciagu losowym bedzie miat
pojemno$¢ N, mozna sygnatem jego przepelnienia sterowac proce-
sem zliczania liczby taktéw m w drugim liczniku.

Wariancja zmiennej losowej m okresla doktadno$¢ wykonania
operacji odwracania liczby p

Var(m) = Na=p) . 2
p

Zaleznosci (1) 1 (2) sa prawdziwe tylko wtedy, gdy kolejne produk-
cje symboli tworzace binarny ciag losowy sa wzajemnie niezalezne.

Przedstawiong koncepcje przetwornikow probabilistyczno —
czasowych do odwracania liczb, mozna wykorzysta¢ do realizacji
operacji dzielenia, podajac na wejscie zliczajace liczbe taktow m
binarne ciagi losowe o zadanym rozktadzie. Probabilistyczno —
czasowy przetwornik dzialajacy jako uktad dzielacy zawiera dwa
liczniki C1 i C2, elementy bramkujace AND 1 i 2, oraz przerzut-
nik z wejsciami asynchronicznymi (rys. 1).
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Rys. 1. Schemat probabilistyczno — czasowego ukltadu dzielacego
Fig. 1. Diagram of probabilistic — time division system

Sygnatem S uruchamia si¢ rownoczesne podawanie z wejsé I
i I, binarnych ciagdéw losowych (z prawdopodobienstwem wysta-
pienia wartosci 1 odpowiednio p; i p,) na liczniki C1 i C2. Sygnat
przeniesienia z licznika C2 odcina podawanie ciaggéw losowych na
liczniki, ustalajac w ten sposob wynik dzielenia na wyjsciu liczni-
ka CI.

Operacja odwracania liczb jest szczegolnym przypadkiem dzie-
lenia, gdy na wejscie I; podawane sa sygnaly synchronizacji
przyjmujace w kazdym takcie warto$¢ 1 z prawdopodobienstwem
p1=1. Szybkos¢ i doktadnos¢ dziatania przetwornikéw probabili-
styczno — czasowych w istotny sposob zalezy od rodzaju binar-
nych strumieni losowych podawanych na jego wejscie ;.

3. Analiza ukladu dzielgcego sterowanego
ciagiem losowym o rozktadzie
dwumianowym

Rozklad dwumianowy jest modelem losowania niezaleznego,
ktére mozna przeprowadzi¢ poréwnujac kod binarny statoprzecin-
kowej wartosci liczbowej z niezaleznymi liczbami losowymi
uzyskanymi z generatora o rozkladzie rownomiernym, stosujac
np. generatory uktadowe na rejestrach przesuwajacych [2].

Uogo6lnimy rezultaty otrzymane dla operacji odwracania liczby
na operacje¢ dzielenia p,/ p,, zaktadajac, ze na wejscie I; podawany
jest binarny ciag losowy o rozktadzie dwumianowym.

Jako zmienng losowa Z oznaczymy zawarto$¢ licznika CI.
Wielko$¢ ta jest suma m zmiennych losowych z; ( z; =1 albo 0
w ciagu losowym p;, i — numer taktu). Poniewaz m jest rowniez
zmienng losowa, wigc warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Z

E(Z) = E(i z) = E(m)E(Z) = N 2L, 3)
il P,

gdzie N — pojemno$¢ licznika C2.
Wariancje zmiennej losowej Z wyznaczymy z zaleznosSci
Var(Z) = E{(iz)} —E2)= %:pm {m(m-1)pi* + mp: +2§ K,}-E*(2)=
= %}p,\,mzplz —%:pmmpf +;pmmp. + ;pm(léK.,)— E(Z)=
= p2{Var(m)+ EX(m)} - p,E(m) + PLE(m) + 23K, - EX(Z)= N%(?+ 1 —2p,)+2§3 K,
‘ )
gdzie Kj; — moment korelacyjny zmiennych losowych z;, z;.

Btad wzgledny dzielenia liczb wyniesie:

. JVar(2) 1p, ,
5(2)_%715(2) =2, N(pl+1 2p,) 100 [%],  (5)

gdzie A, — kawntyl rozktadu normalnego.
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Przyktadowo dla p; = 0,1; p, = 0,2 dla uzyskania btedu wzgled-
nego d(Z) < 5% zprawdopodobienstwem 0,95 ( A, = 1,645),
licznik C2 powinien by¢ licznikiem co najmniej 14 pozycyjnym.
Ogolnie, z zaleznosci (5) wynika, ze k krotne zwigkszenie doktad-
nosci dzielenia, wydiuza czas obliczen K razy.

4. Analiza ukladu dzielagcego sterowanego
ciagiem losowym o rozktadzie
hipergeometrycznym

Rozktad hipergeometryczny jest modelem losowania bezzwrot-
nego, ktére mozna przeprowadzi¢ porownujac kod binarny zada-
jacy prawdopodobiefistwo wystapienia jednoéci z ciagiem L = 2’
niepowtarzajacych si¢ liczb losowych. W tym przypadku wartos¢
oczekiwana wynikéw symbolu v okreslana jest iloscia N; liczb
losowych poréwnywanych z symbolem v = 1 i réwna jest $redniej
arytmetycznej wielkosci v za m = L taktow

N lL
E(v)=—Lt=—) v,
W=7 LZ

Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej

wyrazaja si¢ wzorami [3]

E(V)= m% =mp;
Q)
L-m
Var(V) = mpq(ﬁ)

Poréwnujac charakterystyki rozktadu hipergeometrycznego
z charakterystykami rozktadu dwumianowego, mozna stwierdzic,
ze w wyrazeniu (6) dla wariancji Var(V) wystepuje dodatkowy

czynnik (1{7?) . Z tego powodu przy m=L, gdy wartos¢ srednia

réwna jest wartosci oczekiwanej, wariancja Var(V) przyjmuje
warto$¢ zero. Przy licznosci probki m > L bltad oceny E(V) okresla

si¢ wariancja zmiennej losowej Zvi, gdzie m’ — reszta z dziele-
i=1

nia m na cykle po L taktow. W ten sposob zastosowanie krotkich

ciagdw losowych o rozkladzie hipergeometrycznym umozliwia

uzyskanie oceny wartosci oczekiwanej z mniejsza wariancjg niz

w przypadku losowania niezaleznego.

Technicznie otrzymanie ciagu z rozktadem hipergeometrycz-
nym jest stosunkowo proste, bowiem generatorem cyklicznego
ciagu L= 2" binarnych liczb pseudolosowych moze by¢é / —bitowy
rejestr przesuwajacy z nieliniowym sprzezeniem zwrotnym
(nLFSR) [4].

Analizujac operacje dzielenia p;/p, binarnych ciagéw losowych
podawanych na wejscia I; i I, probabilistyczno-czasowego prze-
twornika, zalozymy, ze wejsciowe ciagi losowe sa niezalezne
i maja jednakowy okres L. Warunek ten jest tatwy do spetnienia
jesli do konwersji binarnych ciagéow losowych zastosujemy dwa
rejestry przesuwajace z nieliniowym sprzezeniem zwrotnym
(mLFSR) o réznych funkcjach charakterystycznych, lecz
o jednakowym okresie L=2' .

W przypadku dzielenia liczb dla wartosci oczekiwanej
zmiennej losowej Z odwzorowujacej zawartos¢ licznika Cl1
w chwili wystapienia przeniesienia w liczniku C2 okresla si¢
z zaleznosci
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EZ)=kpL+E(}Y z)=kpL+E(z) E(m') = kp,L+p, L =NP
i-1 P b
(7

Wariancje Var(Z) losowego czasu zliczania m’ wyznaczymy
przy pomocy parametréw (6) warunkowego rozktadu hipergeome-
trycznego zmiennej losowej Z ( przy statej m’), korzystajac ze
znanych E(m’) i D*(m’)

Var(Z)=Y p,E(Z /m")-E*(Z)= Y p,[E*(Z/m")+ Var(Z/m")]-E*(Z) =
ﬂ)z Pr(m)’ +

L r
+plq1ﬁ2pmm E*(2)=(pi - plq‘)E(m) P

=2 pulp(m)y +m'pg, (L%n')] -E2)=(p; -

— Blm)- piE*(m) =

p]ql n, P f f N, Q prpd. N -1
=(p2- )Va.r(m)+ L[LE(m) - E(m')*]= Q(N +1)p2[p7 o =+

, N-1 1 N,-1 L N, -
cat Nl Nl L qNm9)R g, 2
p, N +1 L-I N, L-1 N, -17p, P

®)

Btad wzgledny operacji dzielenia w tym przypadku wyniesie

A

Przyktadowo dla p,=0,1; p~=0, 2; N = 1024; L = 128,
8(Z2)< 0,5% z prawdopodobienstwem 0,95.

Tak znaczne zwigkszenie dokladnosci dzielenia w tym przy-
padku w poréwnaniu ze sterowaniem uktadu binarnymi ciaggami
losowymi o rozktadzie dwumianowym, mozna uzasadni¢ tym, ze
wariancja wyniku Var(Z) zalezy nie od pojemnosci N licznika C2,
lecz od okresu L cyklicznego ciagu losowego. Przy czym zwigk-
szenie pojemnosci N prowadzi do proporcjonalnego zmniejszenia
bledu d(Z), co wynika z wrazenia (9). Kolejna przyczyna zmniej-
szenia biedu jest zblizenie czasu wystapienia nadmiaru w liczniku
C2 do wielkosci &L, co we wzorze (9) wyraza si¢ niska wartoscig
wspolczynnika

\/Var(Z)
" E®2)

8(Z) =\ N, Q

+1—2p2) -100[%] (9)

Q( )

N -Q
N, -1 )
od okresu L cyklicznego ciagu binarnego o rozktadzie hipergeo-
metrycznym. W tym celu znajdziemy maksimum funkcji

Do rozwazenia pozostaje zalezno$¢ wspdtczynnika Q(

N, -Q

vy

)- (10)

Poczatkowym argumentem tej funkcji jest prawdopodobienstwo

p :M. Reszta z dzielenia N na N;, wynoszaca Q = N — kN,
L

(gdzie k = ent(N/N;) tez jest funkcjg p. W zaleznosci od p wiel-

ko$¢ k moze przyjmowaé nastepujacy szereg wartosci k = 2", 2",

, 2" podstawiajac Q = (2 "7 —kp)L do zaleznosci (10), po
przeksztatceniach otrzymamy

N,-Q _ " 'kp)l(k +p-2""] aoN 11
< N -1 p N a

Analizujac zaleznosé

n-1 __An-l
i) kp)[(kp+1>p 2] 12
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mozna stwierdzié, ze absolutne maksimum funkcja w(p) posiada
na odcinku, gdzie k = k,,;, =2 el Podstawiajac t¢ wartosé do (12),
a nastgpnie rézniczkujac w po p i poréwnujac pochodna do zera
otrzymujemy roéwnanie kwadratowe

n-1
2 2

P

Podstawiajac pierwiastki tego réwnania do (12) otrzymujemy
wyrazenie

2n—]
1+2n71+1+2\/2n71(2|171+1)

max

ktdrego granica
lim w,_,=—-

(n—-1)—>o

W ten sposéb wyznaczyliSmy zaleznos¢ wspotczynnika
N,
Q=Y

-1
0 rozkiadme hipergeometrycznym

) od okresu L cyklicznego binarnego ciagu losowego

N, -Q 1
A=}

) <=L.
4

Podstawiajac wyznaczone wartosci graniczne wspolczynnikow
do réwnania (9) przy A,= 2,576 (dla prawdopodobiefistwa 0,995)
otrzymamy n = 1,5/ . Tak wigc dla przyjetych zatozen liczba
pozycji n licznika C2 powinna by¢ 1, 5 krotnie wigksza od pozy-
cyjnosci / rejestru generujacego okresowy ciag losowy.

Aby otrzymaé taka sama doktadno$é dzielenia przy zastoso-
waniu ciaggow losowych o rozktadzie dwumianowym, wymagana
liczba pozycji licznika C2 wyniesie n’ = 2/ + 2.

20 51+2

Wspdtczynnik y = i okresla wzgledne zwigkszenie

szybkosci pracy uktadu dzielacego, uzyskane dzigki zastosowa-
niu, jako sygnatéw wejsciowych, okresowych binarnych ciagow
losowych o rozktadzie hipergeometrycznym. Np. przy [ = 8,
uzyskujemy 64 krotne przyspieszenie wykonywania operacji
dzielenia.

Praca naukowa finansowana ze srodkow na nauke w latach
2007 — 2009 jako projekt badawczy.
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