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S t r e s z c z e n i e  
 

W  ar t y k u l e p r z ed s t aw io n o  p r o p o z y c j e p r o s t eg o  w  ap l ik ac j i al g o r y t m u  
o p t y m al iz ac j i t o p o l o g ic z n ej  z  o g r an ic z en iem  n ap r ę ż en io w y m . Pr o c ed u r a 
o p t y m al iz ac y j n a z o s t ał a z aim p l em en t o w an a d o  p r o g r am u  M E S  w  p o s t ac i 
s k r y p t u . M et o d y k ę  o p t y m al iz ac j i t o p o l o g ic z n ej  z il u s t r o w an o  p r z y k ł ad em  
o p t y m al iz ac j i k o n s t r u k c j i p o j az d u  s am o c h o d o w eg o  z  u w z g l ę d n ien iem  
z ł o ż o n eg o  z es t aw u  o b c ią ż eń . B ad an ia o p t y m al iz ac y j n e w y k az ał y  d u ż ą  
ef ek t y w n o ś ć  d z iał an ia p r o p o n o w an ej  m et o d y k i z ar ó w n o  z  p u n k t u  w id z e-
n ia o b n iż en ia m as y  k o n s t r u k c j i,  j ak  i p o p r aw y  j ej  w ł as n o ś c i w y t r z y m ał o -
ś c io w y c h . Z ap r o p o n o w an y  al g o r y t m  o p t y m al iz ac y j n y  d z ię k i s w ej  p r o s t o -
c ie i ef ek t y w n o ś c i p o w in ien  z n al eź ć  s z er o k ie z as t o s o w an ie w  p r z em y ś l e. 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  o p t y m al iz ac j a t o p o l o g ic z n a,  o p t y m al iz ac j a k o n s t r u k c j i,  
m et o d a el em en t ó w  s k o ń c z o n y c h . 
 T op ol og y  op t im iz at ion  wit h  st re ss c on st rain t  of  v e h ic l e  st ru c t u re  

 
A b s t r a c t  

 
I n  t h e ar t ic l e a s im p l e in  ap p l ic at io n  al g o r it h m  o f  t o p o l o g y  o p t im iz at io n  
w it h  s t r es s  c o n s t r ain t  w as  p r es en t ed  ( s ee F ig . 1 ) . An  o p t im iz at io n   
p r o c ed u r e in  f o r m  o f  a F E M  p r o g r am  s c r ip t  w as  b u il t . T h e m et h o d o l o g y   
o f  t o p o l o g y  o p t im iz at io n  w as  il l u s t r at ed  b y  an  ex am p l e o f  o p t im iz at io n   
o f  r o ad  v eh ic l e s t r u c t u r e s u b j ec t ed  t o  c o m p l ex  l o ad  c o n d it io n s . T h e  
o p t im iz at io n  in v es t ig at io n s  s h o w s  h ig h  ef f ic ien c y  o f  p r o p o s ed   
m et h o d o l o g y  b o t h ,  f r o m  p o in t  o f  v iew  o f  m as s  d ec r eas in g ,  an d   
im p r o v em en t  o f  d u r ab il it y  o f  t h e s t r u c t u r e( s ee F ig . 2 ,  4 ) . Pr o p o s ed   
o p t im iz at io n  al g o r it h m ,  t h an k s  t o  it s  s im p l ic it y  an d  ef f ic ien c y ,  s h o u l d  f in d  
w id e ap p l ic at io n  in  in d u s t r y . 
 
K e y w o r d s :  t o p o l o g y  o p t im iz at io n ,  s t r u c t u r al  o p t im iz at io n ,  f in it e el em en t  
m et h o d . 
 1 .  W st ę p  
 
O p t y mal i z ac j a t op ol og i c z n a j es t  d y n ami c z n i e roz w i j aj ąc ą s i ę 

d y s c y p l i n ą.  P i erw s z ą i mp l emen t ac j ą n u mery c z n ą p omy s ł u  d y s t ry -
b u c j i  mat eri ał u  w  ob ręb i e p rz es t rz en i  k on s t ru k c j i  p rz ed s t aw i ł  
B en s oe i  K i k u c h i  w  19 8 8  [ 1] .  J ed n ak  p omy s ł  z mi an  t op ol og i i  
k on s t ru k c j i  p rz ez  p os z u k i w an i e op t y mal n eg o w s k aź n i k a f u n k c j i  
roz mi es z en i a mat eri ał u  z os t ał  p rz ed s t aw i on y  w  p rac y  C ea, G i t an   
i  M i c h el  j u ż  w  19 7 3  [ 2] .  W i ęk s z oś ć  z as t os ow ań  op t y mal i z ac j i  
t op ol og i c z n ej  d ot y c z y  ob ec n i e k on s t ru k c j i  l ot n i c z y c h  oraz  p oj az -
d ó w  l ąd ow y c h  [ 3 , 4 , 5 ] .  D l a p ot rz eb  op t y mal i z ac j i  t op ol og i c z n ej  
p ow s t ał y  j u ż  g ot ow e p roc ed u ry  w  p rog ramac h  d o an al i z y  met od ą 
el emen t ó w  s k oń c z on y c h  [ 6 ] .  N i ew ąt p l i w ą z al et ą t ak i c h  p roc ed u r 
j es t  n i es k omp l i k ow an y  s p os ó b  u ż y t k ow an i a [ 7 ] .  D o w ad  n al eż y  
j ed n ak  z al i c z y ć  t o, ż e k orz y s t aj ą on e g ł ó w n i e z  al g ory t mu  op t y ma-
l i z ac j i  t op ol og i c z n ej  z  og ran i c z eń  w  p os t ac i  p od at n oś c i  ( an g .  
c omp l i an c e) , k t ó re t o og ran i c z en i a w  z as t os ow an i u  d o op t y mal i -
z ac j i  k on s t ru k c j i  mec h an i c z n y c h  n i e z aw s z e s ą ad ek w at n e.   

Mg r inż. Mare k  MI C H A L I K  
 
Ro z p o c z ą ł  p ra c ę  w  f i rm i e  Z A S Ł A W  j e s z c z e  w  t ra k c i e  
s t u d i ó w  w  l u t y m  2 0 0 7 . O b e c n i e  p ra c u j e  w  d z i a l e  
k o n s t ru k c y j n y m . G ł ó w n y m  p o l e m  j e g o  d z i a ł a l n o ś c i  
z a w o d o w e j  j e s t  d o s k o n a l e n i e  i  ro z w ó j  k o n s t ru k c j i  
n a c z e p . M a re k  M i c h a l i k  w  2 0 0 8  ro k u  o b ro n i ł    
z  w y n i k i e m  b a rd z o  d o b ry m  p ra c ę  d y p l o m o w ą  
m a g i s t e rs k ą  n a  t e m a t :  „ O p t y m a l i z a c j a  t o p o l o g i c z n a  
ra m y  n o ś n e j  p o j a z d u ” . 
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J es t  t o z w ł as z c z a w i d oc z n e w  p rz y p ad k ac h  z ł oż on y c h , w i el o-

os i ow y c h  ob c i ąż eń .  D l a k on s t ru k c j i  p od l eg aj ąc y c h  t eg o t y p u  
ob c i ąż en i om b ard z i ej  z as ad n e w y d aj e s i ę z as t os ow an i e og ran i c z eń  
n ap ręż en i ow y c h  [ 3 , 8 ] .   
C el em n i n i ej s z ej  p rac y  j es t  op rac ow an i e p ros t eg o w  z as t os ow a-

n i u  al g ory t mu  op t y mal i z ac j i  t op ol og i c z n ej  z  og ran i c z en i em n ap rę-
ż en i ow y m, k t ó ry   u w z g l ęd n i  w i el os t op n i ow y  s t an  ob c i ąż en i a 
k on s t ru k c j i .  J ak o p rz y k ł ad  i l u s t ru j ąc y  d z i ał an i e p roc ed u ry  op t y -
mal i z ac j i  t op ol og i c z n ej   p rz y j ęt o k on s t ru k c j e n ac z ep y  c i ąg n i k a 
s amoc h od ow eg o.  
 2 .  O p is al g ory t m u  op t y m al iz ac j i t op ol og ic z n e j  

 
O p t y mal i z ac j a t op ol og i c z n a w y k orz y s t u j e n aj c z ęś c i ej  d y s k ret y -

z ac j e p rz es t rz en i  k on s t ru k c j i  ( an g .  d es i g n  d omai n )  p rz y  u ż y c i u  
met od y  el emen t ó w  s k oń c z on y c h  ( M E S ) .  A l g ory t m op t y mal i z a-
c y j n y  k aż d emu  el emen t ow i  s k oń c z on emu  k on s t ru k c j i  p rz y p i s u j e 
p aramet r g ęs t oś c i  ηi z w an y  p s eu d og ęs t oś c i ą.  P aramet r g ęs t oś c i  
moż e w  t rak c i e op t y mal i z ac j i  z mi en i ać  s i ę w  p rz ed z i al e < 1,0 > .  
J es t  on  t rak t ow an y  w  z ad an i u  op t y mal i z ac j i  t op ol og i c z n ej  j ak o 
z mi en n a d ec y z y j n a.  P rz y p i s an i e w art oś c i  0  d l a k on k ret n eg o el e-
men t u  s k oń c z on eg o j es t  ró w n oz n ac z n e  z  u s u n i ęc i em g o z  k on -
s t ru k c j i , c z y l i  red u k c j ą mas y  k on s t ru k c j i .  K ry t eri u m u s u n i ęc i a 
el emen t ó w  s k oń c z on y c h , moż e b y ć  z w i ąz an e n a p rz y k ł ad  z  el i mi -
n ac j ą n aj mn i ej  od k s z t ał c aj ąc y c h  s i ę el emen t ó w  l u b  n aj mn i ej  
w y t ęż on y c h .  N aj c z ęś c i ej  f u n k c j ą c el u  d l a p rob l emu  op t y mal i z ac j i  
t op ol og i c z n ej  j es t  mi n i mal i z ac j i  mas y  p rz y  og ran i c z en i ac h  z w i ą-
z an y c h  z  p rz y j ęt y m p aramet rem s t an u  ( n ap ręż en i e l u b  od k s z t ał c e-
n i e) .  P on ad t o, moż l i w e j es t  p os z u k i w an i e mak s y mal n ej  s z t y w n oś ć  
k on s t ru k c j i  oraz  mak s y mal n ej  c z ęs t oś ć  d rg ań  w ł as n y c h .  
P rob l em z ad an i a op t y mal i z ac j i  t op ol og i c z n ej  d l a mi n i mal i z ac j i  

moż e b y ć  z ap i s an y  w  n as t ęp u j ąc y  s p os ó b :  
 

 )( min ηf
V

,           ( 1)  
 

p rz y  og ran i c z en i ac h :  
 

 ( ) jjj ggg ≤< η ,   j =  [  1,2, … , M ] ,              ( 2)  
 

g d z i e:   
η =  [ η1 , η2 ,…  η N  ]  – j es t  w ek t orem z mi en n y c h  d ec y z y j -
n y c h  ( p s eu d og ęs t oś c i  el emen t ó w  s k oń c z on y c h ) , 

jg  - j es t  j-t y m og ran i c z en i em ( p aramet rem s t an u ) , 
, jjg g  - d ol n e i  g ó rn e g ran i c e w art oś c i  og ran i c z eń , 

V – mas a k on s t ru k c j i ;   
M – l i c z b a w aru n k ó w  og ran i c z aj ąc y c h .  
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Dla opracowania procedury optymalizacyjnej przyjęto następu-
ją ce zał oż enia:  
- procedura będzie uwzg lędniać  parametr stanu w postaci naprę-
ż eniowej,  

- zmienne decyzyjne zadania optymalizacyjneg o ( 1 )  będą  zamie-
nione z pseudog ęstoś ci na parametr zwią zany bezpoś rednio ze 
sztywnoś cią  elementu sk oń czoneg o ( parametr ten zmieniał  się 
będzie tylk o sk ok owo w zak resie < 1 , 0 > ) . 
Do zapisania procedury został  wybrany język  sk ryptowy A P DL  

będą cy wewnętrznym język iem prog ramu A N S Y S  ®  [ 6 ] . 
O pracowany sk rypt realizuje następują ce f unk cje:  

1 )  Dla bież ą ceg o modelu M E S  zapisuje wartoś ci napręż enia zre-
duk owaneg o wg . h ipotezy H ubera-M isesa-H enck y’ eg o dla M 
przypadk ó w obcią ż eń  do wek toró w danych  ( E lement T able [ 6 ] )  
dla wszystk ich  elementó w sk oń czonych  rozpatrywanej prze-
strzeni k onstruk cyjnej. N astępnie sprawdza,  czy napręż enia nie 
przek raczają  wartoś ci dopuszczalnej jg . 

2 )  P rzeprowadza analizę poró wnawczą  k olejnych  wek toró w na-
pręż eń  dla M przypadk ó w obcią ż eń  oraz przepisuje ich  wartoś ci 
mak symalne do wek tora wynik oweg o. 

3 )  Dla przyjętej minimalnej wartoś ci g ranicznej napręż eń  σMIN  dla 
wek tora wynik oweg o dok onuje się selek cji g rupy elementó w 
sk oń czonych ,  k tó rych  napręż enie w trak cie cyk lu obcią ż enia nie 
przek roczył o zadanej wartoś ci minimalnej. N a wybranej g rupie 
elementó w zostaje przeprowadzona operacja zamiany parame-
tru sztywnoś ci z wartoś ci począ tk owej na wartoś ć  blisk ą  zeru. 

4 )  Dla k onstruk cji o nowej topolog ii ( wył ą czone elementy sk utk u-
ją  zmianą  k ształ tu k onstruk cji)  następują  k olejne pętle iteracyj-
ne w k tó rych  punk ty 1  do 3  są  powtarzane. W artoś ć  g raniczna 
napręż eń  σMIN  dla k aż dej k olejnej pętli jest stopniowo powięk -
szana. 

5 )  P rocedura optymalizacyjna k oń czy pracę g dy k onstruk cja osią -
g nie zał oż oną  masę lub wartoś ć  parametru stanu jg zostanie 
przek roczona. 
N a rysunk u 1  przedstawiono sch emat blok owy dział ania proce-

dury optymalizacyjnej. 
 
 

Obliczenie M 
p r zy p a dk ó w  
o bcią ż eń 

U s u nię cie 
elem ent ó w  s k .  
dla  k t ó r y ch   
σ <σMIN   

Nie 

T a k  

STOP 

C zy   
gj(η) ≤ jg  

T a k  

Nie 

C zy   
V ≤ V O P T  

STA R T 

  
R ys .  1 .   A l g o r yt m  p r o c ed u r y o p t ym al i z ac j i  t o p o l o g i c z n ej  z  o g r an i c z en i em   

n ap r ę ż en i o w ym  
F i g .  1 .   P r o p o s ed  t o p o l o g y o p t i m i z at i o n  al g o r i t h m  w i t h  s t r es s  c o n s t r ai n t  
 

N a rysunk u 2   przedstawiono dwa przyk ł ady zastosowania pro-
cedury optymalizacji topolog icznej.  
 
 a)  

  

  

  
 b )  

  

  

  
R ys .  2 .   P r z yk ł ad y 2 D  ( a)  i  3 D  ( b )  o p t ym al i z ac j i  t o p o l o g i c z n ej ,  j as n ym  k o l o r em  

o z n ac z o n o  p r z es t r z eń  k o n s t r u k c yj n ą  o p t ym al i z ac j i  
F i g .  2 .   2 D  ( a)  an d  3 D  ( b )  ex am p l es  o f  t o p o l o g y o p t i m i z at i o n ,  w i t h  l i g h t  c o l o r   

a d es i g n  d o m ai n  o f  o p t i m i z at i o n  i s  m ar k ed  
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Pierwszy to konstru kc ja b el ki wsp ornikowej zreal izowana jako 
mod el  M E S  2 D . D ru g im p rzykł ad em jest d wu teowy d ź wig ar 
zreal izowany jako mod el  M E S  3 D . D l a tyc h  p rzyp ad kó w p rzyję to 
tyl ko jed en zestaw ob c ią ż eń  (M = 1 ) . 
 
3. P r z y k ł a d   o p t y m a l i z a c j i  t o p o l o g i c z ne j   

k o ns t r u k c j i  p o j a z d u  
 
J ako p rzykł ad  op tymal izac yjny il u stru ją c y moż l iwoś c i al g oryt-

mu  op tymal izac ji top ol og ic znej został  wyb rany p ojazd  samoc h o-
d owy typ u  nac zep a. D ane wymiarowe konstru kc ji został y zac zerp -
nię te z d oku mentac ji p ojazd u  D -6 5 3  któ re u zyskano d zię ki u p rzej-
moś c i f irmy Z A S Ł A W  Z akł ad  Przyc zep  i N ac zep  S p . z o.o. [ 9 ,  1 0 ] . 
Przyję to,  ż e rozp atrywany b ę d zie zł oż ony zestaw ob c ią ż eń  d zia-

ł ają c yc h  na konstru kc je w trakc ie eksp l oatac ji. Przyję to 4  p rzy-
p ad ki ob c ią ż enia konstru kc ji (rys. 3 ) :  
1 )  p ojazd  jest ob c ią ż ona ł ad u nkiem M q=  2 6  [ ton]  oraz masą  wł a-
sną  M w =  8 , 8  [ ton] ,  

2 )  p ojazd  jest ob c ią ż ony  p arą  sił  o wartoś c i F s  = 1 0  [ kN ] ,  wywoł u -
ją c ą  moment skrę c ają c y ramę  w p ł aszc zyź nie h oryzontal nej,  

3 )  na p ojazd  d ział a p rzysp ieszenie o wartoś c i ah= 1 0  [ m/ s2]  symu -
l u ją c e waru nki h amowania,  p ojazd  jest też  ob c ią ż ony jak  
w p u nkc ie 1 ,  

4 )  p ojazd  jest ob c ią ż ony p rzez zasymu l owanie najec h ania nac zep y 
ś rod kowym koł em na p rzeszkod ę   wysokoś c i δ =  1 0 0  [ mm] ,  
d od atkowo u wzg l ę d niono masę  wł asną  p ojazd u  M w. 
 
 

1) 

  
2 ) 

 
 
3 ) 

  
4 ) 

  
R y s .  3 .   S c h e m a t  4  p r z y p a d k ó w  o b c i ą ż e n i a  k o n s t r u k c j i  ( 1,  2 ,  3 ,  4 ) 
F i g .  3 .   T h e  s c h e m e  o f  4  v e h i c l e  l o a d  c a s e s  ( 1,  2 ,  3 ,  4 ) 
 

D l a p otrzeb  op tymal izac ji został  zb u d owany mod el  M E S  kon-
stru kc ji. M od el  zawierał  okoł o 3 0  tysię c y el ementó w skoń c zonyc h  
typ u  sh el l  9 3  i sol id  4 5  [ 6 ] . E l ementy typ u  sh el l  wykorzystano d o 
b u d owy g ł ó wnej c zę ś c i konstru kc ji natomiast el ementy sol id   b ył y 
u ż yte d o zamod el owania u p roszc zoneg o u kł ad u  zawieszenia 
p ojazd u . W  ję zyku  A PD L  p rzyg otowano p arametryc zny p rog ram 
anal izy u wzg l ę d niają c y wszystkie p rzyp ad ki ob c ią ż eń  oraz zawie-
rają c y omó wioną  wc ześ niej p roc ed u rę  op tymal izac yjną  (rys. 1 ) . 
W  p roc esie op tymal izac ji p rzyję to p arametr stanu  na p oziomie 
2 0 0  [ M Pa]  c o d l a teg o  typ u  konstru kc ji u wzg l ę d nia wsp ó ł c zynni-
ki b ezp iec zeń stwa.  
 
 

  

  
R y s .  4 .   W y n i k i  o p t y m a l i z a c j i  t o p o l o g i c z n e j  
F i g .  4 .   T h e  r e s u l t s  o f  t o p o l o g y  o p t i m i z a t i o n  
 
W  wyniku  op tymal izac ji top ol og ic znej p o 9 -c iu  iterac jac h  u zy-

skano nowy kształ t konstru kc ji (rys. 4 ) . M asa p ojazd u  został a 
zred u kowano d o p oziomu  ok. 8 2 %  wiel koś c i p oc zą tkowej.   
W  p rzyp ad ku  anal izowanej konstru kc ji p ozwol ił o to zmniejszyć  
c ię ż ar wł asny o ok. 3 0 0  [ kg ] . Ponad to,  op tymal izac ja top ol og ic zna 
p ozwol ił a na ob niż enie p oziomu  nap rę ż eń  c ał ej konstru kc ji.  
 
4 . P o d s u m o w a ni e  
 
W  p rac y p rzed stawiono p rop ozyc je p rosteg o al g orytmu  op ty-

mal izac ji top ol og ic znej oraz jeg o zastosowanie d o op tymal izac ji 
zł oż onej konstru kc ji. J ak wykazał y b ad ania,  op tymal izac ja top o-
l og ic znej z og ranic zeniem nap rę ż eniowym okazał a się  ef ektyw-
nym narzę d ziem op tymal izac yjnym. W  wyniku  p rzep rowad zonej  
op tymal izac ji p ojazd u  u zyskano b ard zo interesu ją c e wyniki,  
op ró c z red u kc ji masy og ó l nej konstru kc ji zau waż ono tend enc je d o 
zmniejszania nap rę ż eń  w stref ac h  d u ż yc h  konc entrac ji. U zyskanie 
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równ om i ern eg o wy t ę ż en i a k on s t ru k c j i  wp ł y n i e p oz y t y wn i e n a 
dł u g oś ć  u ż y t k owan i a k on s t ru k c j i .   
W  t rak c i e ob l i c z eń  op t y m al i z ac y j n y c h  s t wi erdz on o du ż e z ap o-

t rz eb owan i e n a m oc  ob l i c z en i ową ,  p rob l em  t en  m oż e b y ć  j edn ak  
roz wi ą z an y  p rz ez  z as t os owan i e wy daj n eg o k l as t ra k om p u t eroweg o.  
Z  u wag i  n a ł at woś ć  ap l i k ac j i  oraz  du ż ą  ef ek t y wn oś ć  m et ody ,  

p rz eds t awi on y  w art y k u l e al g ory t m  op t y m al i z ac j i  t op ol og i c z n ej   
z  og ran i c z en i em  n ap rę ż en i owy m  p owi n i en  z n al eź ć  s z erok i e z as t o-
s owan i e w p rz em y ś l e.  
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