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S t r e s z c z e n i e  
 

Z  z as t o s o w an ie m  t e o r ii k w an t o w an ia W idr o w a o p r ac o w an o  w y n ik aj ą c y   
z  k w an t o w an ia m o de l  b ł ę du w  p o m iar z e  w ar t o ś c i s k ut e c z n e j  s y g n ał ó w . N a 
p o ds t aw ie  o p r ac o w an e g o  m o de l u z b adan o  w p ł y w  k w an t o w an ia n a do -
k ł adn o ś ć  e s t y m ac j i w ar t o ś c i s k ut e c z n e j . W  ar t y k ul e  p r z e ds t aw io n o  w y n ik i 
an al iz  w p ł y w u k w an t o w an ia n a do k ł adn o ś ć  e s t y m ac j i w ar t o ś c i s k ut e c z n e j  
s y g n ał u s in us o idal n e g o ,  s y g n ał ó w  l o s o w y c h  o  r o z k ł adac h  g aus s o w s k im ,  
r ó w n o m ie r n y m  i t r ó j k ą t n y m  o r az  w y b r an e  k o m b in ac j e  t y c h  s y g n ał ó w . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  b ł ą d w y n ik aj ą c y  z  k w an t o w an ia w  p o m iar z e  w ar t o ś c i 
s k ut e c z n e j . 
 
G en era l ized  m o d el  o f  q ua n t iza t io n  erro r  
in  m ea surem en t  o f  sign a l  R M S v a l ue 

 
A b s t r a c t  

 
T h e  m o de l  o f  t h e  b ias  o f  t h e  r o o t  m e an  s q uar e  ( R M S )  v al ue  e s t im at o r   
w as  w o r k e d o ut  w it h  ap p l y in g  t h e  W idr o w  t h e o r y  o f  q uan t iz at io n . T h e  
in f l ue n c e  o f  q uan t iz in g  o n  t h e  ac c ur ac y  o f  t h e  R M S  v al ue  e s t im at o r  w as  
s t udie d o n  t h e  b as is  o f  t h is  m o de l . T h e  m ain  s ub j e c t s  o f  t h e  r e s e ar c h  w e r e :  
s in us o idal  s ig n al ,  G aus s ian  s ig n al ,  un if o r m l y  dis t r ib ut e d s ig n al ,  t r ian g ul ar  
p r o b ab il it y  de n s it y  f un c t io n  ( PD F )  s ig n al  an d s e l e c t e d c o m b in at io n s  o f  t h e  
s t udie d s ig n al s . I n  t h e  f ir s t  p ar ag r ap h  E q . ( 6)  an d ( 7 )  de s c r ib in g  t h e  R M S  
v al ue  e s t im at o r  b ias  ar e  p r e s e n t e d. T h e  b ias  o f  t h e  R M S  v al ue  e s t im at o r  is  
g iv e n  b y  E q . ( 6) . T h e  n o r m al iz e d b ias  is  g iv e n  b y  E q . ( 7 ) . I n  t h e   
n e x t  p ar ag r ap h  t h e  E q . o f  t h e  PD F s  an d t h e  c h ar ac t e r is t ic  f un c t io n s  f o r  
de t e r m in is t ic  an d r an do m  s ig n al s  ar e  g iv e n . I n  t h e  s e c o n d p ar ag r ap h   
t h e  p r o c e s s  o f  b ias  e s t im at io n  in  t h e  R M S  v al ue  m e as ur e m e n t s  c aus e d  
b y  q uan t iz at io n  is  de s c r ib e d. T h e  n o r m al iz e d b ias e s  o f  t h e  R M S  v al ue  
e s t im at o r  o f  s e l e c t e d r an do m  s ig n al s  ar e  g iv e n  b y  E q . ( 1 0 ) ,  ( 1 4 ) ,  ( 1 8 )  an d 
s h o w n  in  F ig . 1 . T h e  n o r m al iz e d b ias e s  o f  t h e  R M S  v al ue  e s t im at o r s   
o f  s in us o idal  s ig n al  w it h  r an do m  s ig n al s  ar e  g iv e n  b y  ( 2 1 )  an d s h o w n  in  
F ig . 2 . 
 
K e y w o r d s :  b ias  o f  t h e  R M S  v al ue  e s t im at o r . 
 
1 .  M o d el  b ł ę d u k w a n t o w a n ia  w  p o m ia rze  

w a rt o ś c i sk ut ec zn ej  
 
K om e r c y j n e  p r z e t w or n i k i  A / C  s ą  k at e g or y z ow an e  z e  w z g l ę d u  

n a s k oń c z on ą  d łu g oś ć  s łow a w y j ś c i ow e g o.  I m p l e m e n t ac j a  
w  p r z y r z ą d ac h  c y f r ow y c h  p r z e t w or n i k ó w  m aj ą c y c h  s k oń c z on ą  
d łu g oś ć  s łow a,  j e s t  ź r ó d łe m  n i e u n i k n i on y c h  b łę d ó w  k w an t y z ac j i .  
P r z y c z y n ą  t y c h  b łę d ó w  j e s t  s t ac j on ar n y  p r oc e s  p r z y p ad k ow y ,  
c z y l i  s t ałe  w  c z as i e  f u n k c j on ow an i e  p r z e t w or n i k a A / C .   
J e że l i  f u n k c j a g ę s t oś c i  p r aw d op od ob i e ń s t w a b łę d u  k w an t y z ac j i  

j e s t  j e d n os t aj n a [ 6 ] ,  p r z e t w or n i k  A / C  j e s t  i d e al n y  w  s w oi m  d z i ała-
n i u ,  w s z y s t k i e  m ożl i w e  b łę d y  p om i ę d z y  2/q−  a 2/q  s ą  r ó w n i e  
p r aw d op od ob n e  or az  b łą d  k w an t y z ac j i  xxe qq −= ,  t o w ar t oś ć  
s k u t e c z n ą  ][ qxRMS  s y g n ału  qx  m ożn a ob l i c z y ć  n a p od s t aw i e  
w z or u  
  

 ,][][2][][][ 222
qqqq eExeExExExRMS ++==  ( 1 )  

 
g d z i e  q  j e s t  k r ok i e m  k w an t ow an i a,  ][ 2xE  - od p ow i ad a w ar t oś c i  
ś r e d n i ok w ad r at ow e j  s y g n ału  x .  P on ad t o w y r aże n i a ][ qxeE   
i  ][ 2

qeE  m ożn a op i s ać  z al e żn oś c i am i  [ 1 ,  5 ]  
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g d z i e  xΦ  t o f u n k c j a c h ar ak t e r y s t y c z n a s y g n ału  x  [ 1 ,  6 ] .   
 

T w i e r d z e n i e  ( W i d r ow a)   
 
J e że l i  f u n k c j a c h ar ak t e r y s t y c z n a m a og r an i c z on ą  d z i e d z i n ę ,  t j .  
 
 ( ) 0=Φ vx  d l a ,- q

2v επ>  ( 4 )  
 

g d z i e  ε  j e s t  d ow ol n i e  m ałą  l i c z b ą  d od at n i ą ,  t o w s z y s t k i e  i s t n i e j ą -
c e  m om e n t y  s y g n ału  x  m og ą  b y ć  w y z n ac z on e  z  m om e n t ó w  
s k w an t ow an e g o s y g n ału  qx . 
 
Z g od n i e  z  t e or i ą  k w an t ow an i a [ 6 ,  7 ]  w  w ar u n k ac h  s p e łn i e n i a 

z ałoże ń  t w i e r d z e n i a W i d r ow a s łu s z n a j e s t  z al e żn oś ć  
 

 ,12][][
2

2 qxExRMS q +=  ( 5 )  
 

łą c z ą c a w ar t oś ć  s k u t e c z n ą  s y g n ału  x  z  j e j  e s t y m at or e m  u z y s k a-
n y m  n a p od s t aw i e  s y g n ału  s k w an t ow an e g o qx .  O z n ac z a t o,  że  
p od c z as  p om i ar u  w ar t oś c i  s k u t e c z n e j  s y g n ału  qx ,  ź r ó d łe m  b łę d u  
b  s ą  s y t u ac j e ,  w  k t ó r y c h  0][ ≠qxeE  or az  12/][ 22 qeE q ≠ .  Z g od -
n i e  z  ( 1 )  i  ( 5 )  b łą d  t e n  m ożn a op i s ać  z al e żn oś c i ą  
 

 .12][][][2][
2

222 qxEeExeExEb qq +−++=  ( 6 )  
 
B łą d  b  w y r ażon y  w  od n i e s i e n i u  d o ][][ 2xExRMS =  m a p o-

s t ać   
 .][xRMS

b
=δ  ( 7 )  

 
 

2. B ł ę d y  k w a n t ow a n i a  w  p om i a r z e  w a r t oś c i  
s k u t e c z n e j  w y b r a n y c h  k l a s  s y g n a ł ó w  

 
I s t n i e j ą  s y g n ały ,  k t ó r e  s p e łn i aj ą  z al e żn oś ć  ( 5 ) ,  c h oc i aż n i e  m oż-

n a p r z y p i s ać  i m  n aw e t  p r z y b l i żon e g o s p e łn i e n i a w ar u n k ó w  od t w a-
r z al n oś c i  w e d łu g  W i d r ow a [ 6 ,  7 ] .  T ak i m  s y g n ałe m  j e s t  s y g n ał 
l os ow y  n  o t r ó j k ą t n e j  f u n k c j i  g ę s t oś c i  p r aw d op od ob i e ń s t w a 
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g dz i e nA  j es t a m p l i tu dą  s y g n a ł u . S y g n a ł owi  tem u  odp owi a da  
f u n k c j a  c h a r a k ter y s ty c z n a ,  k tó r ą  op i s a ć  m ożn a  z a l eżn oś c i ą  [ 3 ]  
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N a  p ods ta wi e wz or ó w ( 2 )  i  ( 3 )  or a z  ( 7 )  i  ( 9 )  m ożn a  otr z y m a ć  

wy r a żen i e op i s u j ą c e odp owi a da j ą c y  tem u  s y g n a ł owi  b ł ą d 1δ   
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M ożn a  wy k a z a ć ,  że dl a  
 
 { },0\, N∈= kqkAn  ( 1 1 )  
 

b ł ą d 1δ  p r z y j m u j e wa r toś ć  r ó wn ą  z er o. 
P odob n e r oz u m owa n i e m ożn a  p r z ep r owa dz i ć  dl a  s y g n a ł u  n   

o r oz k ł a dz i e n or m a l n y m ,  k tó r eg o f u n k c j a  g ę s toś c i  p r a wdop odo-
b i eń s twa  j es t p os ta c i  
 
 ( ) ( ),2/exp2

1 22
n

n

ttp σ
πσ

−=  ( 1 2 )  

 
g dz i e nσ  j es t odc h y l en i em  s ta n da r dowy m  s y g n a ł u . S y g n a ł owi  
tem u  odp owi a da  f u n k c j a  c h a r a k ter y s ty c z n a  [ 1 ]  
 
 ( ) ( ) .5.0exp 22

nn vv σ−=Φ  ( 1 3 )  
 
W z g l ę dn y  b ł ą d 2δ  m ożn a  dl a  teg o s y g n a ł u  wy r a z i ć  wz or em  
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M ożn a  s p r a wdz i ć ,  że dl a  
 
 ,5.0 qq n ≤≤σ  ( 1 5 )  
 

b ł ą d 2δ  p r z y j m u j e wa r toś ć  b l i s k ą  z er u  ( 9
2 103.5)( −

⋅−== qnσδ ) . 
A n a l og i c z n ą  a n a l i z ę  m ożn a  p r z ep r owa dz i ć  dl a  s y g n a ł u  n   

o p r os tok ą tn ej  f u n k c j i  g ę s toś c i  p r a wdop odob i eń s twa  
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g dz i e nA2  j es t wa r toś c i ą  m i ę dz y s z c z y tową  s y g n a ł u . 

F u n k c j ę  c h a r a k ter y s ty c z n ą  odp owi a da j ą c ą  tem u  s y g n a ł owi  m o-
żem y  op i s a ć  z a l eżn oś c i ą  [ 1 ]  
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n a tom i a s t b ł ą d 3δ  wy n i k a j ą c y  z  k wa n towa n i a  s y g n a ł u  n ,  m ożn a  
ob l i c z y ć  n a  p os ta wi e wz or u  
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  ( 1 8 )  

 
W  p r z y p a dk u  s y g n a ł u  l os oweg o o r oz k ł a dz i e r ó wn om i er n y m  

n i e m ożn a  z n a l eź ć  ta k i ej  a m p l i tu dy  nA  dl a  k tó r ej  03 =δ . M ożn a  
j edn a k  ł a two s p r a wdz i ć ,  że dl a  
 
 { },0\,5.0 N∈= kqkAn  ( 1 9 )  
 
( ) 0=Φ vn  or a z  ( ) 0≠Φ vn

& . 
N a  r y s . 1  p r z eds ta wi on o wy k r es y  wy n i k a j ą c y c h  z  k wa n towa n i a  

s y g n a ł u  x  b ł ę dó w w p om i a r z e wa r toś c i  s k u tec z n ej  b a da n y c h  
s y g n a ł ó w l os owy c h . 
 
 

0 0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1

σ n /q   A n /q
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δ δ1 δ2δ3

  
R y s .  1 .   W zg l ę d n e  b ł ę d y  w y n ik a j ą c e  z k w a n t o w a n ia  w  p o m ia rze  w a rt o ś c i  

s k u t e c zn e j  s y g n a ł u  l o s o w e g o  o  ro zk ł a d zie  t ró j k ą t n y m  1δ ,   
g a u s s o w s k im 2δ ,  ró w n o m ie rn y m  3δ   

F ig .  1 .   N o rm a l ize d  b ia s e s  o f  t h e  R M S  v a l u e  e s t im a t o r f o r t ria n g u l a r P D F   
s ig n a l  1δ ,  G a u s s ia n  s ig n a l 2δ  a n d  u n if o rm l y  d is t rib u t e d  s ig n a l 3δ   

 
R oz wa żm y  n a  k on i ec  s y g n a ł  s i n u s oi da l n y  x  wy s tę p u j ą c y   

w ob ec n oś c i  s y g n a ł u  l os oweg o n . F u n k c j ę  c h a r a k ter y s ty c z n ą  
odp owi a da j ą c ą  s y g n a ł owi  s i n u s oi da l n em u  m ożn a  wy r a z i ć  z a l eż-
n oś c i ą  [ 1 ]  
 ( ) ( ),0 AvJvx =Φ  ( 2 0 )  
 

g dz i e A  to a m p l i tu da  s y g n a ł u ,  0J  to f u n k c j a  B es s el a  p i er ws z eg o 
r odz a j u  r z ę du  0 . 
Ł ą c z n a  f u n k c j a  c h a r a k ter y s ty c z n a  s y g n a ł ó w x  i  n  j es t r ó wn a  

i l oc z y n owi  ( ) ( ) ( )vvv nxnx ΦΦ=Φ +  f u n k c j i  c h a r a k ter y s ty c z n y c h  
s k ł a dowy c h . 
D l a  s y g n a ł u  s i n u s oi da l n eg o i  s y g n a ł ó w l os owy c h  o r oz k ł a dz i e 

tr ó j k ą tn y m  ( 2 1 ) ,  g a u s s ows k i m  ( 2 2 )  i  r oz k ł a dz i e r ó wn om i er n y m  
( 2 3 )  s ł u s z n a  j es t z a l eżn oś ć  
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Ł ą c z n e  f u n k c j e  c h ar ak t e r ys t yc z n e  z e  wz or u  ( 2 1 )  i p oc h od n e  

t yc h  f u n k c j i d la p os z c z e g ó ln yc h  k om b in ac j i s yg n ał ó w, m oż n a 
wyr az ić  wz or am i 
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g d z ie  1J  t o f u n k c j a B e s s e la p ie r ws z e g o r od z aj u  r z ę d u  1 .  
M oż n a wyk az ać , ż e  j e ż e li ( ) ( ) 0=Φ=Φ vv nn

& , t o d la s u m y s y-
g n ał ó w x  i n  b ł ą d  δ  p r z yj m u j e  war t oś ć  r ó wn ą  z e r o.  
S yg n ał owi los owe m u  n  o r oz k ł ad z ie  t r ó j k ą t n ym  n ie  m oż n a 

p r z yp is ać  n awe t  p r z yb liż on e g o s p e ł n ie n ia war u n k ó w od t war z al-
n oś c i we d ł u g  W id r owa, ale  ł at wo wyk az ać , ż e  d la s u m y s yg n ał ó w 
x  i n  or az  d la { }0\, N∈= kqkAn  ( ) ( ) 0=Φ=Φ ++ vv nxnx

&  or az  
04 =δ .   

N a r ys .  2  p r z e d s t awion o wyk r e s y wyn ik aj ą c yc h  z  k wan t owan ia 
b ł ę d ó w w p om iar z e  war t oś c i s k u t e c z n e j  s yg n ał u  s in u s oid aln e g o 
wys t ę p u j ą c e g o w ob e c n oś c i s yg n ał u  los owe g o o r oz k ł ad z ie  t r ó j -
k ą t n ym , g au s s ows k im  i r ó wn om ie r n ym .  W yk r e s y s p or z ą d z on o n a 
p od s t awie  wz or u  ( 2 1 ) .  
 
3. P o d s u m o w a n i e  
 
A r t yk u ł  d ot yc z y p r ob le m at yk i wyz n ac z an ia f u n k c j i op is u j ą c yc h  

ob s z ar  z m ie n n oś c i b ł ę d ó w wyn ik aj ą c yc h  z  k wan t owan ia, p od c z as  
p om iar u  war t oś c i s k u t e c z n e j  s yg n ał u  ok r e s owe g o wys t ę p u j ą c e g o 
w ob e c n oś c i s yg n ał u  los owe g o.  N a p od s t awie  t e or ii k wan t owan ia 
W id r owa op r ac owan o wyr aż on y wz or e m  ( 6 )  u og ó ln ion y m od e l 
b ł ę d u  w p om iar z e  war t oś c i s k u t e c z n e j , a n as t ę p n ie  d ok on u j ą c  
od p owie d n ic h  p r z e k s z t ał c e ń  an alit yc z n yc h  wyz n ac z on o d la p o-
s z c z e g ó ln yc h  s yg n ał ó w, z ale ż n oś c i u m oż liwiaj ą c e  ob lic z an ie  
war t oś c i t yc h  b ł ę d ó w.  P os z u k iwan ie  f u n k c j i op is u j ą c yc h  ob s z ar  
z m ie n n oś c i b ł ę d u  z r e aliz owan o d la s yg n ał u  s in u s oid aln e g o or az  
wyb r an yc h  s yg n ał ó w los owyc h .  S p r awd z on o, ż e  w p om iar z e  
war t oś c i s k u t e c z n e j  b ł ą d  wyn ik aj ą c y z  k wan t owan ia j e s t  t ł u m ion ą  
os c ylac yj n ą  f u n k c j ą  am p lit u d y i k r ok u  k wan t owan ia, z an ik aj ą c ą  
s z yb c ie j  d la s yg n ał u  z  z ak ł ó c e n ie m  n iż  d la s yg n ał u  n ie z ak ł ó c on e -
g o.  P ot wie r d z on o, ż e  m ie r z ą c  war t oś ć  s k u t e c z n ą  s u m y s yg n ał u  
z d e t e r m in owan e g o i los owe g o o od p owie d n io d ob r an e j  am p lit u -

d z ie  lu b  od c h yle n iu  s t an d ar d owym , m oż n a s p r owad z ić  d o z e r a 
b ł ą d  wyn ik aj ą c y z  k wan t owan ia, p ows t ał y w wyn ik u  n ie s p e ł n ie n ia 
war u n k u  od t war z aln oś c i d la k wan t owan ia.  
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R y s .  2 .   W zg l ę d n e  bł ę d y  w y n i k a j ą c e  z k w a n t o w a n i a  w  p o m i a rze  w a rt o ś c i   

s k u t e c zn e j  s u m y  s y g n a ł u  s i n u s o i d a l n e g o  i  s y g n a ł ó w  l o s o w y c h   
o  ro zk ł a d zi e  t ró j k ą t n y m  4δ ,  g a u s s o w s k i m  5δ ,  ró w n o m i e rn y m  6δ   

F i g .  2 .   N o rm a l i ze d  bi a s e s  o f  t h e  R M S  v a l u e  e s t i m a t o r f o r s i n u s o i d a l  s i g n a l   
w i t h  t ri a n g u l a r P D F  s i g n a l  4δ ,  G a u s s i a n  s i g n a l  5δ  a n d  u n i f o rm l y   
d i s t ri bu t e d  s i g n a l  6δ  
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