340

Sergiusz SIENKOWSKI
UNIWERSYTET ZIELONOGORSKI

Uogdlniony model btedu kwantowania

PAK vol. 54, nr 6/2008

w pomiarze wartosci skutecznej sygnatéow

Mgr inz. Sergiusz SIENKOWSKI

Absolwent Wydzialu Podstawowych  Problemow
Techniki Politechniki Zielonogorskiej (2001 r.) oraz
Wydziatu Elektrotechniki, Informatyki i Telekomunika-
cji Uniwersytetu Zielonogorskiego (2003 r.). Obecnie
asystent w Instytucie Metrologii Elektrycznej Uniwersy-
tetu Zielonogérskiego. Zajmuje si¢ zagadnieniami
zwigzanymi z cyfrowym przetwarzaniem sygnatlow
i ocena niepewnos$ci pomiarow.

e-mail: s.sienkowski@ime.uz.zgora.pl

Streszczenie

Z zastosowaniem teorii kwantowania Widrowa opracowano wynikajacy
z kwantowania model blgdu w pomiarze warto$ci skutecznej sygnatow. Na
podstawie opracowanego modelu zbadano wpltyw kwantowania na do-
ktadnos¢ estymacji wartosci skutecznej. W artykule przedstawiono wyniki
analiz wpltywu kwantowania na doktadno$¢ estymacji wartosci skuteczne;j
sygnatu sinusoidalnego, sygnatow losowych o rozktadach gaussowskim,
réwnomiernym i trojkatnym oraz wybrane kombinacje tych sygnatow.

Stowa kluczowe: blad wynikajacy z kwantowania w pomiarze wartosci
skutecznej.

Generalized model of quantization error
in measurement of signal RMS value

Abstract

The model of the bias of the root mean square (RMS) value estimator
was worked out with applying the Widrow theory of quantization. The
influence of quantizing on the accuracy of the RMS value estimator was
studied on the basis of this model. The main subjects of the research were:
sinusoidal signal, Gaussian signal, uniformly distributed signal, triangular
probability density function (PDF) signal and selected combinations of the
studied signals. In the first paragraph Eq. (6) and (7) describing the RMS
value estimator bias are presented. The bias of the RMS value estimator is
given by Eq. (6). The normalized bias is given by Eq. (7). In the
next paragraph the Eq. of the PDFs and the characteristic functions for
deterministic and random signals are given. In the second paragraph
the process of bias estimation in the RMS value measurements caused
by quantization is described. The normalized biases of the RMS value
estimator of selected random signals are given by Eq. (10), (14), (18) and
shown in Fig. 1. The normalized biases of the RMS value estimators
of sinusoidal signal with random signals are given by (21) and shown in
Fig. 2.

Keywords: bias of the RMS value estimator.

1. Model bledu kwantowania w pomiarze
wartosci skutecznej

Komercyjne przetworniki A/C sa kategoryzowane ze wzgledu
na skonczong dlugos¢ stowa wyjsciowego. Implementacja
w przyrzadach cyfrowych przetwornikéw majacych skonczona
dhugos¢ stowa, jest zrodtem nieuniknionych btedow kwantyzacji.
Przyczyna tych btedéw jest stacjonarny proces przypadkowy,
czyli stale w czasie funkcjonowanie przetwornika A/C.

Jezeli funkcja gestosci prawdopodobienistwa btedu kwantyzacji
jest jednostajna [6], przetwornik A/C jest idealny w swoim dziata-
niu, wszystkie mozliwe bledy pomiedzy —g/2 a q/2 sa rownie

prawdopodobne oraz blad kwantyzacji e, =x, —x, to wartos¢

skuteczng RMS[x,] sygnalu x, mozna obliczy¢ na podstawie

wzoru

RMS[x, 1= E[x] = | EL¥* 1+ 2Elxe, 1+ E[Z], (1)

gdzie ¢ jest krokiem kwantowania, E[x*] - odpowiada wartosci
Sredniokwadratowej sygnatu x . Ponadto wyrazenia E[xe,]

i E[ej] mozna opisa¢ zaleznosciami [1, 5]

Five, 1= 3, , EI @

E[e?] =q—+q—zicpx[2—”z)1‘—1£ 3)

gdzie @, to funkcja charakterystyczna sygnatu x [1, 6].

Twierdzenie (Widrowa)

Jezeli funkcja charakterystyczna ma ograniczong dziedzing, tj.

<Dx(v):0 dla |v|>%-s, 4)

gdzie ¢ jest dowolnie matla liczbg dodatnia, to wszystkie istnieja-
ce momenty sygnalu x moga byé wyznaczone z momentow
skwantowanego sygnatu x, .

Zgodnie z teoriag kwantowania [6, 7] w warunkach spelienia
zatozen twierdzenia Widrowa stuszna jest zaleznos¢

RMS[x, 1= Elx*1+L, ®)

taczaca warto$¢ skuteczng sygnatu x z jej estymatorem uzyska-
nym na podstawie sygnatu skwantowanego x, . Oznacza to, ze

podczas pomiaru wartosci skutecznej sygnatu x, , zrodtem bledu

q b
b sa sytuacje, w ktorych E[xe, ]+ 0 oraz E[eg] *q*/12 . Zgod-
nie z (1) i (5) btad ten mozna opisa¢ zaleznoscia

2

b:\/E[x2]+2E[xeq]+E[e§] - E[x2]+%. (6)

Btad b wyrazony w odniesieniu do RMS[x]= 1[E[x2] ma po-
staé
S= L (7
RMS[x]

2. Btedy kwantowania w pomiarze wartosci
skutecznej wybranych klas sygnatéw

Istnieja sygnaty, ktore spetniaja zaleznosé (5), chociaz nie moz-
na przypisa¢ im nawet przyblizonego spetnienia warunkow odtwa-
rzalnos$ci wedtug Widrowa [6, 7]. Takim sygnatem jest sygnat
losowy n o trojkatnej funkcji gestosci prawdopodobienstwa
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REPEARPY
=14, 4, ", ®)
0, >4,

gdzie 4, jest amplitudg sygnatu. Sygnalowi temu odpowiada
funkcja charakterystyczna, ktora opisa¢ mozna zaleznoscia [3]

,()=22et) o

Na podstawie wzoréw (2) i (3) oraz (7) i (9) mozna otrzymacé
wyrazenie opisujace odpowiadajacy temu sygnatowi blad &,

8 = 1+l(ﬂj +12—qZ<bn(v)| i_—l,t+
q = 21,

2 Af” i=1 p=22 !
q
1
S 12 12 (10)
T"\4 i=l q i N
Mozna wykaza¢, ze dla
A,=kq, keN\{0}, an

btad 6, przyjmuje warto$¢ rowna zero.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla sygnalu n
o rozktadzie normalnym, ktérego funkcja gestosci prawdopodo-
bienstwa jest postaci

p(t)z ! exp (—t2/20'3) (12)

—cy

gdzie o, jest odchyleniem standardowym sygnalu. Sygnatowi
temu odpowiada funkcja charakterystyczna [1]

®,(v)=exp-0.5v202). (13)

Wzgledny blad J, mozna dla tego sygnatu wyrazi¢ wzorem

q 0-72,7[ i=1 V:an
q
1/2 172 14
+fo Zdh(z—”ij(‘}) e Lo
a q i=1 q 1 12 q
Mozna sprawdzié, ze dla
0.5¢<0,<q, (15)

blad §, przyjmuje warto$¢ bliska zeru (5,(o, =q)=-5.3 107%).
Analogiczna analiz¢ mozna przeprowadzi¢ dla sygnatu n
o prostokatnej funkcji gestosci prawdopodobienstwa

ple)=

{1/2/1,,, <4,
; (16)

0, |]>4,

gdzie 24, jest wartoscia migdzyszczytowa sygnatu.

Funkcje charakterystyczna odpowiadajacg temu sygnatowi mo-
zemy opisaé zaleznoscia [1]

d>n(v)=%, (17)

n

natomiast blad J; wynikajacy z kwantowania sygnatu » , mozna

obliczy¢ na postawie wzoru

-2 .
1(4 69 & . 1)t

5, = 1+Z(—”J +TqZCDn(v)| 1—.L+

(18)
5 2 172
&) So,(Z)ELL A
q i=1 9q i 4

T q

W przypadku sygnatu losowego o rozktadzie réwnomiernym
nie mozna znalez¢ takiej amplitudy 4, dla ktérej J; =0 . Mozna
jednak tatwo sprawdzi¢, ze dla

4,=05kq, keN\{0}, (19)
d)n(v) =0 oraz Cbn(v) #0.

Na rys. 1 przedstawiono wykresy wynikajacych z kwantowania
sygnatu x bledow w pomiarze wartosci skutecznej badanych
sygnatow losowych.

-16 \ \ \ \
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Rys. 1. Wzgledne bledy wynikajace z kwantowania w pomiarze warto$ci
skutecznej sygnatu losowego o rozkladzie trojkatnym o,
gaussowskim &, , rOwnomiernym &5

Fig. 1. Normalized biases of the RMS value estimator for triangular PDF
signal ¢, , Gaussian signal 6, and uniformly distributed signal J3

Rozwazmy na koniec sygnal sinusoidalny x wystepujacy
w obecnosci sygnalu losowego n . Funkcj¢ charakterystyczng
odpowiadajaca sygnatowi sinusoidalnemu mozna wyrazi¢ zalez-
noscia [1]

@ (v)=J,(av), (20)

gdzie A to amplituda sygnatu, J,, to funkcja Bessela pierwszego
rodzaju rzedu 0.

Laczna funkcja charakterystyczna sygnatéw x i n jest rOwna
iloczynowi @, +n(v)z (o8 (v)d)n(v) funkcji charakterystycznych
sktadowych.

Dla sygnatu sinusoidalnego i sygnaléw losowych o rozktadzie
trojkatnym (21), gaussowskim (22) i rozktadzie réwnomiernym
(23) stuszna jest zaleznos¢
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-2
1 4 4g &
G456 = 1+E[;} +EZ‘DM(V)|

! @n

5 1/2 12
A L AT 1( 4
32 o]

7T°\4q) 3

Laczne funkcje charakterystyczne ze wzoru (21) i pochodne
tych funkcji dla poszczegdlnych kombinacji sygnatow, mozna
wyrazi¢ wzorami

2-2 cos(A,,v)

@, (v)=Jo(4v) rER (22)
b, 0)= )+ o )P,
y Ay 23)
+J0(Av)25m(Az”v)
LV
® ., (v)=Jy(4v)exp (7 0.5v’c? ) (24)

d .. (v)= (7 va2Jy(4v)- 4, (Av))exp (7 o.svzaj), (25)

0]

x+n

(v)=Jo(Av)%, (26)

nV

.0 0)=( 0 0) L () apeln) o

n

gdzie J, to funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu 1.

Mozna wykazaé, ze jezeli (D,,(v): (i),,(v): 0, to dla sumy sy-
gnatéw x i n blad & przyjmuje warto$¢ rowng zero.

Sygnatowi losowemu # o rozkladzie tréjkatnym nie mozna

przypisa¢ nawet przyblizonego spetnienia warunkéw odtwarzal-
no$ci wedtug Widrowa, ale fatwo wykazac, ze dla sumy sygnatow

x in orazdla 4,=kq,ke N\{O} <Dx+n(v)= Ci)Hn(v): 0 oraz
6,=0.

Na rys. 2 przedstawiono wykresy wynikajacych z kwantowania
bledéow w pomiarze wartosci skutecznej sygnatu sinusoidalnego
wystgpujacego w obecnosci sygnatu losowego o rozkladzie troj-

katnym, gaussowskim i rownomiernym. Wykresy sporzadzono na
podstawie wzoru (21).

3. Podsumowanie

Artykut dotyczy problematyki wyznaczania funkcji opisujacych
obszar zmiennosci bledow wynikajacych z kwantowania, podczas
pomiaru wartosci skutecznej sygnatu okresowego wystepujacego
w obecnosci sygnatu losowego. Na podstawie teorii kwantowania
Widrowa opracowano wyrazony wzorem (6) uogdlniony model
bledu w pomiarze wartosci skutecznej, a nastgpnie dokonujac
odpowiednich przeksztatcen analitycznych wyznaczono dla po-
szczegblnych sygnaldow, zaleznosci umozliwiajace obliczanie
wartosci tych btedow. Poszukiwanie funkcji opisujacych obszar
zmienno$ci btedu zrealizowano dla sygnatu sinusoidalnego oraz
wybranych sygnatéw losowych. Sprawdzono, ze w pomiarze
wartosci skutecznej btad wynikajacy z kwantowania jest thumiong
oscylacyjna funkcjg amplitudy i kroku kwantowania, zanikajaca
szybciej dla sygnatu z zaktdceniem niz dla sygnatu niezaktdcone-
go. Potwierdzono, ze mierzac wartosé skuteczng sumy sygnatu
zdeterminowanego i losowego o odpowiednio dobranej amplitu-
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dzie lub odchyleniu standardowym, mozna sprowadzi¢ do zera
btad wynikajacy z kwantowania, powstaty w wyniku niespetnienia
warunku odtwarzalnosci dla kwantowania.
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Rys. 2. Wzgledne bledy wynikajace z kwantowania w pomiarze wartosci
skutecznej sumy sygnatu sinusoidalnego i sygnatow losowych

o rozktadzie trojkatnym &, , gaussowskim Js , rownomiernym Jg
Fig.2. Normalized biases of the RMS value estimator for sinusoidal signal
with triangular PDF signal &, , Gaussian signal d5 and uniformly

distributed signal J
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