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Streszczenie

MDEFT to modyfikowane DFT dajace zdecydowana redukcj¢ przecieku
widma i poprawe¢ doktadnosci estymacji harmonicznych sygnatéw okre-
sowych probkowanych niesynchronicznie. Przedstawione zostaty idea,
wyprowadzenie, zrodla bledéw oraz sposob i skutki stosowania okien
sygnatowych. Zaprezentowano wyniki analizy widmowej wygenerowane-
g0 oraz rzeczywistego sygnatu pokazujace mozliwo$¢é wyznaczania widma
amplitudowego i fazowego za pomoca MDFT z doktadnoscia znacznie
wigksza w porownaniu z m algorytmem DFT. MDFT moze znalez¢é zasto-
sowanie do analizy sygnalow wystepujacych w systemie elektroenerge-
tycznym, gdzie naturalna zmiennos¢ czgstotliwosci utrudnia analizg.

Stowa kluczowe: modyfikowane DFT, analiza widmowa, niesynchronicz-
ne probkowanie, przeciek widma.

Application of the MDFT in spectral analysis
of non-coherently sampled periodic signals

Abstract

The paper subject is the identification of periodic signal harmonics on the
basis of samples in case of a non-coherent sampling. The modification of
DFT is presented which leads to a distinct minimization of spectrum
leakage effect and improvement in signal harmonics estimation accuracy.
The modification consists in adjusting base functions frequencies of the
Fourier series to frequencies of analyzed signal harmonics. The paper
presents ideas, introduction, error analysis of the method and signal
windowing effects for the modified discrete Fourier transform (MDFT).
The presented examples indicate the possibility to determine amplitude
and phase spectrums with higher accuracy in comparison to the classical
DFT. Signal spectrum estimation by means of MDFT can be used for
signal analysis in an electro-energetic system, where natural frequency
variability hinders the analysis.

Keywords: modified DFT, spectrum estimation, non-coherent sampling,
spectrum leakage effect.

1. Wstep

W przypadku probkowania roéwnomiernego, koherentnego
i zgodnego z zatozeniami twierdzenia o probkowaniu, algorytm
DFT pozwala na wyznaczenie widma sygnatu z dokladnoscia
zalezna jedynie od bledow pomiaru i numerycznej reprezentacji
liczb. Jezeli jednak zestaw probek branych do analizy nie obejmu-
je czasu stanowiacego catkowita wielokrotno$¢ okresu sygnatu,
pojawia si¢ przeciek widma powodujacy znaczne btedy. Przyczy-
ng tego zjawiska jest niedopasowanie pulsacji funkcji bazowych
szeregu Fouriera do pulsacji sktadowych harmonicznych sygnatu
oraz usrednianie w przedziale czasowym réznym od catkowitej
wielokrotnosci okresu sygnatu.

Powszechnie wykorzystywane metody zmniejszania skutkow
przecieku widma to stosowanie okien sygnatowych oraz zwigk-
szanie rozdzielczo$ci widma przez dopisywanie zerowych probek.
W celu zwigkszenia dokladnosci wyznaczenia harmonicznych

stosuje si¢ rowniez interpolacj¢ obwiedni widma (tzw. interpolated
FFT [1, 2]), metody korelacyjne (np. algorytm ESPRIT, [1, 3]),
metod¢ Prony’ego [3] i inne.

Problemy z wyznaczaniem widma napigé i pradéw oraz para-
metréw dotyczacych jakosci energii elektrycznej, za pomocg
uktadow pomiarowych o statej czestotliwosci probkowania, wyni-
kaja z naturalnej zmiennosci czestotliwosci systemu energetycz-
nego [4, 5]. Aby doktadniej zlokalizowaé harmoniczne w widmie
i wyznaczy¢ ich amplitudg stosuje si¢ rowniez przeprobkowanie
sygnatow pomiarowych, np. [5], lub wykorzystuje si¢ transforma-
te Swiergotowa [6].

W tej pracy do identyfikacji harmonicznych sygnatu probkowa-
nego niesynchronicznie wykorzystywane jest modyfikowane
dyskretne przeksztalcenie Fouriera (MDFT). Idea modyfikacji
polega na dopasowaniu pulsacji funkcji bazowych szeregu Fouriera
do pulsacji analizowanego sygnatu oraz na usrednianiu w czasie
jak najblizszym catkowitej wielokrotnosci okresu sygnatu obejmu-
jacym niecalkowita liczbg¢ okresow probkowania. W pracy [7]
zastosowano tzw. korekcje koncowa (end correction) do kompen-
sacji réznicy miedzy ostatnia probka a rzeczywistym okresem
mierzonego sygnatlu. Btad usredniania opartego na niecatkowitej
liczbie okreséw probkowania analizowany jest w [8], natomiast
zagadnienie stosowania okien sygnalowych na potrzeby MDFT
jest przedmiotem prac [9, 10].

Wyprowadzenie MDFT oraz analiza btgdow szczegdtowo opi-
sane zostalty w [11, 12]. Wynika z nich, ze btedy estymacji widma
w przypadku niesynchronicznego probkowania zaleza od fazy
poczatkowej analizowanego sygnatu. W tej pracy przedstawione
jest pordwnanie wynikdéw stosowania DFT i MDFT do analizy
widmowej sygnalow wieloharmonicznych na przyktadzie sygnalu
sztucznie wygenerowanego oraz rzeczywistego pradu odbiornika
nieliniowego mierzonego zgodnie z norma [13].

Analiza widmowa za pomoca MDFT wymaga wczesniejszej
znajomosci pulsacji podstawowej analizowanego sygnatu. Sposob
wyznaczenia tej pulsacji moze byé dowolny. W przyktadach
zamieszczonych artykule zatozono, ze pulsacja jest znana.

2. ldea i wtasciwosci MDFT
Zaktada si¢ niesynchroniczne probkowanie, tzn. iloczyn liczby

probek i okresu probkowania nie pokrywa si¢ z catkowitg wielo-
krotnoscia okresow sygnatu:

NT, #mT . 1)
Natomiast spetniona jest rownos¢:

N'Ty =mT, )
gdzie N jest liczba (calkowita) probek zebranych w czasie trwania
catkowitej liczby m okreséw sygnatu, N’ jest liczba rzeczywisty
okreslajaca ilos¢ okresow probkowania przypadajacych na catko-

witg wielokrotnos¢ okresow sygnatu 7.
Pulsacja podstawowa sygnatu okreslona jest nastgpujaco:

@y =, 3)

Modyfikowane dyskretne przeksztatcenie Fouriera tym rdzni si¢
od klasycznego DFT, ze pomimo niekoherentnego probkowania
funkcje bazowe szeregu Fouriera sg cosinusoidami o pulsacjach
stanowiacych catkowita wielokrotnosé pulsacji podstawowej (3).
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Roéwnanie analizy MDFT ma postac:

ckz—rZ:x(n)e’N' . %)

Uzyskane w MDFT dopasowanie pulsacji powoduje znaczne
ograniczenie zjawiska przecieku widma. Problem nadal stanowi
btad usredniania. Analiza bledow metody, szczegdtowo opisana
w [10, 11] prowadzi do nastgpujacych wnioskow. Aby uzyskaé
jak najwicksza doktadnos$¢ analizy za pomoca MDFT obliczenia
nalezy realizowa¢ w oparciu o zestaw probek w przyblizeniu
obejmujacy catkowita wielokrotnos¢ okresow sygnatu, tzn. liczba
probek N powinna by¢ calkowitym zaokragleniem ilosci okresow
probkowania N’. Rozbieznos¢ migdzy tymi liczbami, definiowana
jest jako:

A=N-N". ®)

Blad estymacji amplitudy i fazy sygnatu cosinusoidalnego
probkowanego niesynchronicznie zalezy od fazy poczatkowej
sygnatu i jest najmniejszy dla ¢p=+90°, dla 0<A<1, co odpo-
wiada sytuacji, gdy analizowany fragment sygnatu cosinusoidal-
nego zaczyna si¢ i konczy w miejscach przejscia przez zero.
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Rys. 1. Zalezno$¢ maksymalnych bledow estymacji amplitudy cosinusoidy dla
DFT i MDFT (dla N’€[100;105,5]), od fazy poczatkowej dla 0<SA<1
oraz —1 <A<0. U dolu powigkszenie fragmentu wykresu gornego

Fig. 1.  The dependency of cosine amplitude determination maximum error by
means of the DFT and MDFT (for N’e[100;105,5]) on the cosine initial
phase for 0<SA<1 and —1<A<0. The lower diagram is the enlargement
of the upper diagram fragment

Na rysunku 1 pokazano zalezno$¢ maksymalnych btedéw am-
plitudy DFT i MDFT (dla N’€[100;105,5]), w funkcji fazy po-
czatkowej kosinusoidy, dla dwoéch przypadkéw 0<A<1 oraz
—1<A<0. Na rysunku wida¢, ze dla dodatnich A btedy amplitudy
MDFT sa najmniejsze dla fazy poczatkowej p=+90°, natomiast
dla ujemnych A maksymalne btedy amplitudy, w rozpatrywanym
przykladzie, osiagaja minima dla fazy poczatkowej p=-72° lub
»=108°. Odpowiada to sytuacji, gdy zestaw probek branych do
analizy zaczyna si¢ i kofnczy w okolicach przejscia sygnatu przez
zero. Mozna to interpretowal tak, ze najwigkszy wptyw na po-
wstawanie bledu usredniania maja probki na poczatku i na koncu
ciagu probek branych do analizy, jezeli te probki majg mata war-
tos¢ to blad MDFT jest réwniez maly. Aby uzyskiwa¢ jak naj-
wigksza dokladnos$¢ estymacji widma sygnaldw o dominujacej
podstawowej harmonicznej, niezaleznie si¢ od jej fazy poczatko-
wej, mozna z ciagu probek wybiera¢ podciag migdzy przejsciami
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przez zero, zawierajacy probki przypadajace na catkowitg
(W przyblizeniu) liczbg okreséw analizowanego sygnatu.

Do redukcji przecieku widma powszechnie stosowane sa okna
sygnatowe. Dzigki temu redukowane jest wzajemne zaktocanie
sasiadujagcych harmonicznych (tzw. short-range leakage [14])
jednak w przypadku precyzyjnej analizy widmowej nadal stanowi
to problem. Zastosowanie okna sygnatlowego powoduje zwigksze-
nie znaczenia probek znajdujacych si¢ w srodku ciggu probek
kosztem zmniejszenia znaczenia probek znajdujacych si¢ na po-
czatku i na koncu. Taka sytuacja jest korzystna dla MDFT ze
wzgledu na redukcje biedu usredniania. Okazuje si¢ jednak, ze
zastosowanie okna w zwyktly sposdb daje tylko czgsciowa popra-
we sytuacji. Aby w pelni wykorzystaé zalety stosowania okna
sygnatowego na potrzeby MDFT niezbgdna jest jego synchroniza-
cja z pulsacjg. Zabieg ten powoduje, ze zera charakterystyki wid-
mowej okna sygnalowego przypadaja na czestotliwosci sktado-
wych harmonicznych sygnatu i dzigki temu eliminowany jest
wplyw listkdw bocznych charakterystyki widmowej okna, czyli
znika problem wzajemnego zakldcania sasiadujacych harmonicz-
nych. Jest to mozliwe pomimo niesynchronicznego prébkowania
dzigki synchronizacji uzyskiwanej w MDFT. Sytuacja staje si¢
podobna do tej, gdy sygnat probkowany koherentnie analizowany
jest za pomoca DFT.

3. Poréwnanie wynikéw DFT i MDFT

Poréwnano btedy wyznaczenia amplitud oraz faz sktadowych
harmonicznych sygnatu, ktérego fragment przedstawia na rys. 2.
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Rys. 2. Analizowany sygnal wieloharmoniczny
Fig.2. The analyzed multiharmonic signal
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Rys. 3. Bledy estymacji widma sygnatu wieloharmonicznego, przedstawionego
narys. 2., probkowanego niesynchronicznie

Fig. 3.  Spectrum estimation errors of the non-coherently sampled multiharmonic
signal presented in fig. 2
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Symulowany sygnat uzyskano jako ztozenie 80 harmonicznych
o amplitudach i fazach wybranych losowo (rozktad rownomierny
odpowiednio z przedziatéw [0,1] i [-180°,180°]). Sygnat o czgsto-
tliwosci podstawowej f=49.7 Hz prébkowano niesynchronicznie
z czgstotliwoscia f;=8 kHz. Rys. 3 pokazuje wyniki analizy
przeprowadzonej na podstawie probek pobranych z ok. 8 okresow
sygnatu. Wyznaczano jedynie faktyczne harmoniczne sygnatu (co
o6smy prazek widma). Dzigki temu szerszy, tzw. listek glowny
widma zastosowanego okna Hanna, nie miat wplywu na wartosci
harmonicznych wyznaczanych za pomoca MDFT. Najlepsze
wyniki uzyskano wtlasnie dla MDFT z zsynchronizowanym
oknem Hanna. Rysunek 3 nie obejmuje wykresow bledéw wyzna-
czenia faz za pomoca DFT i tylko niektore bledy faz wyznaczo-
nych za pomoca MDFT z niezsynchronizowanym oknem ze
wzgledu na zbyt duze wartosci w stosunku do przyjetej skali.

Przeprowadzono réwniez eksperymenty polegajace na wyzna-
czaniu widma pradu odbiornika nieliniowego w postaci uktadu
prostowniczego obcigzonego roéwnoleglym potaczeniem rezystora
i kondensatora. Pomiar pradu polegat na akwizycji probek spadku
napigcia na rezystorze wzorcowym za pomoca 16 bitowego prze-
twornika A/C z czgstotliwoscig probkowania 100 kHz. Analizg
widmowa realizowano za pomoca DFT w oparciu o 20000 probek,
a za pomoca MDFT w oparciu o probki przypadajace na 10 okre-
sow sygnatu, tj. od 19800 do 20202. Zalezno$¢ btedow wyznacze-
nia amplitudy pierwszej harmonicznej pradu od czestotliwosci
podstawowej sygnalu przedstawia rys. 4.
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Rys. 4. Zalezno$¢ bledow wyznaczenia amplitudy pierwszej harmonicznej pradu
od czestotliwosci podstawowej sygnatu

Fig. 4. The dependency of the current first harmonic amplitude determination on
the basic frequency of the signal
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Rys. 5. Fragment widma pradu uzyskany dla czgstotliwosci sygnatu 49.5 Hz
Legenda jak narys. 4

Fig. 5. A part of the current spectrum obtained for the signal frequency 49.5 Hz
See legend in fig. 4

Jako wzorzec przyjeto warto$¢ wyznaczong za pomocg DFT dla
czestotliwosci sygnatu wynoszacej 50 Hz, czyli dla przypadku
koherentnego probkowania. Jak wida¢ na rysunku, uzyskany biad
amplitudy dla MDFT jest praktycznie niezalezny stopnia rozsyn-

chronizowania, czyli od czgstotliwosci badanego sygnatu. Przy tak
duzej liczbie analizowanych probek, dla wartosci tego bedu prak-
tycznie nie ma znaczenia stosowanie okna Hanna. Na rys. 5 przed-
stawiono obraz fragmentu widma uzyskany dla czestotliwosci
sygnatu 49.5 Hz. Na uwage zastuguje duza selektywnos¢ MDFT.

4. Whnioski

W pracy przedstawiono ideg, wlasciwosci oraz zrédta bledow
MDFT dajacego wigksza, w poréwnaniu z DFT, doktadno$é
estymacji widma sygnatu okresowego probkowanego niekohe-
rentnie. Zwrocono uwagg na stabo akcentowany w literaturze fakt,
ze bledy estymacji widma sygnatow probkowanych niekoherent-
nie zaleza od fazy poczatkowej dominujacej harmonicznej. MDFT
moze znalezé zastosowanie do analizy sygnatow wystepujacych
w systemie elektroenergetycznym, gdzie naturalna zmiennos$é
czestotliwo$ci utrudnia wyznaczanie parametrow zwigzanych
z jakoscig energii elektrycznej za pomoca systemow pomiarowych
o statej czestotliwosci probkowania. Wady MDFT to potrzeba
znajomosci czgstotliwosci analizowanego sygnatu (co nie jest
duza uciazliwoscia) oraz brak mozliwosci implementacji szybkie-
go algorytmu podobnego do FFT.
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