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S t r e s z c z e n i e  
 

O d p orne p roc ed u ry  es t y m ac j i u m oż liw iaj ą  z red u k ow anie w p ł y w u  b ł ę d ó w  
nad m ierny c h  na w y nik i p om iaró w . Z as t os ow anie m et od y  naj m niej s z ej  
m ed iany  k w ad rat ó w  ( M N M K)  d o w y z nac z ania c h arak t ery s t y k  ap arat u ry  
p om iarow ej  w ią ż e s ię  z  k oniec z noś c ią  oc eny  ot rz y m any c h  w y nik ó w .  
W  p rac y  z ap rop onow ano m et od ę  s z ac ow ania w arianc j i p rz ew id y w anej  
ś red niej  w art oś c i ob s erw ac j i d la M N M K. Prz ep row ad z ono ró w nież  b ad a-
nia s y m u lac y j ne w  c elu  p oró w nania w y nik ó w  os z ac ow ania z  ot rz y m any m i 
w  t rak c ie s y m u low aneg o ek s p ery m ent u . U z y s k ane rez u lt at y  p ot w ierd z aj ą  
p op raw noś ć  p rop onow any c h  k onc ep c j i. 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  w z orc ow anie, es t y m at ory  od p orne, m et od a naj m niej s z ej  
m ed iany  k w ad rat ó w . 
 
M ul t id imen sio n al  mo d el  c al ib rat io n   
p ro c ed ure b y  mean s o f  t h e l east   
sq uare med ian  met h o d  

 
A b s t r a c t  

 
R ob u s t  reg res s ion is  c om m only  u s ed  t o red u c e ef f ec t s  c au s ed  b y  ou t liers  in 
m eas u rem ent  d at a s et s . E valu at ion of  c alib rat ion lines  of  m eas u ring   
ins t ru m ent s  d et erm ined  w it h  a u s e of  a leas t  m ed ian of  s q u ares  ( L M S )  
m et h od  is  es s ent ial. S t and ard  error of  m ean res p ons e m ig h t  b e u s ed  t o 
es t im at e t h e q u alit y  of  t h e c alib rat ion lines . An id ea of  es t im at ion of  t h e 
s t and ard  error of  m ean res p ons e in c as e of  t h e L M S  m et h od  is  p rop os ed  in 
t h is  p ap er. A p riori p roc ed u re enab les  t o p erf orm  t h e es t im at ion b ef ore t h e 
m eas u rem ent s . A p os t eriori p roc ed u re is  u s ed  af t er t h e m eas u rem ent s , 
w h en t h ere are availab le it s  res u lt s . T h e p roc ed u res  a p riori and   
a p os t eriori h ave b een verif ied  in s im u lat ion res earc h . T h e es t im at ed  and  
c alc u lat ed  on s im u lat ion valu es  of  L M S  s t and ard  errors  of  m ean  
res p ons e h ave b een c om p ared  t o p roof  c orrec t nes s  of  t h e es t im at ion 
m et h od . R elat ively  s m all errors  of  es t im at ion c onf irm  t h at  t h e p roc ed u re 
is  c orrec t . 
 
K e y w o r d s :  c alib rat ion, rob u s t  reg res s ion, leas t  m ed ian of  s q u ares  m et h od .  
1 .  W st ę p  
 

R eg res j a lin iow a n ależ y do n aj w aż n iej s zyc h  p roc edu r s t at y-
s t yc zn yc h  s t os ow an yc h  p rak t yc zn ie w e w s zys t k ic h  dziedzin ac h  
n au k i.  W yzn ac zan ie k rzyw yc h  k alib rac j i j es t  k las yc zn ym  zada-
n iem , do k t ó reg o rozw iązan ia s t os u j e s ię  m et odę  reg res j i lin iow ej .  
M et oda n aj m n iej s zyc h  k w adrat ó w  ( M N K )  j es t  n aj c zę ś c iej  s t os o-
w an a dla p rob lem u  dop as ow an ia w art oś c i w s p ó łc zyn n ik ó w ,  
z g ó ry założ on eg o m odelu , do u zys k an yc h  w  rezu lt ac ie ek s p ery-
m en t u  p om iarow eg o dan yc h .   

B łę dy n adm iern e, w yn ik aj ąc e z b ardzo ró ż n yc h  p rzyc zyn  i c zę -
s t o w ys t ę p u j ąc e w  dan yc h  p om iarow yc h , m og ą p ozos t aw ać  n ie-
zau w aż on e w  t rak c ie zau t om at yzow an yc h  ob lic zeń  k om p u t ero-
w yc h .  W p ływ  t ak ic h  p u n k t ó w  n a w art oś c i w s p ó łc zyn n ik ó w  reg re-

s j i M N K  b yw a dram at yc zn y i p row adzi do ot rzym an ia c ałk ow ic ie 
zaf ałs zow an yc h  rezu lt at ó w .  P roc edu ry odp orn e n ależ ą do m et od 
s t at ys t yc zn yc h  op rac ow an yc h  z m yś lą o redu k c j i zag roż en ia p ły-
n ąc eg o ze s t ron y b łę dó w  n adm iern yc h .   

D o n aj b ardziej  ob iec u j ąc yc h  odp orn yc h  p roc edu r es t ym ac j i n a-
leż y m et oda n aj m n iej s zej  m edian y k w adrat ó w  ( M N M K ) .  W yzn a-
c zan ie c h arak t erys t yk  ap arat u ry p om iarow ej  w yłąc zn ie z w yk o-
rzys t an iem  M N M K , p odob n ie j ak  w  p rzyp adk u  M N K , w ym ag a 
oc en y u zys k an yc h  w yn ik ó w , k t ó ra p oleg a n a w yzn ac zen iu  p rze-
działu  u f n oś c i dla p rzew idyw an ej  ś redn iej  w art oś c i ob s erw ac j i.  
A u t or zap rop on ow ał k on c ep c j ę  s zac ow an ia w arian c j i p rzew idy-
w an ej  ś redn iej  w art oś c i ob s erw ac j i dla M N M K , c o j es t  n iezb ę dn e 
do w yzn ac zen ia odp ow iedn ieg o p rzedziału  u f n oś c i.  N iek on s t ru k -
t yw n y c h arak t er k ryt eriu m  m et ody u n iem oż liw ia an alit yc zn e 
w yzn ac zen ie os zac ow an ia.  P row adzon e b adan ia m iały c h arak t er 
b eh aw ioraln y.  

 
2 .  P ro c ed ura w zo rc o w an ia 
 

W zorc ow an ie, n azyw an e ró w n ież  k alib rac j ą, j es t  p roc edu rą 
p oleg aj ąc ą n a u s t alen iu , w  ś c iś le ok reś lon yc h  w aru n k ac h , relac j i 
m ię dzy w art oś c iam i w ielk oś c i m ierzon ej  w s k azyw an ym i p rzez 
p rzyrząd lu b  u k ład p om iarow y a odp ow iedn im i w art oś c iam i 
w ielk oś c i realizow an ym i p rzez w zorc e j edn os t k i m iary [ 6 ] .   
W  t rak c ie w zorc ow an ia w yzn ac za s ię  m odel m at em at yc zn y 
p rzyrządu  w zorc ow an eg o z dok ładn oś c ią do w art oś c i w s p ó ł-
c zyn n ik ó w .   

N aj c zę ś c iej  s t os u j e s ię  m odel lin iow y 
 

ippii exxy +++= θθ i11 ...
,             ( 1 )  

 
p os zu k iw an a c h arak t erys t yk a m a p os t ać  
 

pipii xxy θθ ˆ...ˆˆ 11 ++= ,         ( 2 )  
 

n at om ias t  b łę dem  res zt ow ym  j es t  ró ż n ic a 
 

iii yyr ˆ−= .                 ( 3 )  
 

 
3 .  Bł ę d y  n ad miern e 
 

W ys t ę p ow an ie b łę dó w  n adm iern yc h  ( g ru b yc h )  j es t  p ow aż n ym  
p rob lem em  w  m iern ic t w ie.  Ź ró dła p ow s t aw an ia t yc h  b łę dó w  s ą 
b ardzo ró ż n e i zw iązan e zaró w n o z p om yłk am i ob s łu g u j ąc yc h  
ap arat u rę  j ak  i n iep rzew idyw aln ym i c zyn n ik am i zew n ę t rzn ym i.  
S zac u j e s ię , ż e w  p om iarac h  in ż yn iers k ic h  do ok oło 1 0 %   
w yn ik ó w  j es t  ob arc zon yc h  b łę dam i n adm iern ym i, a w  n iek t ó -
ryc h  dziedzin ac h  p om iaró w  ic h  u dział w zras t a n aw et  do ok oło 
3 0 %  [ 5 ] .  

W zorc ow an ie w yk on u j e s ię  s zc zeg ó ln ie s t aran n ie i n a og ó ł  
w  w aru n k ac h  lab orat oryj n yc h , w ię c  b łę dy n adm iern e w ys t ę p u j ą 
zn ac zn ie rzadziej .  J eden  ob arc zon y b łę dem  n adm iern ym  w yn ik  
w zorc ow an ia p oc iąg a j edn ak  za s ob ą w iele b łę dn yc h  w yn ik ó w  
p om iaró w .  

P rzyk ład ilu s t ru j ąc y w p ływ  b łę dó w  n adm iern yc h  n a w yn ik i 
w zorc ow an ia ap arat u ry c h rom at og raf ic zn ej  p rzy w yk orzys t an iu  
p roc edu r M N K  oraz M N M K  [ 2 ]  p rzeds t aw ion o n a rys .  1 .  
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a) 

  
 

b ) 

  
R y s .  1 .   P r z y k ł ad o w e  k r z y w e  k al i b r ac j i  c h r o m at o g r af u d l a m o d e l u  

j e d n o w y m i ar o w e g o  d l a r ó ż n y c h  t y p ó w  b ł ę d ó w  g r ub y c h  
F i g .  1 .   G as  c h r o m at o g r ap h  c al i b r at i o n  l i n e s  o f  s i m p l e  l i n e ar  m o d e l  f o r   

d i f f e r e n t  t y p e s  o f  o ut l i e r s  
 
 
3.1. P u n k t  z ał am an i a m et o d y  
 

O d p orn oś ć  p roc ed u ry n a wys t ęp owan ie w d an yc h  p om iarowyc h  
b łęd ó w g ru b yc h  c h arakt eryz u je s ię z a p om oc ą p u n kt u  z ałam an ia 
[ 7 ] . P u n kt  z ałam an ia ∗ε  d ef in iu je s ię jako n ajm n iejs z y il oraz  l ic z b y 
p u n kt ó w m ob arc z on yc h  b łęd am i i l ic z eb n oś c i z b ioru  d an yc h  n, t aki 
ż e wart oś c i ws p ó łc z yn n ikó w reg res ji m et od y p rz yjm u ją wart oś c i 
d owol n ie ró ż n iąc e s ię od  p op rawn yc h . W art oś ć  p u n kt u  z ałam an ia 
okreś l a il e p u n kt ó w p om iarowyc h  m u s i b yć  „ d ob ryc h ” , ab y wart o-
ś c i ws p ó łc z yn n ikó w reg res ji p oz os t ały og ran ic z on e. 
 
4 . M et o d a n aj m n i ej s z y c h  k w ad rat ó w  
 

K l as yc z n ą m et od ą wyz n ac z an ia wart oś c i ws p ó łc z yn n ikó w re-
g res ji jes t  m et od a n ajm n iejs z yc h  kwad rat ó w, kt ó rej kryt eriu m  
op iera s ię n a m in im al iz ac ji s u m y kwad rat ó w b łęd ó w res z t owyc h  

 
∑
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S z c z eg ó l n ie n iekorz ys t n ą c ec h ą M N K , b iorąc  p od  u wag ę jej z a-

s t os owan ie d o es t ym ac ji c h arakt erys t yk, jes t  c ałkowit y b rak od -
p orn oś c i n a b łęd y g ru b e wys t ęp u jąc e w d an yc h  p om iarowyc h . 
P u n kt  z ałam an ia M N K  wyn os i 0 , c o oz n ac z a, iż  z al ed wie jed en  
b łąd  n ad m iern y m oż e s p owod ować , ż e es t ym owan e ws p ó łc z yn n i-
ki p rz yjm u ją d owol n e wart oś c i. 
 
5 . P ro c ed u ry  o d p o rn e 
 

J ed n ym  z  m oż l iwyc h  roz wiąz ań  u p rz ed n io op is an yc h  p rob l e-
m ó w jes t  z as t os owan ie p roc ed u r es t ym ac ji od p orn yc h  n a b łęd y 
n ad m iern e. D o n ajb ard z iej z n an yc h  p roc ed u r od p orn yc h  z al ic z ają 
s ię:  m et od a n ajm n iejs z yc h  m od u łó w b łęd ó w, p roc ed u ry H u b era, 
B eat on a-T u keya i wiel e in n yc h . M et od y od p orn e n a wys t ęp owa-
n ie w wyn ikac h  p om iaró w d o 5 0 %  b łęd ó w n ad m iern yc h  op ierają 
s ię n a wykorz ys t an iu  kryt erió w m ed ian owyc h . Z al ic z a s ię d o n ic h  
m .in . p roc ed u rę m ed ian ową z  p owt arz an iem  S ieg el a oraz  m et od ę 
n ajm n iejs z ej m ed ian y kwad rat ó w. S z ers z y p rz eg l ąd  p roc ed u r 
od p orn yc h  p rz ed s t awion o w [ 5 , 6 , 7 ] .  
 

5 .1. P ro c ed u ra n aj m n i ej s z ej  m ed i an y   
k w ad rat ó w  

 
M et od a n ajm n iejs z ej m ed ian y kwad rat ó w op rac owan a z os t ała 

p rz ez  R ou s s eeu w [ 8 ]  i p ol eg a n a m in im al iz ac ji m ed ian y kwad ra-
t ó w b łęd ó w res z t owyc h . K ryt eriu m  m et od y m a p os t ać  

 { }2   med minimum
ˆ ir

i                θ
.          ( 5 )  

 
W art oś ć  p u n kt u  z ałam an ia M N M K  z al eż y od  l ic z b y p aram e-

t ró w es t ym owan ej c h arakt erys t yki p oraz  l ic z b y p u n kt ó w p om ia-
rowyc h  n i wyn os i d o 5 0 % . P rawie p ołowa p u n kt ó w p om iarowyc h  
m oż e b yć  ob arc z on a b łęd am i n ad m iern ym i, a m im o t eg o es t ym o-
wan e ws p ó łc z yn n iki p rz yjm u ją p rawid łowe wart oś c i.  
 
6 . S z ac o w an i e w ari an c j i  w s p ó ł c z y n n i k ó w   

reg res j i  M N M K  
 

P roc ed u ra os z ac owan ia warian c ji ws p ó łc z yn n ikó w reg res ji 
M N M K  z os t ała z ap rop on owan a p rz ez  au t ora w jeg o roz p rawie 
d okt ors kiej [ 1 ] . 

W  p rz yp ad ku  wykorz ys t an ia p roc ed u ry M N K  warian c ję ws p ó ł-
c z yn n ikó w reg res ji [ 3 , 4 ]  wyz n ac z a s ię z  m ac ierz y kowarian c ji 
wekt ora θ̂  

21T )(ˆVar eσ
−

= xxθ ,        ( 6 )  
 

p rz y c z ym  warian c ja p os z c z eg ó l n yc h  ws p ó łc z yn n ikó w reg res ji 
jes t  ró wn a wart oś c iom  el em en t ó w d iag on al n yc h  m ac ierz y kowa-
rian c ji ( 6 ) . Z akład a s ię p rz y t ym , ż e l os owe b łęd y ob s erwac ji e i s ą 
n iez al eż n e i m ają t en  s am  roz kład  o wart oś c i oc z ekiwan ej ró wn ej 
z ero i warian c ji σe

2.  
S z ac u jąc  warian c ję ws p ó łc z yn n ikó w reg res ji M N M K  n al eż y 

z wró c ić  u wag ę n a p ewn e kon s ekwen c je z wiąz an e z  od p orn ym  
c h arakt erem  m et od y. J ak ju ż  ws p om n ian o, p roc ed u ra od p orn a 
c ec h u je s ię wykorz ys t an iem  d o wyz n ac z en ia wart oś c i ws p ó łc z yn -
n ikó w reg res ji jed yn ie c z ęś c i d an yc h  p om iarowyc h . P u n kt y, kt ó re 
n ie b iorą b ez p oś red n ieg o u d z iału  w ob l ic z en iac h  n ie m ają ż ad n eg o 
wp ływu  n a ws p ó łc z yn n iki reg res ji, a więc  ró wn ież  n a ic h  warian -
c ję. D ot yc z y t o z aró wn o wart oś c i z m ien n yc h  n iez al eż n yc h  xij, jak 
i z al eż n yc h  yi. 

B ad an ia eks p erym en t al n e p rz ep rowad z on e p rz ez  au t ora wykaz a-
ły, ż e p od ob n ie jak w p rz yp ad ku  M N K , warian c ja ws p ó łc z yn n ikó w 
reg res ji M N M K  z al eż y od  warian c ji s kład n ika l os oweg o w ró wn a-
n iu  reg res ji oraz  wart oś c i p u n kt ó w, kt ó re b ez p oś red n io s łu ż ą d o 
wyz n ac z en ia wart oś c i ws p ó łc z yn n ikó w reg res ji. P on ad t o warian c ja 
ws p ó łc z yn n ikó w reg res ji M N M K  od  l ic z b y d an yc h . P owod u je t o 
kon iec z n oś ć  wp rowad z en ia d od at koweg o ws p ó łc z yn n ika koryg u ją-
c eg o, o wart oś c i z al eż n ej od  l ic z b y p u n kt ó w p om iarowyc h . 

P ełn y p rog ram  b ad ań  eks p erym en t al n yc h  p rz ep rowad z on yc h  
p rz ez  au t ora p rz ed s t awion o w [ 1 ] . W ykorz ys t an o m od el  ( 1 ) , p rz y 
c z ym  d l a p= 3  i 4 , l ic z b a p u n kt ó w p om iarowyc h  wyn os iła n = 1 0 , 
2 0 , 4 0  oraz  8 0 , n at om ias t  d l a p= 5  i 6 , n= 2 0 , 4 0  oraz  8 0 . W  p rz y-
p ad ku  g d y p= 5  i 6 , n= 1 0  wys t ęp u je wiel e ró wn oważ n yc h  roz wią-
z ań  kryt eriu m  M N M K . S z ac owan ie warian c ji ws p ó łc z yn n ikó w 
reg res ji b yłob y wt ed y b ez c el owe. P rz yjęt o wart oś c i ws z ys t kic h  
p aram et ró w m od el u  θj = 1 . W arian c je p os z c z eg ó l n yc h  ws p ó łc z yn -
n ikó w reg res ji M N M K  au t or p rop on u je s z ac ować  jako wart oś c i 
el em en t ó w d iag on al n yc h  m ac ierz y 

 
21T ) ( eσκ −

= xwxV ,        ( 7 )  
 

g d z ie κ jes t  ws p ó łc z yn n ikiem  koryg u jąc ym , w jes t  d iag on al n ą 
m ac ierz ą wag  o roz m iarz e n×n 
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Macierz w w skazu j e p u nkt y,  kt ó re m aj ą  b ezp oś redni w p ływ  na w ar-
t oś ci w sp ó łczynnikó w  reg resj i. Z b ió r t akich  p u nkt ó w  t w orzy t zw . ef ek-
t yw ny p l an eksp erym ent u . E l em ent y wii m og ą  p rzyb ierać  w art oś ci 

 


=  wyniku. tworzeniuudziału w bierze niepomiarowy punkt gdy  0,

 wyniku, tworzeniu wudział bierzepomiarowy punkt gdy  1,
iiw

  (9 ) 
 
L iczb a el em ent ó w  kp,  dl a kt ó rych  wii = 1 ,  w ynika b ezp oś rednio  

z kryt eriu m  MN MK  (5 ) oraz sp osob u  ob l iczania m ediany 
 






+

+
=

parzyste.jest  gdy   12

e,nieparzystjest  gdy   5,02
nn

nn

k p     (1 0 ) 

 
W art oś ci w ag  wii nie są  znane,  j eś l i nieznany j est  ef ekt yw ny 

p l an eksp erym ent u . J eg o w yznaczenie j est  m ożl iw e t yl ko na p od-
st aw ie anal izy w art oś ci b łę dó w  reszt ow ych ,  czyl i dop iero p o 
w yznaczeniu  w art oś ci w sp ó łczynnikó w  reg resj i. E f ekt yw ny p l an 
eksp erym ent u  t w orzy kp p u nkt ó w ,  dl a kt ó rych  kw adrat y b łę dó w  
reszt ow ych  ri2 są  naj m niej sze. B ez w yznaczenia w art oś ci w sp ó ł-
czynnikó w  reg resj i znana j est  j edynie l iczb a p u nkt ó w  t w orzą cych  
ef ekt yw ny p l an eksp erym ent u  kp. 

N a p odst aw ie u zyskanych  w ynikó w  au t or st w ierdził,  że w art oś ć  
κ j est  niezal eżna od l iczb y w sp ó łczynnikó w  p,  nat om iast  roś nie 
w raz z l iczb ą  p u nkt ó w  p om iarow ych  n. W art oś ć  w sp ó łczynnika 
koryg u j ą ceg o κ dob rze ap roksym u j e f u nkcj a 

 
κ= 0 , 5 (1 + l n n),     (1 1 ) 

 
kt ó rej  w ykres p rzedst aw iono na rys. 2 . 

R ezu l t at y b adań  au t ora p ozw al aj ą  na ocenę  dokładnoś ci m et ody 
szacow ania w ariancj i w sp ó łczynnikó w  reg resj i MN MK  w g  (7 ). 
D l a w ię kszoś ci p rzyp adkó w  ró żnica p om ię dzy w ariancj ą  oszaco-
w aną  a w yznaczoną  eksp erym ent al nie j est  rzę du  kil ku  do kil ku na-
st u  p rocent  w yznaczonej  eksp erym ent al nie w ariancj i w sp ó łczyn-
nikó w  reg resj i MN MK . W  szczeg ó l nych  p rzyp adkach  b łą d osza-
cow ania się g a kil ku dziesię ciu  p rocent . 

 
 

  
R y s.  2 .   W a r t o ś ć  w sp ó ł c z y n n i k a  k o r y g u j ą c e g o  κ w  z a l e ż n o ś c i  o d  l i c z b y   

p u n k t ó w  p o m i a r o w y c h  
F i g .  2 .   C o r r e c t i o n  f a c t o r  κ p l o t  v s.  n u m b e r  o f  m e a su r e m e n t  p o i n t s 
 
6.1. S z a c o w a ni e  a  p r i o r i  w a r i a nc j i   

w s p ó łc z y nni k ó w  r e g r e s j i  
 

W yznaczenie w ariancj i w sp ó łczynnikó w  p rzed w ykonaniem  
eksp erym ent u  p om iarow eg o j est  p rakt ycznie niem ożl iw e,  ze 
w zg l ę du  na nieznaj om oś ć  a p riori ef ekt yw neg o p l anu  eksp ery-
m ent u . Można j ednak oszacow ać  g raniczne w art oś ci w ariancj i 
w sp ó łczynnikó w  oraz ś rednią  w art oś ć  w ariancj i w sp ó łczynnikó w . 
G raniczne w art oś ci w ariancj i w sp ó łczynnikó w  reg resj i szacu j e się  
za p om ocą  anal izy w szyst kich  m ożl iw ych  real izacj i p l anu  eksp e-
rym ent u . N al eży w yg enerow ać  w szyst kie m ożl iw e m acierze w ag  
w i oszacow ać  dl a nich  w art oś ć  w ariancj i p oszczeg ó l nych  w sp ó ł-
czynnikó w  reg resj i. A nal izu j ą c oszacow ane w art oś ci w ariancj i dl a 

w szyst kich  ef ekt yw nych  p l anó w  eksp erym ent u  m ożna w yb rać  
p l any,  dl a kt ó rych  w ariancj e p oszczeg ó l nych  w sp ó łczynnikó w  są  
naj m niej sze i naj w ię ksze. D aj e t o m ożl iw oś ć  oceny j akoś ci p o-
szczeg ó l nych  ef ekt yw nych  p l anó w  eksp erym ent u .  

P ersp ekt yw a w iel okrot neg o p ow t arzania eksp erym ent u  p om ia-
row eg o p rzy w ykorzyst aniu  t eg o sam eg o p l anu  eksp erym ent u  
zach ę ca do inneg o sf orm u łow ania sp osob u  oszacow ania w ariancj i 
w sp ó łczynnikó w  reg resj i. Z am iast  oszacow ania w art oś ci g ranicz-
nych  p oszczeg ó l nych  w ariancj i m ożna w yznaczyć  ś rednią ,  dl a 
w szyst kich  m ożl iw ych  ef ekt yw nych  p l anó w  eksp erym ent u . P o-
w yższy sp osó b  szacow ania nie p ozw al a w p raw dzie na b ezp oś red-
nie w skazanie naj g orszeg o b ą dź  naj l ep szeg o ef ekt yw neg o p l anu  
eksp erym ent u ,  u m ożl iw ia j ednak oszacow anie p rzecię t nej  w arian-
cj i w sp ó łczynnikó w ,  czyl i ocenę  całeg o p l anu  eksp erym ent u ,  a nie 
t yl ko p ew nych  j eg o real izacj i. 
 
6.2 . S z a c o w a ni e  a  p o s t e r i o r i  w a r i a nc j i   

w s p ó łc z y nni k ó w  r e g r e s j i  
 

O szacow anie w ariancj i w sp ó łczynnikó w  reg resj i w yznaczonych  
na p odst aw ie danych  u zyskanych  z p rzep row adzoneg o w cześ niej  
eksp erym ent u  p om iarow eg o j est  p odst aw ą  do oceny ot rzym anych  
w ynikó w . W  p rzyp adku ,  g dy w art oś ci w ariancj i w sp ó łczynnikó w  
reg resj i są  zb yt  du że m ożna p rzyj ą ć ,  że zast osow any m odel  niedo-
st at ecznie op isu j e zj aw isko,  b ą dź  ź l e dob rany j est  p l an eksp ery-
m ent u  l u b  zb yt  du że l osow e b łę dy ob serw acj i dyskw al if iku j ą  
u zyskane rezu l t at y.  

W  p rzeciw ień st w ie do szacow ania a p riori,  g dy b rak j est  inf or-
m acj i na t em at  w ykorzyst aneg o ef ekt yw neg o p l anu  eksp erym ent u ,  
ist niej e m ożl iw oś ć  w yznaczenia ef ekt yw nych  p u nkt ó w  p om iaro-
w ych  za p om ocą  anal izy b łę dó w  reszt ow ych . R ó żnica w  sp osob ie 
szacow ania,  w  p oró w naniu  do m et ody a p riori,  p ol eg a na zast o-
sow aniu  konkret neg o ef ekt yw neg o p l anu  eksp erym ent u  w  m iej sce 
szacow ania w art oś ci g ranicznych  i ś redniej  p l anu . 
 
7 . S z a c o w a ni e  w a r i a nc j i  p r z e w i dy w a ne j   

ś r e dni e j  w a r t o ś c i  o b s e r w a c j i  
 

W ariancj ę  p rzew idyw anej  ś redniej  w art oś ci zm iennej  zal eżnej  
(p redykcj i ob serw acj i) kŷ dl a w yb ranej  w art oś ci zm iennej  niezal eż-
nej  xk w  p rzyp adku  w ykorzyst ania p rocedu ry MN K  w yznacza się  z 
zal eżnoś ci [ 3 ,  4 ]  

21TT
k )(ˆVar ekky σxxxx −

= .          (1 2 ) 
 
O szacow anie w ariancj i p rzew idyw anej  ś redniej  w art oś ci ob -

serw acj i w  p rzyp adku  p rocedu ry MN MK  j est  p rob l em em  b ardzo 
złożonym ,  p rzede w szyst kim  ze w zg l ę du  konsekw encj e zw ią zane 
z odp ornym  ch arakt erem  m et ody. W ykorzyst anie do w yznaczenia 
w art oś ci w sp ó łczynnikó w  reg resj i j edynie czę ś ci danych  p om ia-
row ych  m u si zost ać  u w zg l ę dnione w  p rocedu rze szacow ania 
w ariancj i kŷ . P ow odzenie koncep cj i szacow ania w ariancj i w sp ó ł-
czynnikó w  reg resj i MN MK  skłoniło au t ora do w ykorzyst ania 
p ew nych  j ej  el em ent ó w  p rzy szacow aniu  w ariancj i kŷ . P rzy 
szacow aniu  w ariancj i w sp ó łczynnikó w  reg resj i MN MK  w ykorzy-
st u j e się  el em ent y diag onal ne m acierzy κ (xTwx)-1,  nat om iast  do 
w yznaczania w ariancj i w sp ó łczynnikó w  reg resj i MN K  – m acierzy 
(xTx)-1. N at u ral ną  konsekw encj ą  t eg o f akt u  j est  koncep cj a,  ab y 
p ot rakt ow ać  całą  m acierz κ (xTwx)-1 MN MK  (nie t yl ko j ej  el e-
m ent y diag onal ne) j ako odp ow iednik m acierzy (xTx)-1 MN K  p rzy 
szacow aniu  w ariancj i kŷ . 

W ariancj ę  p rzew idyw anej  ś redniej  w art oś ci zm iennej  zal eżnej  
(ob serw acj i) kŷ  dl a w yb ranej  w art oś ci zm iennej  niezal eżnej  xk  
w  p rzyp adku  MN MK  au t or p rop onu j e szacow ać  za p om ocą  zal eż-
noś ci 

21TT
k )(  ˆVar ekky σκ xxwxx −

= .              (1 3 ) 
 
R ezu l t at y p rzep row adzonych  p rzez au t ora b adań  sym u l acyj -

nych ,  p rzy w ykorzyst aniu  t akiej  sam ej  m et odol og ii j ak p rzy b ada-
niu  w ariancj i w sp ó łczynnikó w  reg resj i MN MK  [ 1 ] ,  p ozw al aj ą  na 
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ocenę dokładnoś ci p r op onowanej  p r ocedur y  sz acowania war iancj i 
kŷ  M N M K  wg  ( 1 3 ) . R ó żnica p om iędz y  war iancj ą  osz acowaną  a 

wy z nacz oną  eksp er y m ental nie dl a większ oś ci p r z y p adkó w j est 
r z ędu kil kunastu do kil kudz iesięciu p r ocent wy z nacz onej  eksp e-
r y m ental nie war iancj i ob ser wacj i kŷ  M N M K . A nal og icz na r ó żni-
ca p om iędz y  war iancj ą  ob l icz oną  a wy z nacz oną  eksp er y m ental nie 
dl a M N K  j est m niej sz a i nie p r z ekr acz a kil kunastu p r ocent. S to-
sunkowo niewiel kie b łędy  osz acowania war iancj i kŷ  M N M K  
wskaz uj ą ,  że p r op onowana p r z ez  autor a p r ocedur a sz acowania wg  
j est p op r awna i daj e z adowal aj ą ce r ez ul taty . 
 
7.1. S z a c o w a n ie a  p r io r i w a r ia n c j i  

p r z ew id yw a n ej  w a r t o ś c i o b s er w a c j i 
 

W ar iancj ę M N K  m ożna ob l icz y ć  wp r ost z  ( 1 2 ) . O sz acowanie 
war iancj i kŷ  M N M K  j est p r akty cz nie niem ożl iwe,  z e wz g l ędu na 
niez naj om oś ć  a p r ior i ef ekty wneg o p l anu eksp er y m entu. A nal o-
g icz nie do koncep cj i sz acowania a p r ior i war iancj i wsp ó łcz y nni-
kó w r eg r esj i m ożna osz acować  g r anicz ne war toś ci war iancj i kŷ  
or az  ś r ednią  ( dl a wsz y stkich  m ożl iwy ch  ef ekty wny ch  p l anó w 
eksp er y m entu)  war toś ć  war iancj i kŷ  M N M K  dl a wy b r anej  war to-
ś ci z m iennej  niez al eżnej  xk.  
 
7.2 . S z a c o w a n ie a  p o s t er io r i w a r ia n c j i  

p r z ew id yw a n ej  w a r t o ś c i o b s er w a c j i 
 

D l a sz acowania a p oster ior i war iancj i kŷ  M N M K  b ez p oś r ednio 
wy kor z y stuj e się z al eżnoś ć  ( 1 3 ) . W  p r z eciwień stwie do sz acowa-
nia a p r ior i,  g dy  b r ak j est inf or m acj i na tem at wy kor z y staneg o 
ef ekty wneg o p l anu eksp er y m entu,  anal iz y  b łędó w r esz towy ch  
um ożl iwia wy z nacz enie ef ekty wny ch  p unktó w p om iar owy ch  
p l anu. R ó żnica w sp osob ie sz acowania,  w p or ó wnaniu do m etody  
a p r ior i,  p ol eg a na z astosowaniu konkr etneg o ef ekty wneg o p l anu 
eksp er y m entu w m iej sce sz acowania war toś ci ś r edniej  war iancj i 

kŷ  p l anu,  p odob nie j ak w p r z y p adku sz acowania war iancj i 
wsp ó łcz y nnikó w r eg r esj i M N M K . 

 
Tab. 1.  P r z y k ł ad  o s z ac o w an i a a p o s t e r i o r i  w ar i an c j i  p r z e w i d y w an e j  ś r e d n i e j  

w ar t o ś c i  o bs e r w ac j i   
Tab. 1.  E x e m p l ar y  r e s u l t s  f o r  a p o s t e r i o r i  e s t i m at i o n  o f  t h e  s t an d ar d  e r r o r  o f   

m e an  r e s p o n s e   
 

W y br an a w ar t o ś ć  x kŷVar MNK 
z  o s z ac . 

kŷVar MNK 
z  e k s p e r . 

kŷVar MNMK 
z  o s z ac . 

kŷVar MNMK 
z  e k s p e r . 

Zestaw danych I 
[ ]1  1,8  1,8  1,8=

T
kx

 0, 107  0, 09 9 0 0, 3 7 5  0, 2 9 9  
[ ]1  2,5  2,5  2,5=

T
kx

 0, 4 2 5  0, 4 05  0, 9 13  1, 04  
[ ]1  2,5  1,8  1,1=

T
kx

 9 , 5 2  9 , 09  19 , 2  16 , 4  
[ ]1  1,1  2,5  1,1=

T
kx

 9 , 13  8 , 5 8  2 1, 5  16 , 7  
Zestaw danych II 

[ ]1  1,8  1,8  1,8=
T
kx

 0, 15 3  0, 15 0 0, 5 05  0, 3 07  
[ ]1  2,5  2,5  2,5=

T
kx

 0, 4 9 0 0, 4 8 6  0, 9 8 5  0, 6 7 2  
[ ]1  2,5  1,8  1,1=

T
kx

 18 , 9  19 , 2  3 2 , 5  2 4 , 4  
[ ]1  1,1  2,5  1,1=

T
kx

 4 2 , 6  4 4 , 4  8 8 , 1 4 4 , 4  
Zestaw danych III 

[ ]1  1,8  1,8  1,8=
T
kx

 0, 13 4  0, 12 1 0, 4 3 5  0, 2 6 5  
[ ]1  2,5  2,5  2,5=

T
kx

 1, 19  1, 17  2 , 6 1 2 , 4 4  
[ ]1  2,5  1,8  1,1=

T
kx

 0, 8 5 5  0, 9 13  1, 7 0 1, 5 3  
[ ]1  1,1  2,5  1,1=

T
kx

 1, 19  1, 10 3 , 14  2 , 14  
 

A nal iz a wy nikó w b adań  sy m ul acy j ny ch  p r z ep r owadz ony ch  
p r z ez  autor a wy kaz ała,  że r ó żnica p om iędz y  war iancj ą  osz acowa-
ną  a wy z nacz oną  eksp er y m ental nie z az wy cz aj  wah a się od kil ku-
nastu do kil kudz iesięciu p r ocent wy z nacz onej  eksp er y m ental nie 
war iancj i ob ser wacj i kŷ  M N M K ,  p r z y  cz y m  w większ oś ci p r z y -
p adkó w war toś ć  osz acowana j est większ a od wy z nacz onej  eksp e-

r y m ental nie. A nal og icz na r ó żnica p om iędz y  war iancj ą  ob l icz oną   
a wy z nacz oną  eksp er y m ental nie dl a M N K  j est m niej sz a i nie 
p r z ekr acz a kil kunastu p r ocent. P r z y kład osz acowania a p oster ior i 
war iancj i p r z ewidy wanej  ś r edniej  war toś ci ob ser wacj i dl a 3  z e-
stawó w dany ch  wg  [ 9 ]  p r z edstawiono w tab . 1 . P och odz ą ce  
z  p r ocedur y  kal ib r acj i dane ob ej m uj ą  tr z y  p l any  eksp er y m entu 
ch ar akter y z uj ą ce się r ó żną  j akoś cią ,  p r z y  cz y m  l icz b a p ar am etr ó w 
m odel u p= 4 ,  a l icz b a p unktó w p om iar owy ch  n= 1 0 . I ch  dokładną  
anal iz ę p r z edstawiaj ą  r ó wnież P iotr owski i K osty r ko [ 6 ] . 

P r op onowana p r z ez  p r ocedur a sz acowania a p oster ior i war iancj i 
kŷ  M N M K  j est z daniem  autor a p op r awna i daj e z adowal aj ą ce 

r ez ul taty . 
 

8 . P o d s u m o w a n ie i w n io s k i 
 

A utor  z ap r op onował p r ocedur ę sz acowania war iancj i p r z ewi-
dy wanej  ś r edniej  war toś ci ob ser wacj i M N M K . O p isana p r ocedur a 
j est r oz winięciem  op r acowanej  p r z ez  nieg o wcz eś niej  koncep cj i 
sz acowania war iancj i wsp ó łcz y nnikó w r eg r esj i M N M K . 

K oncep cj a sz acowania a p r ior i war iancj i p r z ewidy wanej  ś r ed-
niej  war toś ci ob ser wacj i M N M K  p ol eg a na p r z ep r owadz eniu 
osz acowania j esz cz e p r z ed wy konaniem  eksp er y m entu p om iar o-
weg o. D okładnoś ć  takieg o osz acowania j est niewiel ka,  g dy ż 
m ożl iwe j est j edy nie wy z nacz enie ś r edniej  war toś ci osz acowania 
z  b ar dz o dużej  l icz b y  m ożl iwy ch  r eal iz acj i ef ekty wneg o p l anu 
eksp er y m entu M N M K . 

W  p r z y p adku osz acowania a p oster ior i wy kor z y stuj e się dane 
uz y skane z  p r z ep r owadz oneg o wcz eś niej  eksp er y m entu p om iar o-
weg o. Z naj om oś ć  ef ekty wneg o p l anu eksp er y m entu um ożl iwia  
w takim  p r z y p adku uz y skanie z nacz nie dokładniej sz eg o,  w p o-
r ó wnaniu z  m etodą  a p r ior i,  osz acowania. 

A utor  p r z ep r owadz ił b adania sy m ul acy j ne w cel u p or ó wnania 
wy nikó w osz acowania p r z ewidy wanej  ś r edniej  war toś ci ob ser wa-
cj i M N M K  z  wy nikam i otr z y m any m i z  sy m ul owaneg o eksp er y -
m entu. P odob ne ob l icz enia i b adania sy m ul acy j ne autor  wy konał 
r ó wnież dl a M N K  w cel u otr z y m ania wy nikó w odniesienia. U z y -
skane wy niki p otwier dz aj ą  p op r awnoś ć  p r op onowany ch  koncep -
cj i. R ó żnice p om iędz y  war toś ciam i sz acowany m i a uz y skany m i  
z  sy m ul owaneg o eksp er y m entu są  r z ędu kil kunastu do kil kudz ie-
sięciu p r ocent,  co nal eży  uz nać  z a z adowal aj ą ce. K oniecz ne j est 
j ednak r oz sz er z enie z akr esu b adań  sy m ul acy j ny ch  o m odel e  
z  większ ą  l icz b ą  p ar am etr ó w,  co autor  z am ier z a wy konać  w tr ak-
cie swoich  dal sz y ch  p r ac. 

D al sz e p r ace autor a b ędą  z m ier z ały  do op r acowania koncep cj i 
sz acowania p r z edz iałó w uf noś ci dl a p r z ewidy wanej  ś r edniej  
war toś ci ob ser wacj i M N M K . 
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