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Streszczenie

Podany zostat algorytm komputerowy do wyznaczania realizacji na pod-
stawie danej niewlasciwej transmitancji singularnych uktadow ciagtych
z opoznieniami w wektorze stanu i wymuszeniu oraz w wektorze stanu
i odpowiedzi. Algorytm ten pozwala wyznaczy¢ realizacje dla singular-
nych uktadéw dyskretnych z opdznieniami o jednym wejsciu i jednym
wyjsciu (SISO) oraz wielu wejsciach 1 wielu wyjsciach (MIMO). Podany
algorytm dla singularnych uktadéw ciaglych z opdznieniami uwzglednia
réwniez wyznaczanie realizacji dla singularnych ukladow ciaglych bez
opdznien. Dziatanie i efektywnos¢ algorytmu zostato zilustrowane przy-
ktadem.

Stowa Kkluczowe: algorytm komputerowy, realizacja dodatnia, singularne
uktady ciagte, opdznienia.

Computer algorithm for computation positive
realizations of a given improper transfer
function of singular continuous-time
systems with delays

Abstract

A method for finding positive realizations of a given improper transfer
function of singular continuous-time systems with delays in state and in
inputs as well as in state and in outputs is proposed. Presented algorithm
for the singular continuous-time systems with delays allows us to compute
realization for the singular continuous-time systems with delays for SISO
and MIMO systems. Algorithm for the singular continuous-time systems
also allows us to compute realization for the singular continuous-time
systems without delays. A computer algorithm for computation positive
realizations of a given improper transfer function is presented and
illustrated by example.

Keywords: computer algorithm, positive realization, singular continuous-
time system, delay.

1. Wprowadzenie

W uktadach dodatnich wymuszenia, zmienne stanéw oraz od-
powiedzi przyjmuja tylko wartosci nieujemne. Taka sytuacja jest
spotykana w wielu dziedzinach techniki, biologii, ekonomi, medy-
cyny, itp. Przykladem moga by¢ wymienniki ciepta, kolumny
destylacyjne, modele populacji, modele epidemiologiczne, modele
zanieczyszczenia Srodowiska. Ze wzgledu na podane ogranicze-
nia, w odroznieniu od uktadéw standardowych, teoria uktadow
dodatnich opiera si¢ na przestrzeniach stozkoéw. Teoria takich
uktadow jest trudniejsza i mniej zaawansowana. Literatura doty-
czaca uktadéw dodatnich jest dos¢ bogata [3, 5]. Problem uktadow
dodatnich z opdznieniami byl rozpatrywany w pracach [4, 9].
Rozne metody wyznaczania ciagltych singularnych realizacji
dodatnich z opd6znieniami zostaly zaproponowane w pracach [2,
6 — 8]. Algorytm wyznaczania realizacji dodatnich dla ciagtych
uktadow z opdznieniami mozna znalez¢é w pracy [11].

Komputerowy algorytm wyznaczania dodatnich realizacji na
podstawie transmitancji singularnych uktadéow dyskretnych
z opdznieniami zostal podany w pracy [10].

W tej pracy zostanie przedstawiony komputerowy algorytm
wyznaczania realizacji dodatnich dla singularnych ukladéw cia-
glych z opdznieniami w wektorze stanu i wymuszeniu oraz
w wektorze stanu i odpowiedzi. Podany algorytm wyznaczania
realizacji dla singularnych uktadow ciaglych z opdznieniami
realizuje rowniez zagadnienia dotyczace wyznaczania realizacji
dla singularnych uktadéw ciagtych bez opdznien. Algorytm ten
dziatajacy w srodowisku MATLAB moze znalezé zastosowanie
przy rozwigzywaniu roznych problemoéw praktycznych w obszarze
automatyki, robotyki itp.

2. Podstawowe definicje i sformutowanie
zadania

Rozwazmy singularny ciagly uktad o wielu wejsciach oraz wie-
lu wyjsciach z 4 opdznieniami w wektorze stanu oraz ¢ opdznie-
niami w wektorze odpowiedzi opisany rownaniami:

Et(t) = > Ax(1 —id)+ But) (2.1a)
i=0
s0)= £ Cpxt- ja) (2.1b)
J=

przy czym x(t) € R" jest wektorem stanu, u(¢) € R” jest wekto-
y(t)eRP  jest wektorem

E. 4 e R™" i=0],.,h BeR", C; ERV”’ j=0,..4q, d>0

rem wymuszen, odpowiedzi,

opdznienie.

Definicja 2.1. [7] Singularny uktad:

ETx(t) = fA,Tx(t—idH > Clu(t - jd) (2.2a)
i=0 Jj=0
(1) = BT x(t) (2.2b)

nazywamy uktadem dualnym wzgledem uktadu (2.1), gdzie gérny
indeks T oznacza transpozycj¢ oraz x(¢),u(t),y(t) i E, A4,

i=01..h B, Cj, j=0,],..,q satesame jak dla uktadu (2.1).
Zaktadamy, ze det E=0 oraz:

d(s,w)=det[Es — Ay — Aw—...— w20, w=e9 (2.3)
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Warunki poczatkowe dla (2.1a) maja postac:
x0(2), te[-hd,0) (2.4)

Zaktadamy, ze macierze singularnego ciagtego uktadu (2.1) ma-
ja postaé kanoniczna [7]:

I, 1 O X
E =block diag [El,Ez,...,Em]eR”X”,Ej :{ ”_(/') 1 O}ER”/X”/

Ak =block diag [Alk>A2kr~-aAmk] € Ran’k = 0,1,...,h;

0 71, _ X7 1
Ajo—{ a:)j l}eRnfxnf,ajo—[a% woafy =10 L0
J
0 nixXn; 0 ri—1
Aji =|:a.:|ER 7 -/,aﬁ =[aj,- Clji 0 .. 0],
Ji
i=l..,hj=1.m

B=block diag [By,By...B,]e R™" B = (; R, j=1,..m

1
11 Clkn

Ce=| + .t |eR7M k=0],..q (2.5)
k k
ki ok,

Niech R bedzie zbiorem macierzy n x m o elementach nie-
ujemnycha R" = R™.

Definicja 2.2. [7] Uklad (2.1) nazywamy (wewngtrznie) dodat-
nim jezeli dla dowolnych dopuszczalnych warunkéw poczatko-

wych xo(r)eR}, te[-hd,0) i dla dowolnych wymuszen
u(tyeR,, u'P(t)eR,, 120, x(r)e R" oraz y(t)eR,, t>0.

Twierdzenie 2.1. [7] Uklad (2.1) z macierzami o postaci kano-
nicznej (2.5) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy:

a) elementy afi macierzy 4.k =0l...h; s nieujemne za wy-
C i—1
jatkiem a;fo j =1,...,m; ktéry moze by¢ dowolny; af»i >0 dla
j=l..,mi=01..,h; k=0,1,.,r,-1 za wyjatkiem a;f(;l,

j =1,...,m; ktéry moze by¢ dowolny;

k
i

>0 dla j=1.,n; i=0l..p; k=0,l,..,q9-

b) elementy ¢

k
i

macierzy Ck,k=0,1,...,q sg nieujemne czyli:

c

Uwaga 2.1. [7] Singularny dualny uktad (2.2) z macierzami
o postaci (2.5) oraz ¢ i #0 nie jest dodatnim uktadem jezeli
J

warunek b) Twierdzenia 2.1 jest spetniony, gdyz z (2.2a) mamy:
q; )
X, O)== % Cjyult—jd)
; j=0

Macierz transmitancji operatorowych uktadu (2.1) dana jest za-
leznoscia:

T(s,w) =[Co + Cyw e+ Cyw? [Es — dg — Apw—...— 4w 1B
(2.6)

a dla uktadu dualnego (2.2):

T(s,w)=BT[ETs— 4] — Al w—..— Al W' T [C] + T w ..k CTw)

2.7)
Definicja 2.3. [7] Macierze:
Ay € R™" E, A, eRP",i=1..h; BeRI",
C;e R j=0],..q (2.8)

nazywamy dodatnig singularng realizacja danej macierzy transmi-
tancji operatorowych T'(s,w) jezeli spetniajg one réwnanie (2.6).
Zadanie realizacji dodatniej (minimalnej) dla ciagtych uktadow
z op6znieniami mozna sformutowaé nastepujaco:
Dana jest macierz niewtasciwych transmitancji operatorowych
1(s,w), nalezy wyznaczy¢ dodatnig singularna realizacj¢ tej macie-
1zy.

3. Rozwigzanie zadania wyznaczania
realizacji dodatnich

Rozwiazanie problemu realizacji dla singularnych uktadow cia-
glych z opdznieniami typu SISO oraz MIMO zostato przedstawio-
ne wraz z dowodami w publikacjach [2, 6 — 8]. Rowniez w wspo-
mnianych publikacjach mozna odnalez¢ szczegétowe procedury
postepowania, na ktorych opiera si¢ proponowany w tej pracy
algorytm. W niniejszej pracy zostang przedstawione jedynie nie-
zbedne informacje potrzebne do wyznaczenia i zrozumienia tego
algorytmu.

Macierz transmitancji operatorowych singularnego ciagtego
uktadu opisanego rownaniami (2.1) ma postac:

bll(S,W) blm(S,W)
al(s,w) am(s,w)
T(s,w)= : : 3.1
bpl(S,W) bpm(SaW)
al(s,w) am(s,w)
gdzie:
G ri-l
aj(s,w)=s faj,j,l(w)s ——aj(w)s —ajo(w)
h.
ajk(w):afh.w J +‘..+a§1w+a§0 3.2)
J
j=Lo,m; k=0,1,.,r; -1
oraz:
-1 o
by (s.w) = (W™ b (s +bY(w)
kq; g,
b (w) = b w7+ b w4 b 33)

Jj=L..,m; i=1..p; k= 0,L,....n; —1;

j-ta kolumna tej macierzy transmitancji operatorowych ma postaé [7]:

1 blj(S,W)

C. a;(s,w)
TJ(S’W):a,j(EViZ) = ) (3.4)

TASE pj(S,W)

J
ol a;(s,w)
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gdzie:
C; (W) =[Cyw? 4.+ Cw+Cyl, =
cfilwq+...+c11]w+c10] clqan+...+c11nw+c10n
q .49 1 0 q ..q 1 0
W+t epwtcp chawd +.tepwtcy, )
h=max;h;, g=max ;q; (3.5)

jest j-ta kolumng macierzy C(w).
Poréwnujac wspodtczynnik przy tej samej potedze zmiennych s
i w licznikdw réwnania (3.5) otrzymamy:

0 _,00 1 _,0l 0 —
cr=birs ey =bts s ol =byts s gl =T

0 _,00 1 _,01 -,

Ccpt =bpls Cpy =bpys e s el =bpm™ (3.6)

Twierdzenie 3.1. Istnieje dodatnia singularna realizacja postaci
(2.5) macierzy transmitancji operatorowych (3.1) jezeli:

a) wspotezynniki a;k, i=0L..r; =13 j=0L.om; k=0,..h;

. . N - i—1 .
mianownika a;(s,w) sa nieujemne z wyjatkiem a;:’o , ktory

moze by¢ dowolny;

b) wspodtczynniki bé‘/, j=l..,m; i=1,.p; k:O,l,...,nj—l;

1=0,1,...,q; licznika by (s,w) sa hieujemne;

Jezeli warunki Twierdzenia 3.1 sa spetnione, to wtedy dodatnig
singularng realizacj¢ macierzy transmitancji operatorowych (3.1)
mozna wyznaczy¢ korzystajac z nastgpujacej procedury:

Procedura:

Krok 1. Dla danej macierzy transmitancji operatorowych (3.1)
wyznaczamy:

n; =l+max; styb;(s,w); q; =1+max; st by (s,w);

hj :stwaj(s,w); v :stsaj(s,w); i=l..,p; j=1..,m

Krok 2. Znajac wspodtczynniki a}k wielomianu  a;(s,w)

j=1,...,m; wyznaczamy macierze Ej,Aj0.aj0,4ji,a -

Krok 3. Znajac wspotczynniki bl.]/‘.l wielomianu bi/(S»W) oraz

korzystajac z (3.6) wyznaczamy macierze C;, j=0,l,..,q; oraz
macierz B o postaci (2.5).

3.1. Algorytm komputerowy

Na podstawie przedstawionych w rozdziale 2 rozwazan, zostat
opracowany algorytm dziatajacy w $rodowisku programowym
MATLAB. Zostanie podana sie¢ dzialan algorytmu komputero-
wego, ktory pozwala wyznaczy¢ realizacje dla podanych wspdt-
czynnikow licznika i mianownika transmitancji 7(s,w). Algorytm
opiera si¢ na procedurach przedstawionych w [2, 6 — 8] uwzgled-
niajac rowniez zastrzezenia odnosnie realizacji dla uktadéw dual-
nych. Jedna z metod zostata uogolniona z uktadéw typu SISO [§]
na ukfady typu MIMO. Kod zrédlowy algorytmu w formie
m-pliku dostepny jest pod adresem e-mail autorow.

Wynikiem dziatania algorytmu jest zestaw macierzy bedacych
realizacjg danej transmitancji. Liczba i posta¢ macierzy zalezy od
liczby opdznien w ukladzie oraz stopnia badz stopni licznikow
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transmitancji operatorowej. Dodatnio$¢ otrzymane;j realizacji zalezy

od nieujemnosci wspotczynnikdw transmitancji operatorowe;.

1 — wprowadzanie danych poczatkowych;
2 — wprowadzanie wspotczynnikow transmitanc;ji;
3 — wyznaczanie gtownych i dodatkowych zmiennych
algorytmu:
- weryfikacja najwigkszego op6znienia licznika
i mianownika;
- przygotowanie zmiennych pomocniczych;
- grupowanie danych do odpowiednich macierzy;
4 — sprawdzanie warunkow istnienia realizacji zgodnie
z wspomnianymi definicjami i twierdzeniami;
5 — wyznaczanie realizacji i prezentacja wynikow wraz
5 z komentarzami;

Koniec

Po uruchomieniu algorytmu podajemy liczbe wejs¢ 1 wyjsé
uktadu oraz stopnie licznikow i mianownikéw (1). Nastgpnie
wprowadzamy wspotczynniki opdznien w zapisie wektorowym
wierszowym (2) poczawszy od najwigkszego zastepujac niewy-
stgpujace opdznienia zerami. Wszystkie liczniki i mianowniki sg
wprowadzane kolumnowo dla kolejnych wejsé, czyli dla kazdego
wejscia macierzy transmitancji operatorowych nalezy podaé sto-
pien mianownika oraz wielomiany zmiennej w, a nastgpnie dla
kolejnych wyjs¢ stopnie licznikéw oraz odpowiadajace im wielo-
miany zmiennej w. W niniejszym programie zostaly zastosowane
algorytmy kontroli wprowadzania danych oraz ograniczajace ilo$¢
wyswietlanych niezbgednych macierzy (3). Nastgpnie algorytm
sprawdza wprowadzone dane (4) w celu wyswietlenia informacji
o potwierdzeniu badz zaprzeczeniu dodatniosci wyznaczonej
realizacji (5). Krok (5) algorytmu stanowi jego sedno i w tej czegsci
znajduja si¢ polecenia odpowiedzialne za wlasciwe wyznaczania
macierzy realizacji opierajace si¢ na wprowadzonych danych.
W celu uzyskania realizacji dodatniej dla singularnego uktadu bez
opdznien typu SISO/MIMO nalezy wpisa¢ wielomiany zmiennej
w jako pojedyncze liczby.

4. Przyktad dziatania algorytmu

Dziatanie algorytmu przedstawmy na przykladzie uktadu
o dwodch wejsciach i dwoch wyjsciach, ktorego macierz transmi-
tancji operatorowych ma postac:
W2+ (W2 + D52+ (w+2)s+ w2 +2w+1 52+ (2w +1)s+w+2
s2—@w? +Ds—(w+1)
(w+ l)s2 +wls+2w+3
s2—(@2w? +Ds—(w+1)

s—(w2+w+1)

2.2

T(s,w)=
wosT+(w+1)s+2

s—(w2+w+1)

Korzystajac z proponowanego algorytmu, po wprowadzeniu
danych otrzymujemy poszukiwana realizacj¢ o postaci:

1 000000
0100000
0010000
E=[0 0 00 0 0 O}
0000100
00000O0T10
000000 0
(01 0 0 0 0 0]
00 1 00 0 0
00 0 1 0 0 0
A=[11 -100 0 0
00 0 00 1 0
00 0 00 0 1
00 0 01 -1 0]
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A =

Ay =

B{
ft210
°Z13 01 0
[t oo 1
27010 0

1

T

SO O O O O O O O o o — o o o

S

(e

S O NN

SO O O N O OO O o o o o oo

- O O

—_—

S N

00 0 0 0]
00000
00000
0000 0}
00000
00000
001 0 0]
000 0 O]
00000
00000
000 0 0}
00000
00000
0010 0
0100 0]
00001}

1} {21001
=

0 20100

0 0
1 0

0 0010000
1} {0000000}

- oraz po uwzglednieniu dualnosci uktadu:

1
0

0
E=|0
0

0

K

K

1

0
Ay=|0
0

0

K

[0

0

0

A =0
0

0

K

[0

0

0

A, =0
0

0

K

o0 "o 9 ocoocoo o~ o

O O O O O O O O o o o o o o

S O O O O o O
SO O = O O o O
S = O O O O O

[

S e e T e e cooo o — oo
| —_
—_

—_ o = O O o O

S O o O

cC o0 o0 oc o0 OO0 oo o oo
O o cC o o NOoO OO0 o o0 o o~
O O 00 0 0O O 90000090 o —~o0 oo oo
cC o c o0 oc o0 OO0 oo o oo

S O O O O o O

S O = O O o O

S O = O O O O

(2.17)
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121021 17" 210010 o]
BOZ 'Blz
3010210 2010010
1001020 001000 0]
Bzz 'B3:
010000 1 000000 0
foo0oo01000
“lo o000 01

S

(2.18)

Wyznaczona singularna realizacja dla uktadu dualnego wzgle-
dem uktadu z opéznieniami w wektorze stanu i wektorze wymu-
szen, w stosunku do uktadu z opodznieniami w wektorze stanu
i wektorze odpowiedzi nie jest dodatnia (patrz UWAGA 2.1).

5. Podsumowanie

Na podstawie przedstawionych rozwazan oraz procedur wyzna-
czania realizacji dodatnich [2, 6 — 8] dla singularnych uktadow
ciaglych z op6znieniami zostal opracowany algorytm komputero-
wy umozliwiajacy szybkie uzyskanie wynikow przy uzyciu sro-
dowiska programowego MATLAB. Przydatno$¢ proponowanego
algorytmu wzrasta wraz ze wzrostem rzedu uktadu. Umozliwia on
szybkie generowanie rozwiazania dla uktadow o dowolnym rze-
dzie i réznych wartosciach opodznien. Przejrzysta konstrukcja
czyni go czytelnym i tatwym w uzyciu.

Autorzy piszac algorytm starali si¢, w oparciu o posiadang
przez nich wiedzg, przewidzie¢ mozliwie jak najwigcej réznych
kombinacji opdznien i stopni licznikow oraz mianownikéw. Moz-
liwe warianty wprowadzania danych wejsciowych zostaly $wia-
domie ograniczone w celu uniknigcia blednego dzialania algoryt-
mu. Na koncu algorytmu znajduje si¢ legenda, ktéra objasnia
uzyte w algorytmie oznaczenia.
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