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A b s t r a c t  
 

Ac c u r a t e  m e a s u r e m e n t  o f  i r r e g u l a r i t i e s  o f  t h e  g e o m e t r i c a l  s u r f a c e  s t r u c t u r e  
r e q u i r e s  m a t h e m a t i c a l  d e f i n i t i o n  o f  r e l e v a n t  r e f e r e n c e  s u r f a c e ,  w h i c h  i s  
c a l l e d ,  a c c o r d i n g  t o  t h e  n e w e s t  t e r m i n o l o g y ,  a n  a s s o c i a t e d  s u r f a c e . T h e  
s u r f a c e  i s  t h e  r e f e r e n c e  f e a t u r e  i n  r e l a t i o n  t o  w h i c h  a p p r o p r i a t e  s u r f a c e  
p a r a m e t e r s  a r e  c a l c u l a t e d . F r e q u e n t l y ,  t h e  l e a s t  s q u a r e s  o r  m i n i m u m  z o n e  
c y l i n d e r s  h a v e  b e e n  u s e d  a s  a s s o c i a t e d  f e a t u r e s  i n  m e a s u r e m e n t s  o f  
c y l i n d r i c i t y . T h e  a s s o c i a t e d  f e a t u r e  w h i c h  i s  a n  i d e a l  c y l i n d e r  i s  n o t  
s u i t a b l e  f o r  m e a s u r i n g  e l e m e n t s  t h a t  a r e  n o t  n o m i n a l l y  c y l i n d r i c a l  b u t  f o r  
e x a m p l e  b a r r e l - o r  s a d d l e -s h a p e d . T h e  p a p e r  d e s c r i b e s  t h e  p r o b l e m  o f  
c a l c u l a t i o n  o f  t h e  a s s o c i a t e d  f e a t u r e  f o r  b a r r e l - o r  s a d d l e -s h a p e d  s u r f a c e s . 
 
K e y w o r d s :  a s s o c i a t e d  s u r f a c e ,  f o r m  d e v i a t i o n ,  b a r r e l ,  s a d d l e . 
 1 .  Introd uc tion 
 
A c c u rat e m easu rem en t  o f  irreg u l arit ies o f  t h e g eo m et ric al  

su rf ac e st ru c t u re req u ires m at h em at ic al  def in it io n  o f  rel ev an t  
ref eren c e su rf ac e,  w h ic h  is c al l ed ac c o rdin g  t o  t h e n ew est  
t erm in o l o g y ,  an  asso c iat ed su rf ac e [ 1 ,  2] .  T h e su rf ac e is t h e 
ref eren c e f eat u re in  rel at io n  t o  w h ic h  ap p ro p riat e su rf ac e 
p aram et ers are c al c u l at ed.  I n  c y l in dric it y  m easu rem en t s,  t h e l east  
sq u ares o r m in im u m  z o n e c y l in ders h av e m o st l y  b een  u sed as 
asso c iat ed f eat u res [ 3 ] .  H o w ev er,  an  ideal  c y l in der c an n o t  b e 
em p l o y ed as an   asso c iat ed f eat u re w h en  m easu rin g  el em en t s are 
n o t  n o m in al l y  c y l in dric al  b u t  f o r ex am p l e b arrel - o r saddl e-
sh ap ed.  T h is p ap er is c o n c ern ed w it h  n ew  m et h o ds o f  c al c u l at io n  
o f  t h e asso c iat ed f eat u re f o r b arrel - o r saddl e-sh ap ed su rf ac es.  
 2 .  Assoc iate d  surfac e s 

 
L et  u s c o n sider C art esian  c o o rdin at e sy st em  xyz an d c y l in dric al  

c o o rdin at e sy st em  asso c iat ed t o  t h e sy st em  xyz.  L et  c o o rdin at es o f  
t h e c y l in dric al  c o o rdin at e sy st em  b e desc rib ed b y  set s o f  t h ree 
n u m b ers ),,( zr ϕ .  W e w il l  c o n sider ro t ary  su rf ac e,  w h o se 
g en erat rix  c an  b e desc rib ed b y  t h e f o l l o w in g  eq u at io n :  
 

],0[),( HzzRr n ∈=  
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I n  t h is p ap er su rf ac es,  w h o se g en erat rix  is t h e f rag m en t  o f  t h e 

c irc l e w il l  b e an al y z ed.  T w o  t y p es o f  su c h  su rf ac es w il l  b e 
c o n sidered:  a b arrel  sh ap ed su rf ac e (see F ig .  1 a)) desc rib ed b y  t h e 
eq u at io n  

22 )()( cccn zzRrzR −−+=             (1 ) 
 
an d a saddl e sh ap ed o n e (S ee F ig .  1 b )) desc rib ed b y  t h e eq u at io n  
 

22 )()( cccn zzRrzR −−−=             (2) 
 
 

a )  

  
 
b )  

  
F i g .  1 .   M a t h e m a t i c a l  d e s c r i pt i o n  o f  t h e  a s s o c i a t e d   s u r f a c e :  a )  a  b a r r e l  s h a pe d  

s u r f a c e ,  b )  a  s a d d l e  s h a pe d  s u r f a c e  
 
A s w e c an  see,  f o r cp zz =  radiu s o f  t h e b arrel  reac h es it s 

m ax im u m  an d eq u al s cc RrRO += .  M o reo v er,  f o r cp zz =  
radiu s o f  t h e saddl e sh ap ed su rf ac e reac h es it s m in im u m ,  t o o  an d 
eq u al s cc RrRO −= .  P o in t  ),( cc zr  is t h e c en t re o f  t h e c irc l e 
c o n t ain in g  t h e f rag m en t  o f  t h e c irc l e (1 ) an d c irc l e (2).  
I n  F ig .  2 v iew s o f  t y p ic al  b arrel  an d saddl e sh ap ed su rf ac es are 

p resen t ed.  
L et  u s assu m e t h at  t h e w o rk p iec e is l y in g  o n  t h e m easu rin g  

t ab l e o f  t h e dev ic e f o r c y l in dric it y  m easu rem en t s.  L et  u s c o n sider 
an o t h er C art esian  c o o rdin at e sy st em  X ’ Y ’ Z’  an d c y l in dric al  
c o o rdin at e sy st em  asso c iat ed t o  t h e C art esian  c o o rdin at e sy st em .  
T h e Z´  ax is o f  t h e c y l in dric al  c o o rdin at e sy st em  c o in c ides t h e ax is 
o f  t h e m easu rin g  t ab l e o r sp in dl e.  I f  p o sit io n  o f  t h e ax is Z’  is 
ap p ro x im at el y  t h e sam e as t h e p o sit io n  o f  t h e Z ax is w e c an  
assu m e t h at  dep en den c e b et w een  c o o rdin at es )',','( zr ϕ  in  t h e 
sy st em  asso c iat ed t o  t h e m easu rin g  t ab l e an d c o o rdin at es ),,( zr ϕ  
in  t h e sy st em  asso c iat ed t o  t h e w o rk p iec e c an  b e w rit t en  as 
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follow s:  ϕϕϕϕ sincossincos' zdzdeerr yxyx −−−−= ,  ϕϕ =' ,  
ZZ =' . P arameters yxyx ddee ,,,  defin e mu tu al loc ation  of ax es 

Z' an d Z [ 2 ] . 
 
 

a)                b ) 

            
F i g .  2 .   G rap h i c al  re p re s e n t at i o n  o f  c o n s i d e re d  s u rf ac e s :  a) b arre l ,  b ) s ad d l e  
 
L et ),,'( iii zr ϕ∆ , Mi ,...,2,1=  be the series of rec orded 

samples related to relev an t poin ts on  the su rfac e of the w ork piec e. 
B ec au se measu remen ts of the radiu s c han g e are relativ e,  therefore 
in  order to ac c en t this w e replac e sy mbol 'ir  w ith 'ir∆ . 
C oordin ates ),( ii zϕ  of the samples depen d on  measu remen t 
method applied. I n  c y lin dric ity  measu remen ts ty pic al 
measu remen t methods are:  c ross-sec tion s method,  lon g itu din al 
sec tion s method,  “ bird-c ag e”  method an d spiral trac e method. A s 
it w as prev iou sly  w ritten ,  in  order to c alc u late dev iation s from the 
n omin al su rfac e,  so-c alled assoc iated (referen c e)  su rfac e shou ld be 
determin ed at first. A ssoc iated su rfac e has shape respon din g  the 
shape of n omin al su rfac e an d it is appropriately  fitted to 
measu remen t data. A ssoc iated su rfac es are u su ally  c alc u lated by  
the least sq u ares or min imu m z on e method. I t shou ld be n oted that 
method of the radiu s c han g e measu remen t is the relativ e method. 
T herefore,  as a n omin al su rfac e w e shou ld c on sider w hole g rou p 
of su rfac es desc ribed by  the formu la czRr n += )( ,  w here c is 
c on stan t.  
I n  the n ex t sec tion s of the paper the method allow in g  

c alc u lation  of barrel an d saddle shaped assoc iated su rfac es w ill be 
desc ribed. T he method c on sists of three steps. A t first the shape of 
g en eratrix  is approx imated by  the poly n omial of relev an t order. 
T he sec on d step is c alc u lation  of approx imated v alu es of 
g en eratrix  parameters cc zR ,  on  the basis of an aly tic al eq u ation s. 
I n  the last step v alu es c alc u lated in  step tw o bec ome the in pu t 
parameters in  the iterativ e Gau ss-New ton  proc edu re [ 3 ] . 
 

3. A l g o r i t h m  f o r  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  b a r r e l  
a n d  s a d d l e  s h a p e d  a s s o c i a t e d  s u r f a c e s  

 
L et u s assu me that obtain ed series of samples,  w hose 

c oordin ates in  the c y lin dric al c oordin ate sy stem assoc iated to the 
measu rin g  table,  are eq u al ),,( iii zr ϕ∆ , Mi ,...,2,1=  [ 4 ,  5 ] . 
M easu remen ts of radiu s c han g e are relativ e,  thu s w e c an  c alc u late 
on ly  su rfac e parameters cR  an d cz . P arameters of the referen c e 
su rfac e w e c an  c alc u late u sin g  the least sq u ares method by  
min imiz ation  of the in dic ator 
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F u n c tion  ih  is n ot lin ear. T herefore,  for min imiz ation  of the 

in dic ator J the Gau ss-New ton  alg orithm c an  be u sed. T his 
alg orithm req u ires k n ow ledg e of su ffic ien tly  ac c u rate ev alu ation s 
of in pu t parameters. H ow ev er,  su c h ev alu ation  is often  n ot 
av ailable (for ex ample if n omin al radiu s cR  is v ery  larg e) . I n  su c h 
c ases dev elopmen t of the method allow in g  g ood prelimin ary  
ev alu ation  of parameters cR  an d cz  is req u ired. I n  the n ex t 
sec tion  proc edu re of c alc u lation  of referen c e su rfac e parameters 
c on sistin g  of three steps is presen ted. T he first tw o steps allow  
c alc u lation  of g ood ev alu ation s of parameters. T he third step is the 
Gau ss-New ton  proc edu re. 
 
3.1. S t e p  1 
 
L et u s c alc u late parameters of reg ression  su rfac e an d 

approx imation  of the fu n c tion  )(zRn  by  the poly n omial of 
relev an t order [ 2 ] .  
 

n
nzazazaazp ++++= ...)( 2

210       (5 )  
 
T hu s,  the referen c e su rfac e w ill be desc ribed by  
 

ϕϕϕϕϕ sincossincos)(),( zdzdeezpzR yxyxr −−−−=  
θTw=          (6 )  

 
O bv iou sly ,  w e c an  apply  an other method of approx imation . F or 

ex ample,  in  order to en su re g ood c on dition s of the task ,  w e c an  
replac e series }{ i

z  w ith relev an t L eg en dre or T c heby shev  
poly n omials [ 6 ] . R eferrin g  to the least sq u ares c riterion ,  optimu m 
solu tion  w ill be c alc u lated from the formu la:  
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I n  order to c hec k  q u ality  of approx imation  by  desc ribed 

method,  c ompu ter simu lation s w ere performed. T he simu lation s 
allow ed to selec t appropriate approx imation  order.  
A ssu min g  that su rfac e ax is c oin c ides ax is of rotation  w e c an  

c alc u late parameters of the poly n omial )(zp  by  the min imiz ation  
of the in teg ral:  
 

∫ −++++
H

n
n

n dzzRzazazaa
0

22
210 ))(...(            (8 )  

 
F or simu lation  parameters:  20=H mm,  50=cR mm,  

10=cz mm,  45=cr mm an d for the deg ree of the approx imation  
poly n omial 2=n  follow in g  v alu es of approx imation  parameters 
w ere obtain ed:  
 

99216,30 =a ,  201743,01 =a ,  0100872,02 −=a . 
 
A c c ordin g ly ,  for the same simu lation  parameters bu t for the 

approx imation  by  the poly n omial of the 4 th deg ree,  follow in g  
approx imation  c oeffic ien ts v alu es w ere obtain ed:  
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98981,30 =a , 204093,01 =a , 0106159,02 −=a , 
0000411,03 =a , 6

4 1002803,1 −×−=a . 
 
C o mparis o n  o f  o b t ain ed appro x imat io n  co ef f icien t s  s h o w  t h at  

appro x imat io n  o f  2 n d o rder is  s u f f icien t . 
 
3.2. S t e p  2 
 
L et  u s  n o t ice t h at  po in t s  l y in g  o n  t h e n o min al  s u rf ace ),( zr  

f u l f il l  t h e co n dit io n  
 

222 )()( ccc Rrrzz =−+− .             ( 9 )  
 
I t  s h o u l d b e n o t ed t h at  pzz = . T h u s , t ran s f o rmin g  eq u at io n  ( 9 )  

w e can  w rit t en  it  in  t h e f o l l o w in g  f o rm 
 

ccccc rrzzzrRRz 22)()( 22222 ++−−=+         ( 1 0 )  
 

an d t h en  in  t h e l in ear f o rm 
 

ϑTwv = , )( 22 rzv += , [ ]Trzw 221= , [ ]Tccccc rzzrR )( 222
−−=ϑ .           ( 1 1 )  

 
I f  w e as s u me t h at  po in t s  ),( zr  appro x imat el y  f u l f il l  depen den ce 
 

n
np zazazaar ++++= ...

2
210 ,              ( 1 2 )  

 
t h en  w e can  cal cu l at e appro x imat e v al u es  ϑ  b y  min imiz at io n  o f  
t h e in dicat o r 

∫ −=

H T dzwvJ
0

2)( ϑ ,          ( 1 3 )  
 

an d t h en  w e o b t ain  
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S o , paramet ers  ϑ  can  b e cal cu l at ed an al y t ical l y  u s in g  

appro x imat io n  ( 5 ) . 
A f t er dev el o pin g  eq u at io n s  al l o w in g  appro x imat io n  o f  2 n d an d 

4 t h  o rder an d af t er perf o rmin g  cal cu l at io n s  w e o b t ain  f o l l o w in g  
res u l t s :  
- co ef f icien t s  o f  t h e appro x imat io n  o f  2 n d o rder:  

 
99215,30 =a , 201746,01 =a , 0100873,02 −=a , 

 
- co ef f icien t s  o f  t h e appro x imat io n  o f  t h e 4 t h  o rder:  

 
98981,30 =a , 204093,01 =a , 0106159,02 −=a , 

0000411,03 =a , 6
4 1002803,1 −×−=a . 
 

C o mparis o n  o f  co ef f icien t s  v al u es  s h o w s  t h at  appro x imat io n  o f  
4 t h  o rder al l o w s  o b t ain in g  accu rat e res u l t s . 
 
3.3. S t e p  3 
 
I n  s t ep t h ree w e appl y  G au s s -N ew t o n  met h o d s t art in g  f ro m t h e 

v al u es  ),,,,,,( yxyxccc ddeezRr  o b t ain ed in  t h e prev io u s  t w o  
s t eps . P art ial  deriv at iv es  o f  t h e f u n ct io n  ( 4 )  w rit t en  as  rel ev an t  
el emen t s  o f  t h e v ect o r wi are f o l l o w in g  
 












−−

−
−−

= ϕϕϕϕ sin,cos,sin,cos,
)(

,
)(

,1
2222

zz
zzR

zz

zzR

Rw
cc

c

cc

c
i    

( 1 5 )  
T h en  w e appl y  f o l l o w in g  pro cedu re:  

1 . O n  t h e b as is  o f  s t eps  o n e an d t w o  w e def in e in pu t  paramet ers  
v al u es  [ ]Tyxyxccc ddeezRr ,,,,,,=χ  
 

2 . W e cal cu l at e t h e co rrect io n s :  
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),,,,,,( yxyxcccii ddeezRrhv = . 

 
W e as s u me χχ∆χ +=:  an d if  t h e co rrect io n  χ∆  is  

s u f f icien t l y  s mal l  w e s t o p, if  n o t , w e g o  b ack  t o  t h e po in t  2 . 
 
4. V e r i f i c a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  
 
4.1 . I n p u t  p a r a m e t e r s  
 
I n  o rder t o  v erif y  dev el o ped al g o rit h m pract ical l y , f o l l o w in g  

b arrel  s h aped pro f il e w as  co n s idered:  
 

2)()( cccc zzzRrzR −−+= . 
 
F o l l o w in g  b arrel  paramet ers :  20=H mm, 50=cR  mm, 

12=cz mm, 45−=cr mm an d u n k n o w n  po s it io n  o f  t h e ax is  o f  
cy l in drical  s u rf ace:  01.0=xe  µm, 01.0−=ye  µm, Hdx /01.0=  
µm, Hd y /02.0=  µm w ere as s u med. 
T h e dat a s et  w as  g en erat ed as s u min g  t h at  s ampl es  are 

dis t rib u t ed ran do ml y  in  t h e area 
 [ ] [ ] [ ] [ ]HHHz ,2/2,2/,0,0),( ×∪×= πππϕ . 
 
D iag ram o f  t h e s ampl in g  po in t s  in  t h e co o rdin at e s y s t em 

as s o ciat ed t o  t h e w o rk piece is  pres en t ed in  F ig . 3 . 
 

  
F i g .  3 .  D i a g r a m  o f  t h e  s a m p l i n g  p o i n t s  i n  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  a s s o c i a t e d   

t o  t h e  w o r k p i e c e  
 



232    PAK vol. 5 4 ,  n r  5 / 2 0 0 8  
 

4.2. S i m u l a t i o n  r e s u l t s  
 
C a l c u l a ti on s  w er e per f or m ed  i n  th r ee s ta g es  r es pon d i n g  to 

c on s ec u ti v e s teps  of  th e a l g or i th m  d es c r i b ed  i n  S ec ti on  3 .  I n  F i g .  4  
d i a g r a m  of  d i f f er en c e b etw een  th e d a tu m  pr of i l e a n d  th e pr of i l e 
ob ta i n ed  a f ter  c on d u c ti n g  th e f i r s t s tep of  th e a l g or i th m  i s  
pr es en ted .  
 

  
F i g .  4 .   D i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  d a t u m  p r o f i l e  a n d  t h e  p r o f i l e  o b t a i n e d  a f t e r  

c o n d u c t i n g  t h e  f i r s t  s t e p  o f  t h e  a l g o r i t h m   
 
A s  w e c a n  s ee i n  F i g .  4 ,  th e m a x i m u m  v a l u e of  th e d i f f er en c e 

a f ter  per f or m i n g  th e f i r s t s tep of  th e a l g or i th m  eq u a l s  a b ou t 3 . 1  
µm .  
F i g u r e 5  pr es en ts  th e d i f f er en c e b etw een  th e d a tu m  pr of i l e a n d  

th e pr of i l e ob ta i n ed  i n  th e s ec on d  s tep of  th e a l g or i th m .  
 
 

  
F i g .  5 .   D i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  d a t u m  p r o f i l e  a n d  t h e  p r o f i l e  o b t a i n e d  a f t e r  

c o n d u c t i n g  t h e  s e c o n d  s t e p  o f  t h e  a l g o r i t h m  
 
A s  w a s  s h ow n  i n  F i g .  5 ,  th e m a x i m u m  v a l u e of  th e d i f f er en c e 

b etw een  th e pr of i l es  d ec r ea s ed  f r om  3 . 1  µm  to 2 . 1  µm  a f ter  
c on d u c ti n g  th e s ec on d  s tep of  th e a l g or i th m .  

F i g u r e 6  pr es en ts  th e d i f f er en c e b etw een  th e d a tu m  pr of i l e a n d  
th e pr of i l e ob ta i n ed  i n  th e l a s t s tep of  th e a l g or i th m  ( f i r s t 
i ter a ti on ) .  
 
 

  
F i g .  6 .   D i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  d a t u m  p r o f i l e  a n d  t h e  p r o f i l e  o b t a i n e d  a f t e r  

c o n d u c t i n g  t h e  l a s t  s t e p  o f  t h e  a l g o r i t h m  ( f i r s t  i t e r a t i o n )  
 
A n a l y z i n g  d i a g r a m  s h ow n  i n  F i g .  6 ,  w e c a n  c on c l u d e th a t th e 

m a x i m u m  d i f f er en c e b etw een  d a tu m  pr of i l e a n d  pr of i l e a f ter  
a ppr ox i m a ti on  eq u a l s  a b ou t 0 . 0 7  µm .  T h er ef or e w e c a n  a s s u m e 
th a t a f ter  c on d u c ti n g  on l y  on e i ter a ti on  of  th e th i r d  s tep of  th e 
a l g or i th m  w e pr a c ti c a l l y  ob ta i n  a c c u r a te pa r a m eter s  v a l u es .  
 
5 . C o n c l u s i o n s  
 
R es u l ts  of  i n v es ti g a ti on s  d es c r i b ed  i n  th e pr ev i ou s  s ec ti on  s h ow  

th a t a f ter  c on d u c ti n g  f i r s t i ter a ti on  of  th e th i r d  s tep of  th e 
a l g or i th m  w e ob ta i n  a c c u r a te pa r a m eter s  of  a s s oc i a ted  s u r f a c e.  I n  
or d er  to i n v es ti g a te th e a l g or i th m  m or e a c c u r a tel y  a d d i ti on a l  
s i m u l a ti on s  w er e per f or m ed .  T h ei r  r es u l ts  pr ov ed  th a t c on s ec u ti v e 
i ter a ti on s  d i d  n ot c a u s e s i g n i f i c a n t i n c r ea s e of  a ppr ox i m a ti on  
q u a l i ty  a n d  c on d u c ti n g  on l y  on e i ter a ti on  i s  s u f f i c i en t.  O n e c a n  
n oti c e th a t ob ta i n ed  pa r a m eter s  v a l u es  a r e n ot ex a c tl y  th e s a m e a s  
i n pu t pa r a m eter s .  T h i s  i s  th e r ea s on  of  th e f a c t th a t m od el  of  
d epen d en c es  b etw een  th e c oor d i n a tes  i n  th e s y s tem  f i x ed  to th e 
w or k pi ec e a n d  c oor d i n a tes  i n  th e s y s tem  f i x ed  to th e ta b l e u s ed  f or  
g en er a ti n g  m ea s u r em en t d a ta  w a s  n ot l i n ea r ,  b u t m eth od  of  
c a l c u l a ti on  of  th e pa r a m eter s  pr es en ted  i n  th i s  pa per  i s  b a s ed  on  
th e l i n ea r  m od el .  I n  or d er  to ob ta i n  h i g h er  a c c u r a c y  m or e pr ec i s e 
c en ter i n g  a n d  l ev el i n g  of  th e w or k pi ec e s h ou l d  b e a ppl i ed .   
 
T h e  w or k  w a s  p r e s e n t e d  a t  t h e  I V . I n t e r n a t i on a l C on g r e s s  on  Pr e c i s i on  

M a c h i n i n g  – I C PM  2 0 0 7 ,  S a n d om i e r z -Ki e lc e ,  S e p t e m b e r  2 0 0 7 . 
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O b l i c z a n i e  e l e m e n t u  s k o j a r z o n e g o  d l a  o b r o t o w y c h  c z ę ś c i  m a s z y n   
z  o d c h y ł k ą  b a r y ł k o w o ś c i  i  s i o d ł o w o ś c i  
 

Streszczenie 
 
D ok ł a d n y  p om i a r  s t r u k t u r y  g e om e t r y c z n e j  p ow i e r z c h n i  w y m a g a  
m a t e m a t y c z n e g o z d e f i n i ow a n i a  od p ow i e d n i e j  p ow i e r z c h n i  od n i e s i e n i a ,  
z w a n e j  z g od n i e  z  n a j n ow s z ą  t e r m i n olog i ą ,  p ow i e r z c h n i ą  s k oj a r z on ą . 
Pow i e r z c h n i a  t a k a  s t a n ow i  e le m e n t  od n i e s i e n i a ,  w z g lę d e m  k t ó r e g o 
ob li c z a n e  s ą  od p ow i e d n i e  j e j  p a r a m e t r y . W  p om i a r a c h  od c h y ł e k  
w a lc ow oś c i  n a j c z ę ś c i e j  s t os ow a n e  s ą  w a lc e  s k oj a r z on e  m e t od ą  
n a j m n i e j s z y c h  k w a d r a t ó w  lu b  m i n i m a ln e j  s t r e f y . E le m e n t  s k oj a r z on y ,  
k t ó r y m  j e s t  i d e a ln y  m a t e m a t y c z n i e  w a le c  n i e  j e s t  j e d n a k  od p ow i e d n i  d la  
c z ę ś c i  m a s z y n ,  k t ó r e  n om i n a ln i e  c e c h u j ą  s i ę  od c h y ł k ą  b a r y ł k ow oś c i  lu b  
s i od ł ow oś c i . N i n i e j s z y  a r t y k u ł  d ot y c z y  z a g a d n i e n i a  ob li c z e n i a  e le m e n t u  
s k oj a r z on e g o d la  p ow i e r z c h n i  b a r y ł k ow y c h  i  s i od ł ow y c h . 
 

Sł o w a  k l u czo w e :  p ow i e r z c h n i a  s k oj a r z on a ,  od c h y ł k a  k s z t a ł t u ,  b a r y ł k ow oś ć ,  
s i od ł ow oś ć . 
 
1 . W s t ę p  
 
D ok ł a d n y  pom i a r  b ł ę d ó w  s tr u k tu r y  g eom etr y c z n ej pow i er z c h n i  

w y m a g a  m a tem a ty c z n eg o z d ef i n i ow a n i a  od pow i ed n i ej 
pow i er z c h n i  od n i es i en i a ,  z w a n ej z g od n i e z  n a jn ow s z ą  
ter m i n ol og i ą ,  pow i er z c h n i ą  od n i es i en i a  [ 1 ,  2 ] .  P ow i er z c h n i a  ta k a  
s ta n ow i  el em en t od n i es i en i a ,  w z g l ę d em  k tó r eg o ob l i c z a n e s ą  
od pow i ed n i e pa r a m etr y .   
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W pomiarach walcowości, najczęściej stosowanymi elementami 
skojarzonymi są walce obliczone metodą najmniejszych 
kwadrató w lub metodą minimalnej stref y [ 3 ] .  J ednak, idealny 
matematycznie walec nie jest odpowiednim elementem 
skojarzonym w przypadku części maszyn, któ re nie jest 
nominalnie walcowe, lecz cechują się np.  odchyłką baryłkowości 
lub stoż kowości.  
 

2. P o w i e r z c h n i e  s k o j a r z o n e  
 
R ozważ my kartezjań ski układ wspó łrzędnych xyz i związany  

z nim cylindryczny układ wspó łrzędnych xyz.  wspó łrzędne 
punktó w w cylindrycznym układzie wspó łrzędnych będą opisane 
za pomocą tró jki liczb ),,( zr ϕ .  R ozważ my takż e powierzchnię 
obrotową, któ rej tworząca jest opisana za pomocą poniż szej 
zależ ności:  

],0[),( HzzRr n ∈=  
 
N iniejsza praca dotyczy powierzchni, któ rych tworzące 

stanowią odcinek okręg u.  M oż na rozważ yć  dwa typy takich 
powierzchni:  powierzchnię cechującą się odchyłką baryłkowości 
( patrz rys.  1 a)  opisaną zależ nością:  
 

22 )()( cccn zzRrzR −−+=             ( 1 )  
 
oraz powierzchnię cechującą się odchyłką siodłowości ( patrz rys.  
1 b) )  opisaną zależ nością 
 

22 )()( cccn zzRrzR −−−=             ( 2 )  
 
 
a) 

  
 
b ) 

  
R y s .  1 .   M at e m at y c z n y  o p i s  p o w i e r z c h n i  s k o j ar z o n e j :  a) b ar y ł k o w e j ,   

b ) s i o d ł o w e j  
 
J ak widać , dla cp zz =  promień  baryłkowości osiąg a 

maksimum i wynosi cc RrRO += .  P onadto, ró wnież  dla cp zz =  
wartość  minimalną osiąg a promień  siodłowości i wynosi 

cc RrRO −= .  P unkt ),( cc zr  stanowi środek okręg u 
zawierająceg o odcinek okręg u ( 1 )  i okręg u ( 2 ) .  N a rysunku 2  
przedstawiono typową powierzchnię baryłkową oraz siodłową.  
Z ałó ż my ż e przedmiot cylindryczny umieszczony jest na stole 

pomiarowym przyrządu do pomiaru walcowości.  R ozważ my 
kolejny układ wspó łrzędnych kartezjań skich X ' Y ' Z'   
i odpowiadający mu układ wspó łrzędnych cylindrycznych 
związany ze stołem tak, ż e oś Z'  pokrywa się z osią obrotu  
stołu lub wrzeciona.  J eż eli położ enie osi Z'  niewiele odbieg a  
od położ enia osi Z, to moż emy przyjąć , ż e zależ ność   
pomiędzy wspó łrzędnymi punktu )',','( zr ϕ  w układzie 
związanym ze stołem pomiarowym, a wspó łrzędnymi punktu 

),,( zr ϕ  w układzie związanym z przedmiotem jest następujący 
ϕϕϕϕ sincossincos' zdzdeerr yxyx −−−−= , ϕϕ =' , ZZ =' .   

P arametry yxyx ddee ,,,  def iniują wzajemne położ enie osi Z'  i Z [ 2 ] .  
 
 

a)                b ) 

            
R y s .  2 .   G r af i c z n e  p r z e d s t aw i e n i e  an al i z ow an y c h  p ow i e r z c h n i :   

a) b ar y ł k ow e j ,  b ) s i od ł ow e j  
 
N iech ),,'( iii zr ϕ∆ , Mi ,...,2,1=  będzie ciąg iem 

zarejestrowanych pró bek pomiarowych odpowiadającym 
wybranym punktom powierzchni przedmiotu.  P onieważ  pomiary 
promienia mają charakter wzg lędny, dla podkreślenia teg o f aktu  
w miejsce 'ir  zastosowano oznaczenie 'ir∆ .  Wspó łrzędne pró bek 

),( ii zϕ  zależ ą od zastosowanej metody pomiarowej.  
P rzykładowo stosowane są metody przekrojó w poprzecznych, 
wzdłuż nych, klatki, spirali.  
W celu oceny odstępstwa mierzonej powierzchni od 

powierzchni nominalnej def iniuje się tzw.  powierzchnię 
odniesienia.  J est to powierzchnia o kształcie odpowadającym 
kształtowi powierzchni nominalnej odpowiednio dopasowana do 
danych pomiarowych.  D o wyznaczenia powierzchni odniesienia 
zazwyczaj stosuje się kryterium najmniejszej sumy kwadrató w lub 
kryterium najmniejszej stref y.  N ależ y pamiętać , ż e ze wzg lędu na 
wzg lędny charakter pomiaru promienia mó wiąc o powierzchni 
nominalnej tak naprawdę mamy na myśli całą rodzinę 
powierzchni, opisanych zależ nością czRr n += )( , g dzie c jest 
pewną stałą.  
W dalszej części pracy zostanie szczeg ó łowo opisana metoda 

obliczania parametró w powierzchni odniesienia dla elementó w 
cechujących się baryłkowością lub siodłowością.  M etoda składa 
się z trzech krokó w.  W pierwszym wyznaczana jest aproksymacja 
ró wnania tworzącej za pomocą wielomianu odpowiednieg o rzędu.  
W kroku drug im na podstawie wyprowadzonych zależ ności 
analitycznych wyznaczane są przybliż one oceny parametró w 
tworzącej cc zR , .  W kroku trzecim parametry te są parametrami 
początkowymi iteracyjnej procedury optymalizacji G aussa-
N ewtona [ 3 ] .  
 
3. A l g o r y t m  o b l i c z a n i a  e l e m e n t ó w   

s k o j a r z o n y c h  d l a  p o w i e r z c h n i   
b a r y ł k o w y c h  i  s i o d ł o w y c h  

 
Z ałó ż my, ż e mamy ciąg  pró bek pomiarowych, któ rych 

wspó łrzędne zapisane w układzie cylindrycznym związanym ze 
stołem pomiarowym są ró wne ),,( iii zr ϕ∆ , Mi ,...,2,1=  [ 4 , 5 ] .  
P onieważ  pomiar wartości promienia ma charakter wzg lędny, 
moż na wyznaczyć  jedynie parametry cR  i cz  powierzchni.  
Wykorzystując kryterium najmniejszych kwadrató w, parametry 
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powierzchni od nies ienia moż emy wyznaczyć  minimalizuj ą c 
ws k aź nik  
 

∑
=

=

M

i
yxyxccciyxyxccc ddeezRrhddeezRrJ

1

2),,,,,,(2
1),,,,,,(  ( 3 )  

 
g d zie 
 

iyiixiyix

iciccyxyxccci
dzdee

rzzRrddeezRrh
ϕϕϕϕ

∆
sincossincos

)(),,,,,,( 222

++++

−−−+=  ( 4 )  

 
Z wró ć my uwag ę , ż e f unk cj a ih  j es t  nieliniowa. D o 

minimalizacj i ws k aź nik a J moż na wię c np. zas t os ować  alg oryt m 
G aus s a-N ewt ona. A lg oryt m t en wymag a znaj omoś ci d oś ć  d ob rych 
ocen począ t k owych paramet ró w. J ed nak  czę s t o t ak a ocena nie j es t  
d os t ę pna, np. wt ed y g d y wart oś ci promienia nominalneg o cR  s ą  
b ard zo d uż e. W  t ak im przypad k u is t ot ne s t aj e s ię  opracowanie 
met od y pozwalaj ą cej  na ws t ę pne d ob re os zacowanie paramet ró w 
cR  i cz . 
P oniż ej  przed s t awiona j es t  proced ura wyznaczania paramet ró w 

powierzchni od nies ienia s k ład aj ą ca s ię  z t rzech k rok ó w. P ierws ze 
d wa na wyznaczenie d ob rych ocen paramet ró w 

yxyxccc ddeezRr ;,,,,, . K rok  t rzeci t o proced ura G aus s a-
N ewt ona. 
 
3.1. K r o k  1 
 
W yznaczamy paramet ry os i reg res j i powierzchni oraz 

aprok s ymacj i f unk cj i )(zRn  za pomocą  wielomianu 
od powied nieg o rzę d u [ 2 ]   
 

n
nzazazaazp ++++= ...)( 2

210        ( 5 )  
 
Z at em powierzchnia od nies ienia b ę d zie opis ana ró wnaniem 
 

ϕϕϕϕϕ sincossincos)(),( zdzdeezpzR yxyxr −−−−=  
θTw=             ( 6 )  

 
O czywiś cie moż na zas t os ować  inny s pos ó b  aprok s ymacj i. N p. 

w celu zapewnienia d ob reg o uwarunk owania zad ania moż na  
w miej s ce cią g u }{ i

z  zas t os ować  cią g  od powied nio 
przes k alowanych wielomianó w L eg end re’ a lub  wielomianó w 
C zeb ys zewa [ 6 ] . O pt ymalne w s ens ie k ryt erium minimum s umy 
k wad rat ó w b łę d u paramet ry wyznaczamy ze wzoru 
 













= ∑∑
=

−

=

M

i
ii

M

i

T
ii vwww

1

1

1

θ , ii rv ∆= , 

 [ ]Tiii
n
iii zzzw ϕϕ sin...cos...1 −−=           ( 7 )  

 
A b y s prawd zić  j ak oś ć  aprok s ymacj i za pomocą  przed s t awionej  

met od y, przeprowad zone zos t ały s ymulacj e k omput erowe. 
S ymulacj e t e pozwoliły na prawid łowy d ob ó r rzę d u aprok s ymacj i.  
Z ak ład aj ą c, ż e oś  powierzchni pok rywa s ię  z os ią  ob rot u 

moż emy ob liczyć  paramet ry wielomianu )(zp minimalizuj ą c 
całk ę :  
 

∫ −++++
H

n
n

n dzzRzazazaa
0

22
210 ))(...(            ( 8 )  

 

D la paramet ró w s ymulacj i ró wnych:  20=H mm, 50=cR mm, 
10=cz mm, 45=cr mm oraz d la s t opnia wielomianu 

aprok s ymuj ą ceg o ró wneg o 2=n  uzys k ano nas t ę puj ą ce wart oś ci 
ws pó łczynnik ó w aprok s ymacj i:  
 

99216,30 =a , 201743,01 =a , 0100872,02 −=a . 
 
A nalog icznie, d la t ych s amych paramet ró w s ymulacj i, lecz przy 

założ eniu aprok s ymacj i wielomianem czwart eg o s t opnia, 
uzys k ano nas t ę puj ą ce wart oś ci ws pó łczynnik ó w:  
 

98981,30 =a , 204093,01 =a , 0106159,02 −=a , 
0000411,03 =a , 6

4 1002803,1 −×−=a . 
 
P oró wnuj ą c uzys k ane wart oś ci ws pó łczynnik ó w aprok s ymacj i 

moż na s t wierd zić , ż e aprok s ymacj a wielomianem d rug ieg o 
s t opnia j es t  w zupełnoś ci wys t arczaj ą ca. 
 
3.2. K r o k  2 
 
Z wró ć my uwag ę , ż e punk t y leż ą ce na powierzchni nominalnej  
),( zr  s pełniaj ą  ró wnanie 

 
222 )()( ccc Rrrzz =−+− .            ( 9 )  

 
P amię t aj ą c, ż e pzz =  i przek s zt ałcaj ą c powyż s ze ró wnanie 

moż emy j e zapis ać  w pos t aci 
 

ccccc rrzzzrRRz 22)()( 22222 ++−−=+        ( 1 0 )  
 

a nas t ę pnie w pos t aci f ormy liniowej  
 

ϑTwv = , )( 22 rzv += , [ ]Trzw 221= , [ ]Tccccc rzzrR )( 222
−−=ϑ .           ( 1 1 )  

 
J eś li przyj miemy, ż e punk t y ),( zr  s pełniaj ą  w przyb liż eniu 

zależ noś ć  
n

np zazazaar ++++= ...

2
210 ,               ( 1 2 )  

 
t o od powied nie przyb liż one wart oś ci ϑ  moż emy wyznaczyć   
z warunk u minimalizacj i f unk cj onału 
 

∫ −=

H T dzwvJ
0

2)( ϑ ,         ( 1 3 )  
 

i ot rzymuj emy 











= ∫∫ − HH T wvdzdzww

0

1

0
ϑ .             ( 1 4 )  

 
Z at em paramet ry ϑ  moż emy wyznaczyć  analit ycznie na 

pod s t awie aprok s ymacj i ( 5 ) .  
P o wyprowad zeniu ró wnań  umoż liwiaj ą cych aprok s ymacj ę  

wielomianami d rug ieg o i czwart eg o s t opnia oraz przeprowad zeniu 
od powied nich ob liczeń  uzys k uj emy nas t ę puj ą ce wynik i:  
- ws pó łczynnik i aprok s ymacj i wielomianem d rug ieg o s t opnia:  
 

99215,30 =a , 201746,01 =a , 0100873,02 −=a , 
 

- aprok s ymacj i wielomianem czwart eg o s t opnia:  
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98981,30 =a , 204093,01 =a , 0106159,02 −=a , 
0000411,03 =a , 6

4 1002803,1 −×−=a . 
 

P oró w n u j ą c  w artoś c i otrzym an yc h w s pó łc zyn n ik ó w  m oż n a 
s tw ie rd zić , ż e  aprok s ym ac j a w ie l om ian e m  c zw arte g o s topn ia d aj e  
prak tyc zn ie  d ok ład n e  w yn ik i. 
 
3.3. K r o k  3 
 
S tos u j e m y m e tod ę  G au s s a-N e w ton a rozpoc zyn aj ą c  od  

w yzn ac zon yc h w  poprze d n ic h k rok ac h w artoś c i oc e n  
),,,,,,( yxyxccc ddeezRr . P oc hod n e  c zą s tk ow e  f u n k c j i ( 4 )  

zapis an e  j ak o k ol e j n e  e l e m e n ty w e k tora wi s ą  n as tę pu j ą c e  
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c
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( 1 5 )  
 

N as tę pn ie  s tos u j e m y al g orytm :  
1 . N a pod s taw ie  k rok u  1  i 2  d e f in iu j e m y poc zą tk ow e  w artoś c i 
oc e n  param e tró w  

 [ ]Tyxyxccc ddeezRr ,,,,,,=χ  
 

2 . O b l ic zam y popraw k i param e tró w :  
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),,,,,,( yxyxcccii ddeezRrhv = . 

 
Z ak ład am y, ż e  χχ∆χ +=:  i j e ś l i popraw k a χ∆  m a 

w ys tarc zaj ą c ą  m ałą  w artoś ć  prze ryw am y d ziałan ie  al g orytm u . 
J e ś l i n ie , to w rac am y d o pu n k tu  2 . 
 
4. P r a k t y c z n a  w e r y f i k a c j a  a l g o r y t m u  
 
4.1 . P a r a m e t r y  p o c z ą t k o w e  
 
W  c e l u  prak tyc zn e j  w e ryf ik ac j i oprac ow an e g o al g orytm u , 

rozw aż on o n as tę pu j ą c y zarys  o k s ztałc ie  b aryłk ow ym :  
 

2)()( cccc zzzRrzR −−+= . 
 
P rzyj ę to n as tę pu j ą c e  param e try b aryłk ow oś c i:  20H =  m m , 

50Rc =  m m , 12zc =  m m , 45rc −=  m m  oraz n ie zn an e  
położ e n ie  os i pow ie rzc hn i c yl in d ryc zn e j :  01.0=xe  µm , 

01.0−=ye  µm , Hdx /01.0=  µm , Hd y /02.0=  µm  . 
L is ta d an yc h zos tała w yg e n e row an a przy założ e n iu , ż e  d an e  

rozłoż on e  s ą  w  s pos ó b  l os ow y ró w n om ie rn ie  w  ob s zarze  [ ] [ ] [ ] [ ]HHHz ,2/2,2/,0,0),( ×∪×= πππϕ . 
W yk re s  pu n k tó w  prof il u  w  u k ład zie  zw ią zan ym  z prze d m iote m  

j e s t prze d s taw ion y n a rys . 3 . 
 

  
R y s . 3 .  W y k r e s  p u n k t ó w  p r of i l u  w  u k ł adz i e  z w i ą z an y m  z  p r z e dm i ot e m  
 
 

4.2. W y n i k i  s y m u l a c j i  
 
O b l ic ze n ia zos tały w yk on an e  w  trze c h e tapac h, 

od pow iad aj ą c ym  k ol e j n ym  k rok om  al g orytm u  opis an e g o  
w  pu n k c ie  3 . N a rys u n k u  4  prze d s taw ion o w yk re s  ró ż n ic y m ię d zy 
zarys e m  w zorc ow ym  i zarys e m  u zys k an ym  po prze prow ad ze n iu  
pie rw s ze g o k rok u  al g orytm u . 
 
 

 R y s . 4 .  R ó ż n i c a m i ę dz y  z ar y s e m  w z or c ow y m  i  z ar y s e m  u z y s k an y m  p o 
p r z e p r ow adz e n i u  p i e r w s z e g o k r ok u  al g or y t m u  

 
J ak  w id ać , m ak s ym al n a w artoś ć  ró ż n ic y m ię d zy zarys am i po 

prze prow ad ze n iu  pie rw s ze g o k rok u  al g orytm u  w yn os i ok . 3 .1  µm . 
R ys u n e k  5  prze d s taw ia w yk re s  ró ż n ic y m ię d zy zarys e m  

w zorc ow ym  i zarys e m  u zys k an ym  po prze prow ad ze n iu  d ru g ie g o 
k rok u  al g orytm u . 
 
 

  
R y s . 5 .  R ó ż n i c a m i ę dz y  z ar y s e m  w z or c ow y m  i  z ar y s e m  u z y s k an y m  p o 

p r z e p r ow adz e n i u  dr u g i e g o k r ok u  al g or y t m u  
 
N a pod s taw ie  w yk re s u  z rys u n k u  5  m oż n a s tw ie rd zić , ż e  

m ak s ym al n a w artoś ć  ró ż n ic y m ię d zy zarys am i po 
prze prow ad ze n iu  d ru g ie g o k rok u  al g orytm u  s pad ła z ok . 3 .1  µm  
d o ok . 2 .1  µm . 
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Rysunek 6 przedstawia wykres różnicy między zarysem 
wzorcowym i zarysem uzyskanym po przeprowadzeniu ostatnieg o 
kroku alg orytmu.  
 
 

  
R y s .  6 .   R ó ż n i c a m i ę d z y  z ar y s e m  w z o r c o w y m  i  z ar y s e m  u z y s k an y m  p o  

p r z e p r o w ad z e n i u  o s t at n i e g o  k r o k u  al g o r y t m u  ( p i e r w s z a i t e r ac j a)   
A nalizują c wykres przedstawiony na rysunku 6 można 

stwierdzić ,  że maksymalna wartoś ć  różnicy zarysu wzorcoweg o  
i zarysu po aproksymacji wynosi ok.  0 . 0 7  µ m.  W ob ec teg o można 
założyć ,  że już po przeprowadzeniu jednej iteracji trzecieg o kroku 
alg orytmu uzyskujemy praktycznie dokładne wartoś ci 
parametrów.  
 
5. W n i o s k i  
 
W yniki b adań  podane w poprzednim punkcie pokazują ,  że po 

przeprowadzeniu jednej iteracji trzecieg o kroku opracowaneg o 
alg orytmu uzyskujemy dokładne parametry powierzchni 
skojarzonej.  W  celu dokładniejszeg o zb adania alg orytmu 
przeprowadzone zostały dodatkowe symulacje komputerowe.  I ch 
wyniki potwierdziły,  że kolejne iteracje nie powodują  znaczą ceg o 
wzrostu jakoś ci aproksymacji i przeprowadzenie tylko jednej 
iteracji jest w zupełnoś ci wystarczają ce.  M ożna zauważyć ,  że 
uzyskane parametry nie są  dokładnie takie same jak parametry 

wejś ciowe.  P owodem teg o jest f akt,  że model zależnoś ci między 
współrzędnymi zwią zanymi z przedmiotem mierzonym  
i współrzędnymi zwią zanymi ze stołem pomiarowym b ył 
nieliniowy,  natomiast zaprezentowana metoda ob liczania 
parametrów powierzchni skojarzonej jest oparta na modelu 
liniowym.  P raktycznie,  różnicę tę można zniwelować  stosują c 
b ardziej precyzyjne centrowanie i poziomowanie przedmiotu na 
stole pomiarowym.  
 
P raca prezentowana podczas I V  M iędzynarodoweg o Kong resu 

I C P M  2 0 0 7  „ O b rób ka P recyzyjna” ,  S andomierz – Kielce,  2 0 0 7 .  
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I N F O R M A C J E  
 

Najnowsza książka Wydawnictwa PAK 
 
 

N a przełomie sierpnia  
i wrześ nia ukazała się kolejna 
ksią żka W ydawnictwa P A K 
autorstwa T omasza B oczara 
pt. :  E nerg ia wiatrowa.  A ktual-
ne możliwoś ci wykorzystania.   
W  niniejszej ksią żce przed-

stawiono aktualne możliwoś ci 
wykorzystania energ ii wiatru 
do produkcji energ ii elektrycz-
nej na ob szarze E uropy,  ze 
szczeg ólnym uwzg lędnieniem 
potencjalnych zasob ów i stop-
nia ich wykorzystania na tere-
nie P olski,  a także wojewódz-
twa opolskieg o.  P onadto scha-
rakteryzowano podstawowe 

założenia polityki krajów U E  oraz strateg ii energ etycznej P olski 
wob ec O Ź E .  

Ksią żka skierowana jest przede wszystkim do studentów oraz 
wykładowców prowadzą cych zajęcia dydaktyczne na kierunkach 
elektrycznych,  jak również zwią zanych z inżynierią  i ochroną  ś ro-
dowiska.  O pisane zag adnienia mog ą  stanowić  materiał dydaktyczny 
zwią zany z aktualnymi możliwoś ciami oraz przyszłymi kierunkami 
w pozyskiwaniu energ ii wiatru do produkcji energ ii elektrycznej.  
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