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Streszczenie

Przedstawiono sposob syntezy takich sygnatéw wejsciowych dla obiektow
typu MIMO, tak liniowych jak i nieliniowych, ktére umozliwiaja doktadne
skalowanie czasowe sygnaldw na wyjsciach tych obiektow. Rozwazono
implementacj¢ algorytméw skalowania w ramach typowej struktury MFC
dla uktadéow MIMO. Wskazano na zalety algorytméw sterowania opar-
tych o skalowanie czasowe, tak w dziedzinie czasu, jak i w dziedzinie
czgstotliwosci. Rozwazania zilustrowano przyktadami.

Slowa Kluczowe: sterowanie obiektami MIMO, skalowanie czasowe
odpowiedzi uktadéow dynamicznych, sterowanie z wykorzystaniem zmien-
nych stanu.

Time-Scaling of Responses of Linear and
Nonlinear MIMO Systems

Abstract

The idea of time-scaling of output signals of linear and nonlinear MIMO
plants has been presented. The proposed method of perfect scaling can
be applied, if so-called V-model of MIMO plant can be determined and
SISO components of this model can be scaled separately by equipping
them with input and feedback correctors “supplied” with associated state
variables. It has been shown that control algorithms based on the idea of
time-scaling can be implemented by using the typical Model Following
Control structure for MIMO plants. The considerations are illustrated with
examples.

Keywords: control of MIMO plants, time-scaling of system responses,
control based on system state variables.

1. Wstep

We wspotczesnych pracach z dziedziny sterowania mozna na-
potkaé rézne warianty stosowania technik skalowania czasowego.
W oparciu o te techniki projektuje si¢, migdzy innymi, obserwato-
ry i regulatory dla pewnych klas obiektow nieliniowych [1, 2].
W niniejszej pracy przedstawiono koncepcj¢ rozwigzania naste-
pujacego problemu:

Niech sygnaly y;(2), ..., y,(t) (tworzace wektor wyjs¢ y(¢)) beda
odpowiedziami uktadu MIMO na wymuszenia u;(?),...,u,(t)
(tworzace wektor wej$¢ u(?)). Niech odpowiedzi uktadu y;(7),
i=1,.., ¢, spelniaja nalozone wymagania techniczne (ksztalt,
stabilno$¢, parametry charakteryzujace jakos¢ regulacji, itd.),
jednak sa one ,,zbyt wolne” lub ,,zbyt szybkie”. Nalezy wyznaczy¢
sygnaly sterujace u,;(?),...,u p(t) (tworzace wektor u,(1)), ktore
sprawia, ze odpowiedzi uktadu przyjma posta¢ y,(470),..., yq(A'lt),
gdzie ,,wspotczynnik skali czasu” A4>0.

Jesli A>1, wtedy odpowiedzi uktadu zostang ,,przyspieszone”
w poréwnaniu z odpowiedziami ,,naturalnymi”, otrzymanymi dla
A=1. Wprowadzenie 0 < 4 < 1 powoduje spowolnienie odpowie-
dzi uktadu. W obu przypadkach, gdy skalowanie ukladu zostanie

wykonane doktadnie, ,ksztalty” odpowiedzi (a zatem takie para-
metry zwiazane z ksztaltem, jak na przyktad przeregulowania,
btedy statyczne, stopnie tlumienia oscylacji, itd.) zostana zacho-
wane. Co wigcej, doktadne skalowanie czasowe uktadu stabilnego
nie spowoduje utraty stabilnosci, gdyz sterowanie u,4(?) sprawia,
ze kolejnos$¢ nastgpujacych po sobie amplitud tworzacych sygna-
ly wyjsciowe zostaje zachowana, za$ od wartosci 4 zaleza tylko
momenty pojawienia si¢ poszczegoélnych amplitud na wyjsciach
uktadu. Jest to wyjatkowo korzystna cecha algorytmdéw sterowania
bazujacych na idei skalowania czasowego. Jesli ,,przys$pieszanie” ,
czy ,.spowalnianie” odpowiedzi obiektu odbywa si¢ w sposob
klasyczny”, to jest poprzez zmian¢ parametréw lub algorytmu
dziatania i parametréw regulator6w w petlach sprzgzenia zwrot-
nego, wowczas narazamy si¢ na niebezpieczenstwo utraty stabil-
nosci przez uklad (sformutowanie warunkéw stabilnosci dla
obiektow nieliniowych typu SISO, a tym bardziej typu MIMO,
wecale nie jest zadaniem latwym), nie mowiac juz o ilosci prob,
ktore trzeba wykonaé, by chociaz w sposob przyblizony zachowad
pozadane ksztatty odpowiedzi obiektu. Niewatpliwg zaleta algo-
rytméw sterowania opartych o koncepcj¢ skalowania czasowego
jest tez mozliwo$¢ natychmiastowej, nie wymagajacej dodatko-
wych analiz, interpretacji wlasnosci uktadu w dziedzinie czgsto-
tliwosci. Wynika to ze znanej wtasno$ci: jesli y(z) ma reprezenta-
cje widmowa y(jw), wowczas reprezentacja v(A't) jest Ay(jAw).
Zatem znajomos¢ reprezentacji czgstotliwosciowej uktadu przed
skalowaniem (dla 4=1) definiuje te wtasnosci dla dowolnego 4,
co wigcej, wiele istotnych parametréw definiowanych w oparciu
o reprezentacje widmowa (jak np. zapasy stabilnosci, czestotliwo-
$ciowe miary interakcji pomiedzy torami transmisji sygnatow)
mozna traktowaé jako inwariantne przy zmianach 4.

W [3] przedstawiano algorytmy sterowania bazujace na idei
skalowania czasowego dla obiektéw SISO o wejsciu u i wyjsciu
v, gdy obiekty te moga by¢ reprezentowane modelami liniowymi
typu transmitancja, a takze dla obiektow nieliniowych, reprezen-
towanych rownaniami stanu:

xI:X2

y:F(x],xz, .... , X, ) ))

gdzie f() i F() reprezentuja statyczne operacje nieliniowe,
ax;(t),...x,(t) sa sktadowymi wektora stanu x(?). W [4] pokazano,
jak mozna skalowaé czasowo odpowiedzi obiektow nieliniowych
SISO reprezentowanych modelami Wienera lub Hammersteina,
a takze w przypadkach, gdy model obiektu stanowi kaskadowe
potaczenie elementarnych modeli Wienera i/lub Hammerstaina.
W [5] omdéwiono sposoby formowania pobudzen elektrycznych
umozliwiajacych  skalowanie czasowe wybranych przebiegdow
pradow i napig¢ w obwodach elektrycznych. Niniejsza praca
przedstawia koncepcj¢ skalowania czasowego odpowiedzi ukta-
dow (obiektow) MIMO, tak liniowych, jak i nieliniowych. Poka-
zano, ze metody skalowania ukladéw SISO moga by¢ wzglednie
tatwo wykorzystane do skalowania odpowiedzi uktadow MIMO,
jesli tylko dysponujemy ich modelami typu,,V”[6].
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2. Skalowanie czasowe odpowiedzi uktadu
MIMO

W rozwazanych w [3, 4, 5] przypadkach skalowania obiektow
SISO sygnat sterujacy uy(?) jest formowany w ukladzie przed-
stawionym na rys.1, gdzie u(47't) otrzymuje si¢ poprzez przeska-
lowanie ,naturalnego” sygnatu wejsciowego u(?) sterujacego
obiektem przy A=1, a x(1) jest wektorem stanu o sktadowych
X(%),....x,(t). Procedura projektowania korektorow 1 i 2 zalezy od
przynaleznosci modelu matematycznego obiektu do jednej z roz-
patrywanych w [3, 4] klas.

14(t)
'y
—»| KOREKTOR 1
OBIEKT
u(A)
Uity x(t)
KOREKTOR 2

Rys. 1. Skalowanie czasowe liniowych i nieliniowych obiektow SISO
Fig. 1.  The scheme for time-scaling of linear and nonlinear SISO plants

Obiekty MIMO modeluje si¢ zwykle za pomoca tzw. struktury
»P” lub ,,V” [6]. Zatozmy, ze dysponujemy modelem ,,V”’ obiek-
tu. Dla p=¢=2 pokazano go na rys. 2, gdzie V; sa operacjami
(liniowymi lub nieliniowymi) realizowanymi na sygnatach —
odpowiednio — wejsciowych lub wyjsciowych. Jesli teraz doko-
namy skalowania czasowego wszystkich elementéw V;; tworza-
cych strukture na rys. 2, czyli zastapimy elementy typu SISO V7
(rys. 2) przez odpowiadajace im struktury jak na rys. 1 (gdzie Vj
pehi role ,,obiektu”, zas przez Vj; i Vi; oznaczono odpowiednio
operacje realizowane przez korektor ,,1” i odpowiednio korektor
»27), a ponadto ,naturalne” pobudzenia u;(?), u»(?) zastagpimy
przez ich przeskalowane odpowiedniki u;(47'1), ux(47'1), to na
wyjsciach w ten sposdb zmodyfikowanej struktury z rys. 2 otrzy-
mamy dokltadnie przeskalowane odpowiedzi ,,naturalne”, to jest
sygnaly y;(47'1), y»(47'1). Jednak w przypadku sterowania rzeczy-
wistymi obiektami nie mozemy modyfikowaé ich wewngtrznej
struktury, ani tez zmienia¢ ich parametréow. Wobec takiego ogra-
niczenia skalowania wyj$¢ mozna dokona¢ jedynie poprzez mody-
fikacje sygnatow bezposrednio sterujacych obiektem.
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Rys. 2. Struktura obiektu MIMO typu ,,V”
Fig.2. The,,V” structure of MIMO plant

By okresli¢ formuly tworzenia takich sygnatéw wejsciowych
nalezy przeksztalci¢ zmodyfikowana w wyzej opisany sposob
strukture ,,V” obiektu na wielowymiarowq strukture o schemacie
ogblnym jak na rys. 1, z tym, ze wystepujace tam oznaczenia
pojedynczych sygnatow u, u,, y nalezy dostosowa¢ do notacji dla
uktadéw MIMO, to jest zastapi¢ odpowiednio wektorami u(4™'s),

(), p(A"0).
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W rezultacie odpowiednich przeksztalcen formalnych otrzymu-
jemy nastgpujace formuly definiujace sygnaly wejSciowe u,(?),
ktore dokladnie skaluja wyjscia obiektu:

wa(t) = Vigy (ui(A7 ) + Vazs(v2) ) + Veery a1, v1) - Var(v2)

wio(t) = Viz (ux(A™ ) + Viro(v1) ) + Vs (%22, ¥2) - Viz(y1) (2)

Zgodnie z przyjeta konwencja w (2) uzyto nastepujacych ozna-
czen: Vy;, Vi - operacje realizowane przez korektory ,,1” (rys. 1)
przyporzadkowane elementom torow gtéwnych obiektu V), V55 ;
Ve, Vi - operacje realizowane przez korektory ,,2” przypo-
rzadkowane odpowiednio elementom toréow gtéwnych obiektu
Vig i Vi Vo1, Vi — operacje realizowane przez sprzgzenia
,,skrosne” struktury na rys. 2; V,;, V4, — przeskalowane czasowo
operacje Vy;, Vi, (przyktadowo, jesli z;(1) = Vy(ya(?), to
2i (A1) = Vio1(vo(A71); x11(1), X22(1) — wektory stanu dla elemen-
tow w torach gtéwnych V7, V,,. Formuly (2) moga by¢ tatwo
uogodlnione na wigksza ilosé wejsc i wyjsé obiektu:

p
Uin) = Vi (Un( A1) + D Vi) +
j=1

Jj#m
p
+ Vme (xmm)ym) - Z V/m(y”) m’j :Iy--,P' (3)
o
Przyklad 2.1.

Zatézmy, ze ksztalty odpowiedzi y;(?),y»(t) obiektu MIMO
o strukturze ,,V” zdefiniowanej transmitancjami:

s+ 4
V. (s)= s
n(s) s +5s7+7s5+3
s+ 4
V,(s)= ——>
22() (S+2)2
1
V, (s)=—- >
2 () =
v, (s) = - S1 @
2 s+ 2

spehiaja wymagania techniczne, jednak odpowiedzi te sg zbyt ,,wol-

ne” lub zbyt ,,szybkie”. Skalowanie czasowe tych odpowiedzi mozna

wykona¢ modyfikujac sygnaty wejsciowe obiektu zgodnie z (2).
Transmitancjg

b "' +b " +.+b
Gs)= :Ls + ";js +..+b, )

+a, 8" +....ta,

n

mozna traktowac jako szczeg6lny przypadek uktadu (1), gdzie
f)=-a,x -
F()=byx +bx,+ .. +b, ,x

W [3] pokazano, ze skalowanie czasowe obiektu SISO typu (5)
moze by¢ realizowane w ukladzie jak na rys. 1, gdzie korektor

,, 17 dany jest transmitancja:

n-1 n- n
K(S)ZAbn_lS +...... +A4 lb1S+A bo , (6)




28

a sygnal wyjsciowy Uy korektora ,,2” definiuje wyrazenie:
Ur= —(a,(A" —1)x| +a1x2(A"_] D+ eta,(A-1)x, ) (7)

Dla elementow tworzacych obiekt (4) otrzymujemy stad:

A*s + 4 4°
V S)=—>
111() S+4
A
14 s)=— s
AZI() S+3A

Ve, y) =-3 (ALI) X111 —7 (Azfl) X112 - 3(A-1) x113,

As +44°
szz(S)Zﬁ’
s+ A
V,,(s)=— >
A12( ) S+2A
Vi (X22,¥2) = -4 (AZ —1) X251 =4 (A1) X322 . (¥

Powyzsze zaleznosci pozwalaja zbudowad sprzezenia wokot
obiektu zgodnie z (2), co z kolei umozliwia generowanie sygna-
tow wejsciowych uy,(?), u,(1) skalujacych wyjscia obiektu. Przy-
ktadowe wyniki skalowania wyjs¢ przedstawiono na rys. 3.

Rys. 3. Odpowiedzi obiektu (4) skalowanego wedlug (2). Odpowiedzi dla 4=0.5
i A=2 doktadnie zachowuja ksztalt odpowiedzi ,,naturalnych” (dla 4=1).
Ponizej: sygnaty wejsciowe uy; 4> Dla A=1 mamy u,(1) =u 4(1) = 1(1),
u (1) = up(t) =-1(t-4)

Fig. 3. The plant outputs y; and y, scaled according to formulae (2). The
responses y;and y, for 4=0.5 and A=2 “conserve” the reference forms
obtained for A=1. Below: the plant inputs u,; and u4,. For 4=1 is

) = u () = 1), uz(t) =up(t) =-1(t-4)

3. Praktyczne aspekty stosowania
proponowanej koncepcji

Skalowanie wyjs$¢ obiektow MIMO odbywa si¢ na zasadzie
wykorzystania sprzezen od stanu obiektu, a zatem zmienne stanu
dla operacji V; w torach gtownych struktury ,,V” musza by¢
dostgpne lub rekonstruowane z wykorzystaniem obserwatoréw,
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czy tez modelu obiektu. Wtasnie dlatego w zastosowaniach zwia-
zanych ze skalowaniem czasowym sygnatéw w uktadach sterowa-
nia nalezy zasugerowac uzycie struktury MFC (Model Following
Control), ktorej wlasnosci opisano obszernie w [7]. Wielowymia-
rowy regulator ,,1” steruje odpowiednikiem MIMO struktury
pokazanej na rys. 1 zawierajacej V-model obiektu. Sygnaty
wy(Uy), Uy, Uy, Steruja obiektem, a ewentualne bledy zwiazane
z niedoktadna identyfikacja modelu obiektu kompensuje wielo-
wymiarowy regulator ,,2”. Nalezy zwréci¢ uwagg, ze obiekt moze
mie¢ dowolng strukture wewnetrzna, nie musi to by¢ wcale struk-
tura ,,V”. Warto tez dodaé, ze zmiana wspotczynnika skali czasu 4
wymaga przestrojenia nie tylko korektoréw wspdtpracujacych
z modelem ,,V” obiektu, ale takze wszystkich statych czasowych
regulatoréw, zgodnie ze schematem: 7, = A" T, gdzie T— stata
czasowa dla 4 =1. By uzyska¢ przebiegi y(4"'?) na wyjsciu obiek-
tu (rys. 4) nalezy spetni¢ powyzsze warunki, a ponadto ,,natural-
ne” sygnaty zadane ¥,(7) nalezy zastapic¢ sygnatami ¥,(47'1).

OBIEKT

Hy

REGULATOR 2

Struktura wielowymiarowa jak
na Rys. | zawierajaca »
model .V’ OBIEKTU

Y,

REGULATOR 1

Rys. 4. Struktura MFC
Fig. 4. The MFC control structure

Przyklad 3.1.

Wewnetrzna struktura obiektu na rys. 4 odpowiada modelowi
typu ,P7[6], tzn. y; = Pri(uy) + Pro(uz), y2= Pafus) + Pay(uy),
gdzie P; — operacje na sygnatach wejsciowych, odpowiednio u,,
u,. By nie odwotywaé si¢ do sposobow skalowania nieliniowych
uktadéw SISO zatézmy, ze obiekt jest liniowy, a operacje P
definiuja transmitancje:

P (s)= s +13s* +66s° +166s% +200s + 96 ,
! s7 +145° +825° +260s* +471s° + 5005 + 2765 + 56

s+ 135" +655° +155 52 +174 s+ 72 ,
Py (s) =— 5 7 3 2 .
s+ 1357+ 695 +191 s + 280 s~ + 220 s + 56

P(s)=— s +10s% +325+32 ,
2 sT+145° +825° +260s* +471s° +5005% + 276 s + 56

3

s +11s? + 40 s + 48
s+ 135 +69s* +191 s° + 280 s? + 220 s + 56

®)

Py (s)=-

Mozna pokaza¢, ze model ,,V” obiektu (8) dany jest zalezno-
$ciami (4). Dysponujac korektorami (8) okreslonymi w przykta-
dzie 2.1 mozna na podstawie (2) wyznaczy¢ wielowymiarowa
struktur¢ podobna do tej z rys. 1, zawierajacq model ,,V” obiektu
w postaci (4). Struktura ta umieszczona w petli sterowania mode-
lem (rys. 4) generuje sygnaly w,(u4;,u4;) sterujace wejSciami
obiektu tak, by na jego wyjéciach otrzymaé odpowiednio y,(47'7),
y2(A't). Wyniki skalowania czasowego uzyskane w strukturze
MEFC pokazano na rys. 5. Symulacj¢ przeprowadzono umieszczajac
identyczne regulatory PI o funkcjach przejscia Gr(s) = (I+ A s ™)
we wszystkich czterech petlach regulacyjnych. Jako ,naturalne”
sygnaty odniesienia przyjeto Yy;(1)=1(2), Yy (t)=-1(t-4).
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Rys. 5. Precyzyjne skalowane odpowiedzi obiektu y; y, uzyskane w strukturze
MFC dla 4= 0.5, 1, 2. Ponizej: wybrane sygnaly sterujace u,;, u..
U dotu: identyczne dla wszystkich A trajektorie y,(v;)

Fig. 5. Upper figure: the precisely scaled plant responses y,, . obtained in MFC
structure for 4= 0.5, 1, 2. Below: the selected signals u,;, 1,4, generated in
reference loops. The bottom figure: identical trajectories y,(v,) for each 4

4. Wnioski

1. Przedstawiono algorytmy skalowania czasowego odpowiedzi
obiektéw MIMO w oparciu o ich modele o strukturze ,,V”, gdy
elementy sktadowe SISO tych modeli — tak liniowe, jak i nieli-

niowe - daja si¢ modelowac przy pomocy struktury pokazanej
na rys. 1. Efekt skalowania czasowego wyjs¢ obiektu osiggany
jest bez ingerencji w wewnetrzna struktur¢ obiektu, a jedynie
poprzez realizacj¢ sprzgzen zewnetrznych od stanu i wyjsé
obiektu (lub jego modelu, gdy uzywa si¢ struktury MFC).

. Przy$pieszanie odpowiedzi obiektu wymaga zwigkszenia mak-

symalnych amplitud sygnatéw sterujacych, predkosci i przy-
spieszen cztondéw wykonawczych, itd., co wywoluje wzrost
amplitud sygnalow ,,wewnatrz” obiektu. Zatem wzgledy tech-
niczne beda decydowaé o  dopuszczalnym zakresie zmian
wspolezynnika 4. Stosujac inne metody przyspieszania odpo-
wiedzi obiektu napotkamy na podobne ograniczenia techniczne.

. Skalowanie czasowe nie destabilizuje uktadu, zachowuje ksztatt

odpowiedzi, ma prosta interpretacjec w dziedzinie czgstotli-
wosci (problem tlumienia zaklécen!). Jesli odpowiedziami
obiektu MIMO sg przemieszczenia, to przyspieszanie, czy spo-
walnianie ruchu (np. ramienia robota) przez skalowanie czaso-
we przemieszczen wzdluz osi X,y,z, nie zmienia trajektorii
przestrzennej reprezentujacej ruch (rys. 5).
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