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S t r e s z c z e n i e  
 

W  a r t y k u l e  p r z e d st a w io no  p r z y k ł a d y  a u t o no m ic z ny c h  w ir t u a l ny c h  u k ł a -
d ó w  d o  p r e z e nt a c j i w y b r a ny c h  m e t o d  u ś r e d nia nia  sy g na ł ó w  w  d z ie d z inie  
c z a su  i c z ę st o t l iw o ś c i. U k ł a d y  są  r e a l iz o w a ne  p r z y  w y k o r z y st a niu  z int e -
g r o w a ne g o  g r a f ic z ne g o  ś r o d o w isk a  p r o g r a m o w a nia  sy st e m ó w  p o m ia r o -
w y c h  D AS Y L a b  i st o so w a ne  w  d y d a k t y c e  p o d st a w  c y f r o w e g o  p r z e t w a -
r z a nia  sy g na ł ó w . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  u ś r e d nia nie  sy g na ł ó w ,  u ś r e d nia nie  w id m  c z ę st o t l iw o -
ś c io w y c h ,  p r z y r z ą d y  w ir t u a l ne . 
 
Si g n a l  a v era g i n g  

 
A b s t r a c t  

 
T h is a r t ic l e  p r e se nt s so m e  e x a m p l e s o f  v ir t u a l  inst r u m e nt s ( V I )  f o r   
p r e se nt a t io n se l e c t e d  m e t h o d s o f  sig na l  a v e r a g ing  in t im e  a nd  f r e q u e nc y  
d o m a in. T h e  inst r u m e nt s a r e  b a se d  o n t h e  g r a p h ic a l  p r o g r a m m ing   
e nv ir o nm e nt  D AS Y L a b  a nd  a r e  u se d  in d id a c t ic s o f  d ig it a l  sig na l  p r o c e ssing . 
 
K e y w o r d s :  sig na l  a v e r a g ing ,  f r e q u e nc y  sp e c t r u m  a v e r a g ing ,  v ir t u a l   
inst r u m e nt s. 
 
1 .  W s tę p  
 

U ś rednianie j est  t ec h niką  sz eroko st osowaną  z aró wno w anal i-
z ie syg nał ó w w dz iedz inie c z asu (z wykl e do redukc j i z akł ó c eń ) 
j ak i c z ę st ot l iwoś c i (wyg ł adz anie est ym at oró w c h arakt eryst yk 
widm owyc h ) [ 1 -4 ] .  K l asyf ikac j i m et od uś redniania m oż na doko-
nać  na kil ka sposob ó w, np.  b iorą c  pod uwag ę  wyż ej  wym ienione 
dz iedz iny anal iz y i w każ dej  z  nic h  wyró ż niaj ą c : 
• uś rednianie pró b ek (nal eż ą c yc h  do j ednej  real iz ac j i – j edneg o 

seg m ent u danyc h ), c z ę st o st osowane są  t u wspó ł c z ynniki wa-
g owe ró ż nic uj ą c e wpł yw posz c z eg ó l nyc h  skł adnikó w na rez ul -
t at  uś rednienia;  

• uś rednianie syg nał ó w (real iz owane w z b iorz e real iz ac j i uz yski-
wanyc h  ró wnol eg l e l ub  powst ał yc h  prz ez  podz iel enie j edneg o 
z b ioru danyc h  na wię ksz ą  l ic z b ę  c z ę ś c i).  
W  każ dej  dz iedz inie m oż l iwe j est  oddz iel ne l ub  ł ą c z ne st oso-

wanie ob ydwu wyż ej  wym ienionyc h  z asad.  N iekt ó re m et ody 
uś redniania st andardowo dost ę pne są  w prz yrz ą dac h  pom iaro-
wyc h , st osowanyc h  w anal iz ie syg nał ó w (anal iz at ory syg nał ó w, 
osc yl oskopy c yf rowe) i ukł adac h  akwiz yc j i danyc h  (np.  kom put e-
rowe kart y D A Q ).  W  art ykul e skró t owo om ó wiono wyb rane 
m et ody i prz edst awiono prz ykł ady ic h  wykonania w ś rodowisku 
D A S Y L ab  [ 5 -7 ] .  O prog ram owanie t o wykorz yst ywane j est  do 
real iz ac j i serii ć wic z eń  l ab orat oryj nyc h  z  podst aw prz et warz ania 
syg nał ó w dl a st udent ó w W ydz iał u E l ekt rot ec h niki i I nf orm at yki 
P ol it ec h niki R z esz owskiej .   

 
2 .  Uś red n i a n i e w  d z i ed z i n i e c z a s u  
 

W yró ż nić  m oż na dwie g ł ó wne m et ody uś redniania syg nał ó w 
okresowyc h  w dz iedz inie c z asu: niekoh erent ne (b ez  sync h roniz a-

c j i c z asowej  pró b ek) i koh erent ne.  W  proc esie uś redniania koh e-
rent neg o [ 1 ]  kl uc z ową  c ec h ą  j est  sync h roniz ac j a c z asowa prz y 
pró b kowaniu syg nał u pierwot neg o.  O z nac z a t o, ż e g dy g rom a-
dz im y wiel okrot ne z b iory pró b ek syg nał u ź ró dł oweg o wym ag a-
m y, ab y f az a syg nał u b ył a ident yc z na w każ dym  z b iorz e.  G dy 
wym ag anie t o z ost anie speł nione, uś rednienie np.  z asz um ioneg o 
prz eb ieg u okresoweg o da (prz y odpowiednio duż ej  l ic z b ie uś red-
nień ) prawdz iwe wart oś c i c h wil owe t eg o prz eb ieg u.  R edukc j a 
sz um u okreś l ona j est  prz ez  z al eż noś ć : 

 
                                 q/inave σσ = ,                            (1 ) 
 

g dz ie σin t o odc h yl enie st andardowe sz um u prz ed uś rednianiem ,  
a σ a v e  - odc h yl enie st andardowe sz um u po q uś rednieniac h .  Zysk 
uś redniania z j est  proporc j onal ny do pierwiast ka z  l ic z b y uś red-
nień :  

q/z avein == σσ .                                  (2 ) 
 
Zal eż noś c i (1 ) i (2 ) naj ł at wiej  z weryf ikować  doś wiadc z al nie 

uś redniaj ą c  q real iz ac j i sz um u oraz  wyz nac z aj ą c  σin i σ a v e .  N a 
rysunku 1  prz edst awiono diag ram  wirt ual neg o ukł adu sł uż ą c eg o 
do t eg o c el u, prz eb ieg i c z asowe sz um u o z erowej  wart oś c i ś red-
niej  prz ed i po 2 0  uś rednieniac h  i odpowiednie h ist og ram y, oraz  
wyniki ob l ic z eń  odc h yl eń  st andardowyc h  i z ysku uś redniania.  P o 
z b udowaniu i uruc h om ieniu ukł adu wykonuj ą c y ć wic z enie m aj ą  
m oż l iwoś ć  ob serwac j i redukc j i σ a v e  w m iarę  wz rost u l ic z b y uś red-
nień  q oraz  weryf ikac j i z ysku uś redniania na podst awie wskaz ań  
wirt ual nyc h  m iernikó w.  

 
 

  
R y s .  1 .  W ir t u a l n y  u k ł a d  d o  w e r y f ik a c j i z y s k u  u ś r e d n ia n ia  w  d z ie d z in ie  c z a s u   
F ig .  1 .   V ir t u a l  in s t r u m e n t  f o r  v e r if ic a t io n  o f  a v e r a g in g  g a in  in  t im e  d o m a in  

 
W  ukł adz ie pokaz anym  na rys.  2  g enerowany j est  z asz um iony 

prz eb ieg  okresowy (np.  sinusoidal ny), kt ó ry nast ę pnie j est  uś red-
niany koh erent nie dz ię ki odpowiednim  nast awom  param et ró w 
prac y prog ram u.  W  osob nym  oknie m oż na ob serwować  ef ekt  
t akieg o uś redniania – redukc j ę  sz um u i wyg ł adz anie się  prz eb ieg u 
okresoweg o w m iarę  wz rost u l ic z b y uś rednień .  R edukc j a odc h yl e-
nia st andardoweg o sz um u nast ę puj e z g odnie z  z al eż noś c ią  (1 ).  
Zadaniem  ć wic z ą c yc h  j est  wykonanie kil ku eksperym ent ó w m aj ą -
c yc h  na c el u okreś l enie - dl a z adaneg o st osunku syg nał / sz um  - 
l ic z b y uś rednień , poz wal aj ą c ej  na wyz nac z enie param et ró w sy-
g nał u ukryt eg o w sz um ie.  W  ukł adz ie z  rys.  2  z adem onst rować  
m oż na ró wnież  uś rednianie niekoh erent ne – wó wc z as z am iast  
wył onienia się  syg nał u okresoweg o z  sz um u ob serwuj e się  ef ekt  
odwrot ny.   
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R y s . 2 . U k ł a d  d o  k o heren t n eg o  u ś red n i a n i a  z a s z u m i o n eg o  p rz eb i eg u  o k res o w eg o   
F i g . 2 .  V I  f o r c o heren t l y  a v era g i n g  o f  d et erm i n i s t i c  t i m e s i g n a l  w i t h n o i s e d i s t o rt i o n  

 
C zęs t o s t os ow an ą  met odą  u ś redn i an i a p rób ek jes t  w yg ł adzan i e 

p rzy u ż yc i u  ś redn i ej kroc zą c ej [ 2 ] . W  p rzyp adku  s yg n ał ów  za-
s zu mi on yc h  w  zal eż n oś c i  od dł u g oś c i  p okn a u ś redn i ają c eg o 
(zw ykl e p ros t oką t n eg o) u zys ku je s i ę redu kc ję s zu mu  zg odn i e  
z zal eż n oś c i ą :  

                                 p/inave σσ = .                           (3) 
 
D emon s t rac ję t ej zas ady n a p rzykł adzi e s zu mu  o rozkł adzi e 

rów n omi ern ym u moż l i w i a u kł ad p okazan y n a rys . 3. D l a zadan ej 
dł u g oś c i  okn a u ś redn i ają c eg o ob s erw ow ać  moż n a p rzeb i eg i  c za-
s ow e,  w i dma i  h i s t og ramy s yg n ał u  p rzed i  p o zas t os ow an i u  w y-
g ł adzan i a. Z adan i em w ykon u ją c yc h  ć w i c zen i e jes t  zap ozn an i e s i ę 
z w ł aś c i w oś c i ami  met ody a n as t ęp n i e zas t os ow an i e w yg ł adzan i a 
p rzy zas t os ow an i u  ś redn i ej aryt met yc zn ej i  medi an y dl a s yg n ał u  
okres ow eg o zakł óc on eg o s yg n ał em s zu mow ym i  i mp u l s ow ym.  
W  t ym os t at n i m p rzyp adku  i s t ot n e jes t  zw róc en i e u w ag i  zarów n o 
n a redu kc ję zakł óc eń ,  jak i  n a zn i eks zt ał c en i a u ż yt ec zn eg o p rze-
b i eg u  okres ow eg o w  mi arę zw i ęks zan i a dł u g oś c i  okn a.  

 
 

  
R y s . 3 . U k ł a d  d o  d em o n s t ra c j i  w y g ł a d z a n i a  p rz y  u ż y c i u  m ed i a n y  i  ś red n i ej   

a ry t m et y c z n ej   
F i g . 3 .  V i rt u a l  i n s t ru m en t  f o r a v era g i n g  b y  u s e m ed i a n  a n d  a ri t hm et i c  m ea n  

 
O dręb n ą  met odą  u ś redn i an i a jes t  u ś redn i an i e w aru n kow e. 

W ów c zas  kol ejn e real i zac je s ą  u ś redn i an e p rzy w aru n ku ,  kt órym 
jes t  p rzekroc zen i e p rzez s yg n ał  p rzyjęt eg o p ozi omu  w art oś c i  – n p . 
zera. M et oda t a moż e b yć  zas t os ow an a m.i n . do p omi aru  op óźn i en i a 
s yg n ał ów  l os ow yc h  p odob n i e jak met oda korel ac ji  w zajemn ej [ 8 ] . 
N a rys u n ku  4 p okazan o di ag ram u kł adu  p rezen t u ją c eg o t ą  zas adę,  
p rzeb i eg i  w zajemn i e op óźn i on yc h  s yg n ał ów  s t oc h as t yc zn yc h   
i  c h arakt erys t ykę w aru n kow ej w art oś c i  ś redn i ej modu ł u  s yg n ał u  
op óźn i on eg o (W W S ),  w yzn ac zan ą  dl a w aru n ku  p rzejś c i a s yg n ał u  
p i erw ot n eg o p rzez zero. P oł oż en i e g ł ów n eg o mi n i mu m W W S  

okreś l a op óźn i en i e c zas ow e [ 9 ] . Ukł ad p ozw al a n a ob s erw ac ję 
p rzeb i eg u  c h arakt erys t yki  W W S  p rzy zmi an i e op óźn i en i a oraz 
b adan i e w ł aś c i w oś c i  met ody p rzy zas zu mi an i u  s yg n ał u  op óźn i o-
n eg o. W  t ym os t at n i m p rzyp adku  kon i ec zn a jes t  rozb u dow a u kł a-
du  o dodat kow e modu ł y u moż l i w i ają c e g en erow an i e  s yg n ał u  
zakł óc ają c eg o i  zadaw an i e s t os u n ku  s yg n ał / s zu m. Uś redn i an i e 
t eg o t yp u  zas t os ow ać  moż n a t akż e dl a jedn ej real i zac ji  – w ów c zas  
u ś redn i an e s ą  kol ejn e p rób ki  s yg n ał u  op óźn i on eg o n a w yb ran ej 
dł u g oś c i  okn a dl a kol ejn yc h  p rzejś ć  p rzez zero s yg n ał u  p i erw ot -
n eg o. 

 

  
R y s . 4. U k ł a d  d o  p rez en t a c j i  w a ru n k o w eg o  u ś red n i a n i a  w z a j em n i e o p ó źn i o n y c h  

s y g n a ł ó w  s t o c ha s t y c z n y c h  
F i g . 4.  V I  f o r p res en t a t i o n  o f  c o n d i t i o n a l  a v era g i n g  o f  s t o c ha s t i c  t i m e d el a y ed  

s i g n a l s  
 
3. U ś r e d n i a n i e  w  d z i e d z i n i e  c z ę s t ot l i w oś c i  
 

Ujemn ą  c ec h ą  an al i zy w i dmow ej s yg n ał ów  l os ow yc h  p rzy za-
s t os ow an i u  D F T / F F T  jes t  du ż a w art oś ć  w ari an c ji  u zys ki w an yc h  
es t ymat orów  g ęs t oś c i  w i dmow ej moc y (G W M ). Bł ą d s t an dardo-
w y (odc h yl en i e s t an dardow e) zg ru b n yc h  es t ymat orów  G W M  
moż e b yć  rów n y w art oś c i  es t ymow an ej,  s t ą d kon i ec zn oś ć  w yg ł a-
dzan i a t yc h  es t ymat orów  [ 3,  4] . S t os ow an e s ą  n as t ęp u ją c e t rzy 
met ody u ś redn i an i a: odc i n kow e,  c zęs t ot l i w oś c i ow e i  mi es zan e. 
Uś redn i an i e odc i n kow e zn ajdu je zas t os ow an i e w  p rzyp adkac h ,  
g dy c zas  w ykon an i a p omi aru  (rejes t rac ji  s yg n ał u ) n i e jes t  ś c i ś l e 
og ran i c zon y. P roc edu ra u ś redn i an i a es t ymat orów  G W M  

)f(Ĝ kxx
,  g dzi e fk - dys kret n a w art oś ć  c zęs t ot l i w oś c i ,  p ol eg a n a 

p odzi al e rekordu  N p rób ek s yg n ał u  x ( n )  n a q odc i n ków  o dł u g oś c i  
N/ q okreś l on ej p rzez w ymag an ą  rozdzi el c zoś ć  an al i zy. D l a każ de-
g o z odc i n ków  ob l i c za s i ę )f(Ĝ kxx

,  a n as t ęp n i e dokon u je s i ę 
u ś redn i an i a w  zb i orze q es t ymat orów  dl a każ dej c zęs t ot l i w oś c i  fk 
u zys ku ją c  w yg ł adzon y es t ymat or )f(G~ kxx

 w  p os t ac i : 
 

           [ ] q/)q,f(Ĝ...),f(Ĝ),f(Ĝ)f(G~ kxxkxxkxxkxx +++= 21 .  (4) 
 
Bł ą d s t an dardow y es t ymat ora (4) jes t  q  razy mn i ejs zy n i ż  dl a 
es t ymat ora zg ru b n eg o p rzy n i ezmi en n ej rozdzi el c zoś c i  an al i zy.  
Uś redn i an i e c zęs t ot l i w oś c i ow e s t os u jemy w t edy,  g dy dys p on u je-
my real i zac ją  s yg n ał u  x ( n )  o og ran i c zon ej dł u g oś c i ,  w ykl u c zają c ej 
jej s eg men t ac ję. T en  s p os ób  w yg ł adzan i a es t ymat orów  p ol eg a n a 
w yzn ac zan i u  ś redn i ej aryt met yc zn ej p s ą s i edn i c h  p rą ż ków  es t y-
mat ora zg ru b n eg o )f(Ĝ kxx

: 
 [ ] p/)f(Ĝ...)f(Ĝ)f(Ĝ)f(G~ pkxxkxxkxxkxx 11 −++ +++= .         (5) 
 
E f ekt yw n a rozdzi el c zoś ć  es t ymat ora w yg ł adzon eg o (5) moż e b yć  
p - krot n i e mn i ejs za od rozdzi el c zoś c i  es t ymat ora zg ru b n eg o (g dy 
okn a u ś redn i ają c e n i e zac h odzą  n a s i eb i e),  a b ł ą d s t an dardow y 
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tego estymatora jest p  raz y mniejsz y w  p orów naniu  z  bł ę d em 
estymatora z gru bnego. U ś red nianie miesz ane p olega na z astoso-
w aniu  obyd w u  p rz ed staw ionych  p ow yż ej sp osobów  w ygł ad z ania 
jed nocz eś nie. E f ek tyw na roz d z ielcz oś ć  u z ysk anego w  ten sp osób 
estymatora w ygł ad z onego moż e być  p - k rotnie mniejsz a od  roz -
d z ielcz oś ci estymatora z gru bnego, a bł ą d  stand ard ow y jest pq  
raz y mniejsz y w  p orów naniu  z  bł ę d em estymatora z gru bnego.  

R ysu nek  5  p rz ed staw ia d iagram u k ł ad u , w  k tórym generow any 
jest sz u m biał y, nastę p nie w yz nacz any jest estymator gę stoś ci 
w id mow ej mocy tego sygnał u  ( a) , k tóry jest w ygł ad z any p rz y 
z astosow aniu  u ś red niania cz ę stotliw oś ciow ego ( b) , od cink ow ego 
( c)  i miesz anego ( d ) . W yk onu ją cy ć w icz enie mają  moż liw oś ć  
z aobserw ow ania i p orów nania ef ek tów  w ygł ad z ania p rz y z ad aw a-
niu  róż nych  w artoś ci p arametrów  u ś red niania ( np . sz erok oś ć  ok na 
p w  u ś red nianiu  cz ę stotliw oś ciow ym, licz ba u ś red nień  q w  u ś red -
nianiu  od cink ow ym) . 

 

  
Rys. 5. W i r t ua l n y uk ł a d  d o  uś r e d n i a n i a  e st ym a t o r ó w  g ę st o ś c i  w i d m o w e j  m o c y 

( o p i s w  t e k ś c i e )   
F i g . 5.  V I  f o r  a v e r a g i n g  o f  p o w e r  sp e c t r a l  d e n si t y e st i m a t o r s 
 
W  analiz ie w id mow ej sygnał ów  z d eterminow anych  p ow sz ech nie 
stosu je się  w ygł ad z anie od cink ow e. T ym typ em u ś red niania 
d ysp onu ją  cyf row e oscylosk op y i analiz atory sygnał ów .  
W  p rz yp ad k u  sygnał ów  z asz u mionych  z astosow anie u ś red niania 
od cink ow ego d aje red u k cję  w ariancji w id ma sz u mu , jed nak  nie 
red u k u je ś red niej jego mocy. R ed u k cję  ś red niej mocy sz u mu  
u z ysk ać  moż na w  p rz yp ad k u , gd y moż liw e jest z astosow anie 
k oh erentnego p róbk ow ania sygnał u . W ów cz as stosu je się  
u ś red nianie k oh erentne w  d z ied z inie cz asu , a nastę p nie w yz nacz a 
jed nok rotnie w id mo tak iego sygnał u . N a rysu nk u  6 A p ok az ano 
u k ł ad  p rez entu ją cy tą  z asad ę  na p rz yk ł ad z ie z ak ł óconego sz u mem 
biał ym p rz ebiegu  sinu soid alnego. P rz ed staw iono w id mo 
amp litu d ow e w yz nacz one bez  u ś red niania ( a) , u z ysk ane p rz y 
z astosow aniu  k lasycz nego u ś red niania od cink ow ego ( b)  oraz  p o 
u p rz ed nim u ś red nieniu  k oh erentnym sygnał u  w  d z ied z inie cz asu  
( c) . W id ocz na jest red u k cja w ariancji sk ł ad ow ych  w id ma 
z w ią z anych  z  sz u mem – p rz ebiegi ( b)  i ( c)  w  stosu nk u  d o ( a) .  
R ys. 6 B  p ok az u je w  p ow ię k sz eniu  ef ek t z mniejsz enia ś red niej 
w artoś ci w id ma sz u mu  ( c)  w  stosu nk u  d o ( b) . P od obny ef ek t 
moż na u z ysk ać  p róbk u ją c k oh erentnie sygnał , w yz nacz ają c  
i u ś red niają c od d z ielnie cz ę ś ć  rz ecz yw istą  i u rojoną  D F T / F F T   
a nastę p nie oblicz ają c jego mod u ł  [ 1 ] . 
 
4. P o d s u m o w a n i e  
 

R óż ne tech nik i u ś red niania w  d z ied z inie cz asu  i cz ę stotliw oś ci 
mają  d u ż e z astosow anie p rak tycz ne, niek tóre z  nich  są  stand ard o-
w o d ostę p ne w  p rz yrz ą d ach  p omiarow ych . W  d yd ak tyce p od staw  
cyf row ego p rz etw arz ania sygnał ów  celow e w yd aje się  z ap oz nanie 
stu d entów  z  metod ami u ś red niania na p rz yk ł ad z ie u k ł ad ów  symu la-
cyjnych , a nastę p nie z astosow anie w ybranych  metod  w  p rak tyce.  
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B )  
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Rys. 6 . U k ł a d  d o  p r e z e n t a c j i  r ó ż n yc h  m e t o d  uś r e d n i a n i a  w i d m a  a m p l i t ud o w e g o  ( A )  

i  p r z yk ł a d y w i d m  ( B )  ( o p i s w  t e k ś c i e )  
F i g . 6 .  V I  f o r  p r e se n t a t i o n  o f  d i f f e r e n t  m e t h o d s o f  a m p l i t ud e  sp e c t r um  a v e r a g i n g  

( A )  a n d  e x a m p l e s o f  a m p l i t ud e  sp e c t r um  ( B )  
 

W  artyk u le p rz ed staw iono k ilk a p rz yk ł ad ow ych  ap lik acji ilu -
stru ją cych  w ybrane z asad y u ś red niania, z realiz ow anych  w  ś rod o-
w isk u  D AS Y L ab 9 .0 . O p rogramow anie to z e w z glę d u  na d u ż e 
w alory d yd ak tycz ne, niesk omp lik ow aną , intu icyjną  obsł u gę   
i w ystarcz ają ce moż liw oś ci d obrz e nad aje się  d o w sp omagania 
d yd ak tyk i w  z ak resie cyf row ego p rz etw arz ania sygnał ów . P rz ed -
staw ione u k ł ad y bu d ow ane są  na z aję ciach  od  p od staw , co p oz w a-
la ć w icz ą cym na samod z ielną  k onf igu rację  p osz cz ególnych  mod u -
ł ów  i lep sz e z roz u mienie z asad  d z iał ania p osz cz ególnych  metod . 
P o niew ielk ich  mod yf ik acjach  w ię k sz oś ć  ap lik acji w  miarę  moż -
liw oś ci w yk orz ystyw ana jest d o analiz y rz ecz yw istych  sygnał ów , 
k tórych  ak w iz ycję  u moż liw iają  k omp u terow e k arty i mod u ł y 
p omiarow e d ostę p ne na stanow isk ach  laboratoryjnych .  
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