
58    PAK v o l . 5 3 ,  n r 1 2 / 2 0 0 7  
 
Kazimierz BRYDAK, Mykhaylo DO RO Z H O V E T S  
POLITECHNIKA RZESZOWSKA,  ZAKŁ AD  M ETROLOG II I SY STEM Ó W POM IAROWY CH 
 

Metoda wyznaczania macierzy wrażliwości w tomografii elektrycznej  
p rzy ap roks ymacji elementami s koń czonymi 
 
Mg r .  i n ż .  K a z i m i e r z  B R Y D A K  
 
J e s t  a b s o l w e n t e m  ( 1 9 7 8 )  W y d z i a ł u  E l e k t r y c z n e g o  
P o l i t e c h n i k i  R z e s z o w s k i e j  – s p e c j a l n o ś ć  m e t r o l o g i a   
i  a u t o m a t y k a .  J e s t  z a t r u d n i o n y  n a  s t a n o w i s k u  
s t a r s z e g o  w y k ł a d o w c y  w  Z a k ł a d z i e  M e t r o l o g i i   
i  S y s t e m ó w  P o m i a r o w y c h .  W  p r a c y  n a u k o w o -
b a d a w c z e j  z a j m u j e  s i ę  z a g a d n i e n i a m i  p o m i a r ó w  
t o m o g r a f i c z n y c h ,  p r o b l e m a m i  p r z e t w a r z a n i a  s y g n a -
ł ó w  p o m i a r o w y c h  w  m i k r o k o n t r o l e r a c h  a n a l o g o w y c h .  
 
 
 
e-m a i l :  b r y d a k @ p r z . eu . p l   

 
 

S t r e s z c z e n i e  
 

W  p rac y  p rz e d s t aw i o n o  p o d s t aw o w e  p ro b l e my  s p o t y k an e  p o d c z as  w y z n a-
c z an i a mac i e rz y  w raż l i w o ś c i  w  t o mo g raf i i  e l e k t ry c z n e j . W  o g ó l n y m 
p rz y p ad k u  p rz y  o b l i c z an i u  e l e me n t ó w  J ak o b i an u  me t o d ami  n u me ry c z n y mi  
t o w arz y s z ą  b ł ę d y  s p o w o d o w an e  ap ro k s y mac j ą  z ag ad n i e ń  p o l o w y c h  
z w i ą z an y c h  z  o g ran i c z o n ą  l i c z b ą  e l e me n t ó w  s k o ń c z o n y c h ,  ap ro k s y mac j ą  
s k o ń c z o n y c h  ró ż n i c  p rz y  o b l i c z an i u  n u me ry c z n y m p o c h o d n y c h  ( o b l i c z a-
n i e  n ac h y l e n i a s i e c z n e j  a n i e  s t y c z n e j )  i  p o w o d o w an e  n i e d o k ł ad n o ś c i ą  
o b l i c z an i a ró ż n i c y  d w ó c h  b l i s k i c h  w art o ś c i  n ap i ę ć  mi ę d z y e l e k t ro d o w y c h  
( o g ran i c z e n i a p re c y z j i  re p re z e n t ac j i  l i c z b  w  p ro c e s o rz e  k o mp u t e ra) . Z a-
p ro p o n o w an o  s z y b s z ą  i  b ard z i e j  p re c y z y j n ą  me t o d ę  o b l i c z an i a mac i e rz y  
J ac o b i e g o  b e z  b ł ę d u  me t o d y  w y k o rz y s t u j ą c ą  w ł as n o ś c i  e k w i w al e n t n y c h  
s i e c i  e l e k t ry c z n y c h  e l e me n t ó w  s k o ń c z o n y c h . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  t o mo g raf i a e l e k t ry c z n a,  mac i e rz  J ac o b i e g o ,  mac i e rz  
w raż l i w o ś c i ,  s i e c i  e l e k t ry c z n e . 
 
S en s it iv it y mat rix  in  elec t ric al t omog rap hy 
c alc u lat ion  met hod  b y ap p rox imat ion   
f in it e elemen t s  

 
A b s t r a c t  

 
T h i s  art i c l e  d e s c ri b e s  b as i c  p ro b l e ms  t h at  ap p e ar d u ri n g  t h e  s e n s i t i v i t y  
mat ri x  i n  e l e c t ri c al  t o mo g rap h y  c al c u l at i o n . G e n e ral l y ,  t h e re  o c c u r e rro rs  
d u ri n g  J ac o b i an  mat ri x  e l e me n t s  c al c u l at i o n . T h o s e  e rro rs  are  re s u l t s  o f  
f i e l d  p ro b l e ms  w i t h  l i mi t e d  n u mb e r f i n i t e  e l e me n t s  ap p ro x i mat i o n ,   
d i f f e re n c e  f i n i t e  d u ri n g  n u me ri c al  d e ri v at i o n  ( c al c u l at i o n  s e c an t  g rad i e n t  
v e rs u s  s e c an t )  ap p ro x i mat i o n ,  an d  i n ac c u rat e  t w o  re l at i v e  v o l t ag e  v al u e s  
b e t w e e n  e l e c t ro d e s  ( l i mi t at i o n  o f   p re c i s i o n  n u me ri c al  re p re s e n t at i o n  i n  t h e  
c o mp u t e r p ro c e s s o r)  d i f f e re n c e  c al c u l at i o n . T h e  f as t  an d  p re c i s e  J ac o b i an  
mat ri x  c al c u l at i o n  me t h o d  w i t h  n o  me t h o d i c al  e rro r f o r t h e  ai d  o f   
e q u i v al e n t  e l e c t ri c al  g ri d  f i n i t e  e l e me n t s  i s  p ro p o s e d . 
 
K e y w o r d s :  e l e c t ri c al  t o mo g rap h y ,  J ac o b i an  mat ri x ,  s e n s i t i v i t y  mat ri x ,  
e l e c t ri c al  g ri d . 
 
1 .  W yb ran e p rob lemy w yzn ac zan ia  

w raż liw oś c i w  t omog raf ii elekt ryc zn ej  
 

T om og r af i a e l e k tr y c zna w y k or zy sty w ana j e st d o w y znac zani a 
r ozk ł ad ó w  p r ze str ze nny c h ,  np .  d w u w y m i ar ow y c h  w  p ł aszc zy ź ni e  
(x,y) p ar am e tr ó w  e l e k tr y c zny c h  p (x,y) tak i c h  j ak : r e zy sty w noś c i  
ρ(x,y), k ond u k ty w noś c i  γ(x,y) l u b  stał e j  d i e l e k tr y c zne j  ε(x,y) 
w e w ną tr z b ad ane g o ob i e k tu ,  w y k or zy stu j ą c  w y ni k i  p om i ar ó w  
w i e l k oś c i  e l e k tr y c zny c h  ( na p r zy k ł ad  p ote nc j ał ó w  U )  na ob r ze ż u  
ob i e k tu  p r zy  j e g o ze w nę tr zny m  p ob u d zani u  ( na p r zy k ł ad  p r ą d o-
w y m  I ) .  W  p r zy p ad k u  ś r od ow i sk a p r ze w od zą c e g o p (x,y)=γ(x,y) 
p od staw ą  d o r ozw i ą zań  zag ad ni e ń  tom og r af i i  j e st zag ad ni e ni e  
p ol ow e  e l e k tr y c zne ,  k tó r e  j e st op i sy w ane  p r aw e m  O h m a [ 1 ]  

 
),(),(),(),(),( yxyxyxyxyx ϕγγ gradEj −=⋅= ,          ( 1 )  

 

P r o f .  d r  h a b .  i n ż .  M.  D O R O Z H O V E T S  
 
J e s t  a b s o l w e n t e m  ( 1 9 7 5 )  K a t e d r y  T e c h n i k i  I n f o r m a -
c y j n o -P o m i a r o w e j  P o l i t e c h n i k i  L w o w s k i e j .  D o k t o r a t  
n a u k  t e c h n i c z n y c h  u z y s k a ł  w  1 9 8 6  r . ,  a  w  2 0 0 1  r .  
o b r o n i ł  h a b i l i t a c j ę .  O b e c n i e  j e s t  p r o f e s o r e m   
w  P o l i t e c h n i c e  L w o w s k i e j  i  w  Z a k ł a d z i e  M e t r o l o g i i   
i  S y s t e m ó w  P o m i a r o w y c h  P o l i t e c h n i k i  R z e s z o w s k i e j .  
P r o w a d z i  p r a c e  n a u k o w o -b a d a w c z e  z  d z i e d z i n y  
p o m i a r ó w  t o m o g r a f i c z n y c h ,  p r z e t w a r z a n i a  s y g n a ł ó w  
p o m i a r o w y c h  o r a z  a n a l i z y  i  o c e n y  n i e p e w n o ś c i  
w y n i k ó w  p o m i a r ó w .  
 
e-m a i l :  m i c h d o r @ p r z . ed u . p l   

 
 
g d zi e :  

ϕ(x,y) - j e st r ozk ł ad e m  p ote nc j ał u ;   
j(x,y)- j e st w e k tor e m  g ę stoś c i  p r ą d u ;   
E(x,y) - j e st w e k tor e m  natę ż e ni a p ol a e l e k tr y c zne g o.  

 
I stni e j e  w i e l e  m e tod  w y znac zani a p oszu k i w ane g o r ozk ł ad u  

p r ze str ze nne g o γ(x,y) ,  w  k tó r y c h  b e zp oś r e d ni o l u b  p oś r e d ni o są  
w y k or zy sty w ane  f u nk c j e  w r aż l i w oś c i  w y ni k ó w  p om i ar u  U w zg l ę -
d e m  l ok al ny c h  zm i an k ond u k ty w noś c i  γ [ 5 ,  9 ] : 

 

γ∂
∂= UJ .                                          ( 2 )  

 
W  og ó l ny m  p r zy p ad k u  ni e j e d nor od ne g o r ozk ł ad u  k ond u k ty w -

noś c i  γ(x,y) r ó w nani e  ( 1 )  ni e  m oż e  b y ć  r ozw i ą zane  b e zp oś r e d ni o 
anal i ty c zni e  i  d l ate g o f u nk c j a w r aż l i w oś c i  ( 2 )  te ż  ni e  m oż e  b y ć  
ob l i c zona anal i ty c zni e .  W  p r ak ty c e ,  w  ty m  c e l u  są  w y k or zy sty w a-
ne  m e tod y  nu m e r y c zne ,  naj c zę ś c i e j  b azow ane  na m e tod zi e  e l e -
m e ntó w  sk oń c zony c h  ( M E S )  z w c ze ś ni e j szą  ap r ok sy m ac j ą  r oz-
k ł ad u  p ote nc j ał u  i  r ozk ł ad u  k ond u k ty w noś c i  [ 3 ,  9 ,  1 1 ] .  W  p r oc e si e  
w y znac zani a f u nk c j i  w r aż l i w oś c i  r e al i zow any  j e st p r oc e s zastę -
p ow ani a b ad ane j  p r ze str ze ni  si atk ą  e l e m e ntó w ,  naj c zę ś c i e j   
w  p ostac i  e l e m e ntó w  tr ó j k ą tny c h  l u b  c zw or ok ą tny c h ,  o ni e zm i e n-
ny m  r ozk ł ad zi e  p r ze str ze nny m  w e w ną tr z e l e m e ntu  ( γj(x,y)=c onst) .  
W  w y ni k u  tak i e j  ap r ok sy m ac j i  p r ze str ze ni  f u nk c j a w r aż l i w oś c i  
p r zy j m u j e  p ostać  m ac i e r zy ,  k tó r e j  e l e m e nty  m oż na w y znac zać  
d e f i ni c y j ni e  z p r zy b l i ż one j  zal e ż noś c i :  
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g d zi e : 

jγ  - j e st k ond u k ty w noś c i ą  j-te g o e l e m e ntu  ap r ok sy m ac y j -
ne g o;  

jγ∆  - j e st p r zy r oste m  k ond u k ty w noś c i  te g o e l e m e ntu ;  
)()( jijii UUU γγγ −∆+=∆  - j e st p r zy r oste m  w ar toś c i  

nap i ę c i a p om i ę d zy  i-tą  p ar ą  e l e k tr od  p om i ar ow y c h ;  
)( jiU γ ,  )( γγ ∆+jiU  - są  w ar toś c i am i  r ó ż ni c y  p ote nc j a-

ł ó w  p om i ę d zy  і-tą  p ar ą  e l e k tr od  p r zy  w ar toś c i ac h  k ond u k -
ty w noś c i  jγ  or az jj γγ ∆+   j–te g o e l e m e ntu  od p ow i e d -
ni o.  

 
W  p r ak ty c zny c h  zastosow ani ac h  w y m ag ane  j e st ob l i c zani e  

e l e m e ntó w  m ac i e r zy  w r aż l i w oś c i : 
• szy b k o 
• d ok ł ad ni e ,  
a p r oc e sy  ob l i c ze ni ow e  r e al i zow ane  m e tod am i  i te r ac y j ny m i  w y -
m ag aj ą  r ó w ni e ż  w i ę k sze g o nak ł ad u  ob l i c ze ni ow e g o.  
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W ogólnym przypadku obliczaniu elementów Jakobianu wg (3) 
towarzys zą  nas tępują ce typy bł ędów:  
• s powodowany aproks ymacją  zagadnienia polowego ograniczo-

ną  liczbą  elementów s kończonych ;  
• s powodowany aproks ymacją  s kończonych  róż nic przy oblicza-

niu poch odnej ( 0≠∆ jγ ) wedł ug wyraż enia (3) – obliczanie 
nach ylenia s iecznej a nie s tycznej,  

• s powodowany niedokł adnoś cią  obliczania róż nicy dwóch  bli-
s kich  wartoś ci napięć  między elektrodowych  )(~ γγ ∆+jiU   
i )(~

jiU γ ,  na przykł ad w wyniku ograniczeń dł ugoś ci liczb  
w proces orze komputera.  
P ierws zy komponent moż e być  zmniejs zony poprzez odpo-

wiedni wybór liczby i ks ztał tu elementów s kończonych .  N a ogół  
te parametry decydują  o przes trzennej rozdzielczoś ci nas tępnego 
odtwarzania obrazu rozkł adu konduktywnoś ci.  Jednak zwięks ze-
nie liczby elementów powoduje wzros t nakł adów obliczeniowych  
proporcjonalnie co najmniej do ich  trzeciej potęgi.   

D rugi komponent moż e być  zmniejs zony poprzez zmniejs zenie 
wartoś ci przyros tów jγ∆  elementów.  Jednak determinuje to 
wzros t trzeciej s kł adowej bł ędów,  a mianowicie bł ędów obliczania 
róż nicy dwóch  blis kich  wartoś ci f unkcji napięciowej )(~ γγ ∆+jiU  
i )(~

jiU γ ,  co w kons ekwencji moż e powodować  znaczny wzros t 
bł ędów w obliczeniach  elementów Jakobianu.  

 
2. E k w i w a l en t n e s i ec i  el ek t r y c z n e el em en t ó w  

s k o ń c z o n y c h  
 
D wa os tatnie problemy w dokł adnym obliczaniu elementów  

Jakobianu mogą  być  s kutecznie rozwią zane przez zas tos owanie 
elektrycznych  ukł adów zas tępczych  dla elementów s kończonych  
[ 9 ] .  N aturalną  dla zagadnień tomograf ii elektrycznej jes t prze-
s trzenna dys kretyzacja ś rodowis ka badanego [ 5 ] :  
• elementami trójką tnymi,  
• elementami pros toką tnymi,  
• innymi elementami z odpowiednią  aproks ymacją  pola elek-

trycznego oraz przewodnoś ci wewną trz nich .   
K aż demu elementowi s kończonemu odpowiada w peł nej mierze 

ekwiwalentny obwód elektryczny „ s kons truowany”  z elementów 
s kupionych ,  np.  rezys torów,  kondens atorów (elementy czynne  
i bierne) [ 3,  4 ,  5 ] .  D zięki temu zagadnienie wyznaczania odpo-
wiedzi obiektu na jego zewnętrzne elektryczne pobudzenie oraz 
obliczenie macierzy wraż liwoś ci moż na s prowadzić  do liniowych  
zagadnień elektrotech niki teoretycznej.   
 
Elementy trójkątne 
 

N a rys .  1 ,  przeds tawiono proces  tworzenia ekwiwalentnej s ieci 
elektrycznej z elementów trójką tnych  o konduktywnoś ci γj ,  wierz-
ch oł kach  K ,  L ,  M  (rys .  1 a) i odpowiednio ką tach  przy wierzch oł -
kach  k, l m).  E lement taki moż e być  aproks ymowany poł ą czeniem 
trzech  zas tępczych  konduktancji G K L ,  G L M  i G M K  (rys .  1 b).  Ł ą czą c 
odpowiednio wierzch oł ki zas tępczych  obwodów elektrycznych  
(s umują c odpowiednie konduktancje) uzys kujemy zas tępczą  s ieć  
elementów dys kretnych  aproks ymują cych  badany obs zar o nie-
znanym rozkł adzie przes trzennym np.  konduktancji (rys .  1 c).   

D la przewodzą cej trójką tnej (K L M ) wars twy o gruboś ci d za-
leż noś ci konduktancji węzł owych  i międzywęzł owych  (G K L ,  G M K  
i G L M ) od parametrów geometrycznych  (ką tów k, l m) i przewod-
noś ci γj s ą  opis ywane wyraż eniem  

 
KLMjjKLMj dG ;; χγ ⋅⋅= ,                            (4 ) 

 
gdzie KLMj;χ  jes t odpowiednim elementem macierzy ch araktery-
s tycznej elementu (tab.  1 ).   
N atomias t macierz konduktywnoś ci Gj tego elementu jes t 

przeds tawiona w tab.  2 .  

γj 
k m M 

L 

K 

l  a) 

   

GLM 

M GMK  

GK L 

K 

L  b) 

      
 c) 

  
R y s . 1. T r ó j k ą tn y  e l e m e n t s k o ń c z o n y  ( a ) ,  j e g o  e k w i w a l e n tn a  s i e ć  e l e k tr y c z n a  ( b)   

i  s i e ć  e l e k tr y c z n a  a p r o k s y m u j ą c a  ba d a n y  o bs z a r  ( c )  
F i g .  1. T r i a n g u l a r  f i n i te  e l e m e n t ( a ) ,  i ts   e q u i v a l e n t e l e c tr i c a l  n e tw o r k  ( b)  a n d  

e l e c tr i c a l  n e tw o r k  a p p r o x i m a te d  tr i a n g u l a r  o bj e c t ( c )  
 
T a b. 1.  M a c i e r z  c h a r a k te r y s ty c z n a  e l e m e n tu  tr ó j k ą tn e g o  ( g e o m e tr .)  
T a b. 1.  T h e  c h a r a c te r i s ti c  m a tr i x  o f  tr i a n g u l a r  e l e m e n t ( g e o m e tr i c )  
 

KLMj;χ  K L M 

K c t g ( m ) + c t g ( l )  -c t g ( m )  -c t g ( l )  
L -c t g ( m )  c t g ( k ) + c t g ( m )  -c t g ( k )  
M -c t g ( l )  -c t g ( k )  c t g ( k ) + c t g ( l )  

 
T a b. 2 .  M a c i e r z  k o n d u k ty w n o ś c i  e l e m e n tu  tr ó j k ą tn e g o  
T a b. 2 .  T h e  c o n d u c ti v i ty  m a tr i x  o f  tr i a n g u l a r  e l e m e n t 
 

Gj K L M 
K GKL + GKM  -GKL -GKM  

L -GLK GLM + GKL -GLM  

M -G M K -G M L G M L + G M K 

 
Elementy c z w o ro kątne 
 

A nalogicznie s kończony element czworoką tny (pros toką tny) 
jes t pokazany na rys .  2 a,  a jego ekwiwalentna s ieć  elektryczna 
utworzona z s ześ ciu konduktancji międzywęzł owych  (G K L ,  G L M ,  
G M N ,  G N K ,  G K M  i G L N ) jes t pokazana na rys .  2 b.  Z as tępcza s ieć  
elementów dys kretnych  aproks ymują cych  badany obs zar elemen-
tami pros toką tnymi jes t pokazana na rys .  2 c.   
 

 

γj 

K N 

M L 
a) 

a 
b 

   

 
L 

K N 

M 
Glm 

Gln 
Gnm 

Gkn Gkm 
Gkl 

b) 

   
 

 c) 

  
R y s . 2 . C z w o r o k ą tn y  ( p r o s to k ą tn y )  e l e m e n t s k o ń c z o n y  ( a ) ,  j e g o  e k w i w a l e n tn a  s i e ć  

e l e k tr y c z n a  ( b)  i  s i e ć  e l e k tr y c z n a  a p r o k s y m u j ą c a  ba d a n y  o bs z a r  ( c )  
F i g .  2 . R e c ta n g u l a r  f i n i te  e l e m e n t ( a ) ,  i ts  e q u i v a l e n t e l e c tr i c a l  n e tw o r k  ( b)  a n d  

e l e c tr i c a l  n e tw o r k  a p p r o x i m a te d  r e c ta n g u l a r  o bj e c t ( c )  
 

M acierz ch arakterys tyczna KLMNj;χ  elementu pros toką tnego 
K L M N  (gdzie bav = ,  a,  b s ą  wymiarami elementu,  rys .  2 a) jes t 
pokazana w tablicy 3 oraz macierz konduktywnoś ci Gj tego ele-
mentu jes t przeds tawiona w tablicy 4 .  

Z  porównania odpowiednich  elementów macierzy 1  i 2  oraz 
macierzy 3 i 4  oraz ze wzoru (4 ) wynika,  ż e konduktancja mię-
dzywęzł owa s ieci elektrycznej zas tępczej jes t proporcjonalna do 
przewodnoś ci elementu jγ  oraz ws pół czynnika mjS ;  (m = 1 ,  
2 , … M ),  wartoś ć  którego zależ y od parametrów ks ztał tu elementu 
s kończonego i gruboś ci wars twy przewodzą cej 

 
jmjmj SG γ⋅= ;; ,    (m = 1 ,  2 ,  … M ),                      (5 ) 
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gdzie M=3 dla elementu trójkątnego i M=6 dla elementu czworo-
kątnego.  

 
T ab .  3 .   M ac ier z  c h ar ak t er y st y c z na el ement u  p r o st o k ą t neg o  ( g eo met r . )  
T ab .  3 .   T h e c h ar ac t er ist ic   mat r ix  o f  r ec t ang u l ar  el ement  ( g eo met r ic )  
 

KLMNj;χ  K L M N 

K 2 (ν + 1 / ν) -(2 ν-1 / ν) -(ν + 1 / ν) -(2 / ν-ν) 
L -(2 ν-1 / ν) 2 (ν + 1 / ν) -(2 / ν-ν) -(ν + 1 / ν) 
M -(ν + 1 / ν) -(2 / ν-ν) 2 (ν + 1 / ν) -(2 ν-1 / ν) 
N -(2 / ν-ν) -(ν + 1 / ν) -(2 ν-1 / ν) 2 (ν + 1 / ν) 

 
T ab .  4 .   M ac ier z  k o nd u k t y w no ś c i el ement u  p r o st o k ą t neg o  
T ab .  4 .   T h e c o nd u c t iv it y  mat r ix  o f  r ec t ang u l ar  el ement  
 

Gj K L M N 
K GKL + GKM + GKN -GKL -GKM  -GKN 
L -GKL GLK + GLM + GLN -GLM  -GLN 

M -GKM  -G M L G M K + G M L + G M N -G M N 

N -GNK -GNL -G n M  GNK + GNL + GNM  
 
P odczas  kons trukcji macierzy J acob iego moż na wykorzys tać  

odp owiednie macierze ch arakterys tyczne trójkątnego lub  czworo-
kątnego elementu p ods tawowego ME S .   
 
3. M e t o d a o b l i c z an i a w r aż l i w o ś c i  n a  

p o d s t aw i e  w ł as n o ś c i  e kw i w al e n t n y c h   
s i e c i  e l e kt r y c z n y c h  

 
W  p racy zap rop onowano metodę ob liczania macierzy wraż li-

woś ci,  uwzględniającą p roces  tworzenia ekwiwalentnej s ieci 
elementów dys kretnych  ME S ,  wynikającą z ap roks ymacji b ada-
nego ob s zaru elementami trójkątnymi lub  czworokątnymi.  B ada-
nie wraż liwoś ci rozważ a s ię nie dla zmiany p ojedynczego elemen-
tu s ieci elektrycznej lecz dla zmiany p arametru ob s zaru wyzna-
czonego elementem p ods tawowym ( trójkąt,  p ros tokąt) .   
D uż y p os tęp  w dziedzinie komp uterowych  metod analizy ukł a-

dów zaowocował  p ows taniem wielu uniwers alnych  p rogramów 
umoż liwiających  zarówno analizę s tał op rądowa,  zmiennop rądowa 
jak i analizę czas ową dla coraz więks zych  ob wodów ( np .  s ieci 
elementów dys kretnych ) .  W p ł ynęł o to również  na rozwój komp u-
terowych  metod ob liczania wraż liwoś ci.  D o ob liczania wraż liwo-
ś ci częs to s tos owane s ą [ 8 ] :  metoda ukł adu p rzyros towego,  meto-
da ukł adu doł ączonego i metoda s ymb oliczna.   
J ednak s ą p ewne p rob lemy b ezp oś redniego wykorzys tania tych  

metod dla ob liczania wraż liwoś ci w tomograf ii elektrycznej ze 
względu na to,  ż e w razie wykorzys tania ukł adów zas tęp czych  
elektrycznych  do elementów s kończonych  p rzy zmianę p rzewod-
noś ci jjj γγγ ∆+→  j-tego elementu jednocześ nie zmienia s ię 
konduktancja trzech  ( elementy trójkątne)  lub  s ześ ciu ( elementy 
czworokątne)  gał ęzi ob wodu elektrycznego.  O p rócz tego,  w gał ę-
ziach  odp owiadającym p rzyległ ym b okom s ąs iednich  elementów 
s kończonych ,  s ą wł ączone równolegle konduktancje wewnętrzne  
z p rzyros tem oraz zewnętrzne b ez p rzyros tu ( rys .  3) .   
 

 

Gr;3 
γj+∆γj 

G p ;1  

Gq ;2  

Gj;1+∆Gj;1 
Gj;2 +∆Gj;2  

Gj;3 +∆Gj;3  

γp 

γq γr 

  
R y s.  3 .  F r ag ment  p o ł ą c z enia ek w iw al ent ny c h  siec i el ek t r y c z ny c h  t r z ec h  el ement ó w  

t r ó j k ą t ny c h  p r z y  z mianie k o nd u k t y w no ś c i t y l k o  j ed neg o  j-g o  el ement u  
F ig .  3 .  A  f r ag ment  o f  eq u iv al ent  el ec t r ic al  g r id  f init e el ement s o f  t h r ee t r iang u l ar  

f init e el ement s w h en c h ang ing  c o nd u c t iv it y  o nl y  o ne j-t h  el ement  
 

N a rys .  3 zos tał  p okazany f ragment p oł ączenia ekwiwalentnych  
s ieci elektrycznych  czterech  elementów trójkątnych  z numerami p ,  
q ,  r  – zewnętrzne oraz j-ty wewnętrzny.  P rzy zmianie konduktan-
cji jjj γγγ ∆+→  j-tego elementu s kończonego jednocześ nie 
zmieniają s ię konduktancje Gj;1+∆Gj;1,  Gj;2 +∆Gj;2  oraz Gj;3 +∆Gj;3  
trzech  gał ęzi ( na rys .  3 s ą zaciemnione) ,  natomias t konduktancje 
G p ;1 G q ;2  oraz G r ;3  p odł ączone równolegle do p op rzednich  nie 
zmieniają s ię.  
 
Modele matematyczne przyrostów prądów oraz spadku  
napi ęci a na i-tej  g ał ęzi  
 

C zęs to w tomograf ii elektrycznej ob iekt b adany jes t p ob udzany 
od s trony zewnętrznej gał ęzi ob wodu z numerem k ( rys .  4 )  ź ró-
dł em p rądowym ( o natęż eniu p rądu I 0) .  W tedy mierzony jes t 
s p adek nap ięcia U i na innej zewnętrznej gał ęzi z numerem i .  
P ob udzanie ob iektu oraz p omiary jego odp owiedzi na to p ob udza-
nie odb ywają s ię dla ws zys tkich  moż liwych  wzajemnie niezależ -
nych  p rojekcji.  N a rys .  4  p okazano p rojekcję z dwuwymiarowym 
numerem ( k; i ) .  
 

 

Ij; 3 +∆Ij; 3  

Ri 
∆Ui 

I0 V 

Rk 
Ii+∆Ii 

Ik Ic i 
Ij; 1 +∆Ij; 1  

γj+∆γj 
Rj; 1 +∆Rj; 1  

Rj; 2 +∆Rj; 2  Rj; 3 +∆Rj; 3  

Ij; 2 +∆Ij; 2  

  
R y s.  4 .  F r ag ment  siec i el ek t r y c z nej  p r z y  j ej  p o b u d z aniu  w  g ał ę z i z  nu mer em k  

o r az  p o miar  sp ad k u  nap ię c ia na g ał ę z i z  nu mer em i .  Z miany  r ez y st anc j i 
o r az  p r ą d ó w  w  o d p o w ied nic h  g ał ę z iac h  p r z y  z mianie p r z ew o d no ś c i  
j-t eg o  t r ó j k ą t neg o  el ement u  sk o ń c z o neg o  

F ig .  4 .  A  f r ag ment  o f  el ec t r ic al  g r id  w h en st imu l at io n f r o m b r anc h  nu mb er  k and   
a measu r e o f  v o l t ag e d r o p  d o w n o n t h e b r anc h  nu mb er  i ;  c h ang es o f   
r esist anc e and  c u r r ent s o n t h e p r o p er  b r anc h  w h il e c h ang ing  c o nd u c t iv it y   
j-t h  t r iang u l ar  f init e el ement  

 
W  celu up ros zczenia p oniż s zej analizy p rzy zmianie p rzewod-

noś ci j-tego elementu s kończonego ( jjj γγγ ∆+→ )  na rys .  4  
konduktancje odp owiednich  gał ęzi j-tego elementu ( wraz z rów-
nolegle p oł ączonymi konduktancjami p rzyległ ych  elementów 
( rys .  3) )  zos tał y zas tąp ione odp owiednimi rezys tancjami z p rzyro-
s tami:   

1;1;1;
1;1;

1
pjj

jj GGG
RR

+∆+
=∆+ ;                   ( 6a)  

 

2;2;2;
2;2;

1
qjj

jj GGG
RR

+∆+
=∆+ ;                  ( 6b )  

 

3;3;3;
3;3;

1
rjj

jj GGG
RR

+∆+
=∆+ .                   ( 6c)  

 
W  wyniku p ros tych  p rzeks ztał ceń p rzyros t sjR ;∆  rezys tancji 

gał ęzi z numerem m moż e b yć  op is any wzorem  
 

j
jmjmj

mjmj
mj RS

RS
R γ

γ
∆⋅

∆+
−=∆

;;

2
;;

; 1
,                      ( 7 )  

 
gdzie s ( p ,  q ,  r  na rys .  3)  - s ą numerami p rzyległ ych  do j-tego 
s kończonych  elementów.  

Z miany tych  rezys tancji p owodują zmiany p rądów we ws zys t-
kich  gał ęziach  ob wodu zas tęp czego,  m. in.  w ekwiwalentnych  
gał ęziach  j-tego elementu:  1;1; jj II ∆+ ,  2;2; jj II ∆+  i 3;3; jj II ∆+  
oraz w i-tej gał ęzi:  ii II ∆+  ( rys .  4 ) .   
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Wykorzystując twierdzenie o kompensacji (według której przy-
rost rezystancji mjR ;∆  moż na zamienić  przyrostem ekwiwal entnej 
S E M  (siła el ektromotoryczna) ( )mjmjmjmj IIRE ;,;; ∆+∆=∆ , skie-
rowanej przeciwnie do przepływu prądu [ 8 ] ), oraz zasadę super-
pozycji (według której zmiana prądu iI∆  w i-tej gałęzi równa się 
sumie prądów, spowodowanych  przez S E M  w róż nych  gałęziach  
[ 8 ] ), moż emy otrzymać  wyraż enia zmiany prądu w i-tej zewnętrz-
nej gałęzi: 
 

( ) ( ) ( )∑∑
==

∆+∆−=∆−=∆
M

m
imjmjmjmj

M

m
imjmjji gIIRgEI

1
,;;;;

1
,;;; ,  (8 ) 

 
gdzie ( ) imjg ,;  są konduktancjami wzajemnymi i-tej oraz (j; m)-tej 
gałęzi.  

P rzy tym zmiany (przyrosty) prądów w odpowiednich  gałęziach  
układu zastępczego j-tego el ementu moż na przedstawić  w postaci 
wyraż enia: 
 

( ) ( ) ( )∑
=

∆+∆−=∆
M

l
mjljljljljmj gIIRI

1
;,;;;;; ,   m = 1 ,2,..,M ,      (9 ) 

 
gdzie: ( ) kmjg ,;  są konduktancjami wzajemnymi (j; m)-tej oraz 
(j; m)-tej gałęzi j-tego el ementu. 
Z al eż noś ci (9 ) tworzą układ równań , po rozwiązaniu którego 

moż na ob l iczyć  wartoś ci prądów mjmj II ;; ∆+  (m = 1 ,2,..,M ), a po 
podstawieniu do równania (8 ) otrzymuje się wartoś ć  przyrostu 
(zmiany) prądu w i-tej gałęzi. 

P onieważ , według def inicji (2) odpowiedni el ement macierzy 
J akob iego nal eż y wyznaczać  jako granicę w wyraż eniu (3 ) sto-
sunku przyrostu napięcia iU∆  pomiędzy i-tą para el ektrod pomia-
rowych  do przyrostu jγ∆  konduktywnoś ci j-tego el ementu skoń -
czonego, dl atego, w tym przypadku, nie ma potrzeb y rozwiązy-
wania układu równań  (9 ) i kol ejno ob l iczać  granicę dl a 0→∆ jγ . 
T e operacje moż na zreal izować  od razu w układzie równań  (9 ). 
Według zal eż noś ci (7 ) przy 0→∆ jγ  ma miejsce takż e 

0; →∆ mjR  w wyniku czego przyrosty wartoś ci prądów w gałę-
ziach  też  dąż ą do zera: 0; →∆ mjI . 
Z godnie zal eż noś ciami (8 ), (7 ) i (9 ), przy 0→∆ jγ  przyrost 

prądu w i-tej gałęzi (po pominięciu członów drugiego rzędu) moż e 
b yć  opisany wyraż eniem  
 

( ) ( )∑∑
==

→∆ ∆=∆− →∆
M

m
imjmjmjj

M

m
imjmjmjji gIRgIRI

j 1
,;;

2
;

1
,;;;0; γγ  (1 0 ) 

 
Wartoś ć  przyrostu napięcia iU∆  pomiędzy i-tą parą el ektrod 

pomiarowych  wynosi ijii RIU ;∆=∆ , (gdzie iR  - jest rezystancją 
i-tej gałęzi) dl atego po podstawieniu wyraż enia (1 0 ) do wyraż enia 
(3 ) otrzymuje się wartoś ci współczynnika macierzy J akob iego 

 

( )∑
=

=
∆
∆

→∆
=

M

m
imjmjmjmji

j
i

j
ji gkIRSRUJ

1
,;;

2
;;, )(0

lim
γγ

.     (1 1 ) 

 
W wyraż eniu (1 1 ) )()( ;;; kUkIR mjmjmj =  jest spadkiem napię-

cia na (j; m)-tej gałęzi przy pob udzaniu ob iektu od strony  k-tej 
gałęzi zewnętrznej. 
Z akładając ż e ob iekt jest pob udzany prądem I0 od strony  

i-tej gałęzi, wtedy wykorzystując def inicję konduktancji  
wzajemnej pomiędzy (j; m)-tą oraz i-tą gałęziami jako 

imjimjimj RIiIEiIg 0);();(,; )()( ==  [ 8 ]  (gdzie )();( iI mj  - jest 

prądem w (j; m)-tej gałęzi) i uwzgl ędniając ż e )()( ;;; iUiIR mjmjmj =  
jest spadkiem napięcia na (j; m)-tej gałęzi przy pob udzaniu ob iektu 
od strony i-tej gałęzi, po podstawieniu tych  wartoś ci do wyraż enia 
(1 1 ) otrzymuje się  
 

∑
=

=

M

m
mjmjmjji iUkUS

I
J

1
;;;

0
, )()(1 .                  (1 2) 

 
Z  anal izy wyraż enia (1 2) wynika, ż e dl a ob l iczania całej macie-

rzy J akob iego nal eż y rozwiązać  (na przykład metodą potencjałów 
węzłowych ) zagadnienie proste tomograf ii el ektrycznej przy 
wszystkich  moż l iwych  kierunkach  pob udzania ob iektu i wyzna-
czyć  spadki napięć  )(),( ;; iUkU mjmj  na wszystkich  gałęziach  
(k = 1 , 2,3 ,  ;  i≠k) sieci ob wodu zastępczego.  
 
4. W n i o s k i  
 
• P onieważ  wartoś ć  przyrostu konduktywnoś ci jγ∆  el ementu 

skoń czonego nie wpływa na ob l iczaną wartoś ć  el ementów ma-
cierzy J akob iego, to każ dy el ement i cała macierz J akob iego 
moż e b yć  ob l iczona b ez b łędów metody. 

• Wszystkie spadki napięć  na wszystkich  gałęziach  mogą b yć  
ob l iczone w wyniku tyl ko jednorazowego rozwiązania zagad-
nienia prostego tomograf ii el ektrycznej, dzięki czemu zapewnia 
się maksymal ną szyb koś ć  ob l iczania macierzy wraż l iwoś ci. 

• Z aproponowana metoda moż e b yć  wykorzystana takż e do 
ob l iczeń  wraż l iwoś ci w tomograf ach  rezystywnoś ci, stałej die-
l ektrycznej czy też  ich  komb inacji. 
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