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Streszczenie

W referacie zaprezentowano wyniki poréwnania niepewnosci przewidy-
wanych wartosci funkcji znalezionych na podstawie aproksymacji wyni-
kéw pomiaru zwyklymi algebraicznymi oraz ortogonalnymi wielomianami
Czebyszewa. Przedstawione sa wzory analityczne do obliczenia niepewno-
$ci tych funkeji.

Stowa kluczowe: niepewnos¢, aproksymacja, wielomiany.

Comparison of measurement result
approximation uncertainty by algebraic
and orthogonal Chebyshev polynomials

Abstract

In the paper the comparison results of the uncertainty of the forecasted
values of function, obtained as a result of the measurement result
approximation by both usual algebraic and Chebyshev polynomials are
presented. The obtained formulas for calculation uncertainty of these
function are presented.

Keywords: uncertainty, approximation, polynomials.

1. Wstep

Do wyznaczania parametrow zaleznosci pomigdzy wielkoscia-
mi, na przyktad wyjsciowa oraz wejsciowq czujnika pomiarowe-
go, szeroko jest wykorzystywana aproksymacja metoda najmniej-
szych kwadratow (MNK) [1]. Celem przedstawionych badan jest
wyprowadzenie wzoréw modeli matematycznych dla oszacowania
jeszcze na etapie planowania eksperymentu standardowych nie-
pewnosci przewidywanych wartosci aproksymacyjnych funkcji
w postaci wielomiandw algebraicznych oraz Czebyszewa, a takze
ich pordwnanie z punktu widzenia osiggalnych wartosci niepew-
nosci i ztozonosci algorytmu obliczen.

Aproksymacja jest oparta na danych wejsciowych w postaci
n  zadanych  wartosci  wielko$ci  wejsciowej  (wektor

X’ :(xo,xl,...,x”,l )T ), oraz wynikow pomiaru wielkosci wyjscio-
wej (wektor Y = (yo, Visers Vo )T . Dla liniowej aproksymacji wy-
korzystuje si¢ m zadanych funkcji bazowych ¢, (x) (7=0,...m-1),

ktore tworza wektor o wymiarze m:
P = (9o (). 91(x), 92(x), 0,1 (1)), (M

a funkcja aproksymacyjna opisywana jest zaleznoscia [1]:

m=1
yapr(x):¢.A:zaj¢j(x)7 (2)
Jj=0

. 7 . ;. .
gdzie AT = (ao,al,...,am) - jest wektorem wartosci poszukiwa-

nych wspotezynnikdw (ich liczba takze rowna si¢ m).

W badaniach przyjeto, ze model funkcji aproksymacyjnej (2)
jest adekwatny, a wyniki pomiaru charakteryzuja si¢ standardowg
niepewnoscia u(y;). Wedtug metody najmniejszych kwadratéw [1]
wartosci poszukiwanych wspdtczynnikéw sg obliczane na podsta-
wie minimalizacji sumy kwadratéw odchylen v, wartosci ekspery-

mentalnych y; od wartodci y,(x;) funkcji aproksymacji (2):

2
M[N{%Ziviz}:MIN lzl(zlajgpj(xi)yiJ )

i=0 =0\ j=0

Obliczone wartosci ¢, (x,) funkcji bazowych dla wszystkich

warto$ci argumentu x; tworza macierz ® o wymiarze mxn:

®(xg) ?1(x) Om1(Xo)
@ Do (:x1) D (:x1) (mel:()ﬁ) )
(/7()(xn,1) {0] (X,’,l) gomfl(xnfl)

W takim razie minimalizacji wyrazenia (3) odpowiada rownanie
macierzowe

P0) PNy P PA-PY, ®)

n n

gdzie

T n-1
¢T¢ = ? > (¢T¢)kl - %z [¢k (x)e, (xi)] > (62)
i=0

T n-1
B
i=0

W celu ograniczenia zakresow wartosci wspotczynnikéw ma-
cierzy we wzorach (5) oraz (6) wprowadzono ich usrednianie na
liczbg eksperymentalnych punktéow n. Wtedy wektor A poszuki-
wanych wspdtczynnikéw mozna obliczy¢ ze wzoru:

A-lpg)'dy. ™

2. Standardowe niepewnosci
wspotczynnikéw aproksymacji

Miarg jakosci wartosci znalezionych wspotczynnikow (7) sg ich
standardowe (oraz rozszerzone) niepewnosci, ktére mozna obli-
czy¢ posiadajac macierz kowariancyjng R(A)‘ Jezeli wyniki
obserwacji wartosci funkcji beda jednorodne (o jednakowej stan-
dardowej niepewnosci u(v;)=u(y)) i nie skorelowane, wtedy ma-
cierz kowariancyjna wynikow pomiaru réwna sig: R = u*(y)-1
(gdzie 1 - jest jednostkowa macierza diagonalna). Na tej podsta-
wie macierz kowariancyjng wspolczynnikdéw aproksymacji mozna
opisa¢ wzorem
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Wtedy standardowe niepewnosci wartosci wspdtczynnikéw A
beda rowne [2]:

ua,)= uy). My, - (10)

In

3. Standardowa niepewnos¢ przewidywanych
wartosci wielkosci wyjsciowej

Dla dowolnych wartosci wielkosci wejsciowej wedtug wzorow
(1) oraz (7) wartosci funkcji aproksymacyjnej moga by¢ obliczone
wedtug zaleznosci

—p-¢7g)'pry. (1

na podstawie ktérej po uwzglgdnieniu (8) mozna obliczy¢ warian-
cje (kwadrat niepewnosci) przewidywanych wartosci funkcji
aproksymacji

Y, (x)z@ A

apr

(1, ()= R(4)- " (12)

Przy jednorodnych i nie skorelowanych wynikach obserwacji
wariancja ma postac

z(yapr( ) u (y)

o9 o (13

4. Aproksymacja wielomianem algebraicznym

4.1. Model matematyczny

Przy aproksymacji wielomianem algebraicznym funkcje bazo-
we w (1) opisywane sa zaleznoscia: ¢ (x) = x’,

@ = x 22 xm). (14)

Z punktu widzenia ogdlnosci, a takze w celu ograniczenia war-
tosci wspotczynnikow macierzy, unormujemy warto$ci wejscio-
we, wykorzystujac przetwarzanie liniowe:

Z,:x";x, 1<+, (15)

gdzie x= (x, +x,)/2 jest $rodkiem rozpigcia wartosci wielkosci
wejsciowej z wartoscia poczatkowa x, oraz koncowa x,,
V= (xh -x, )/ 2 jest potowa szarosci rozpigcia tego interwatu.

W takim razie wartosci elementdw macierzy (6a) oraz (6b)
uktadu réwnan MNK beda rowne:

9),. -

k+l k+l T _
Z ’ ( Y))(,k -

1 n—1 -
= xkyi="y; . (16)
nizo
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Czesto warto$ci wielkosci wejsciowej mozna zada¢ w réwnych
odstepach /= (x, —x, )/ (n— 1) : X, =x,+h-i, wtedy unormowane
wartosci (16) sg obliczane wedlug wzoru:

2-i

Zi=———1, (=0, 1,,...n-1). (17)

Dzigki symetrii (wzglgdem srodka rozpigcia) unormowanych
wartosci y; W macierzy ¢T¢ wszystkie wspdtczynniki o niepa-

rzystych potegach k +/=2p+1 réwnaja si¢ zeru: ;(2”“ =0:

1 0o 7 0 ;
0 7 0 0
T ) 1 .
0= » o i 0 |38
0 P 0 0
0 0 ZZ(m—l)

Wartosci $rednie niezerowych wspdtczynnikéw macierzy (18)
mozna obliczy¢ bezposrednio, na przyktad wedtug wzoréw:

:—Z 2 _( 2 j_%; (19)

n—1

— 1 4(3n2—4n—1} 1
y==|1+ —>—; (20)
5 3(n—1)3

5

_ 4 _np 3 2
Zézl 1_"_2(917 24n 4—6n5 +8n+17) l; @)
7 3(n—1)
— 6 S 4 3 2 en,
Zszl 1+8(5n 20m” +15n +8n7+43n 52n 47) —>l.(22)
9 5(n—1) 9

Na rys.1 pokazane sg zaleznos$ci (unormowanych do odpowied-
mch wartosm gramcznych 1/3; 1/5; 1/7; 1/9) wartosci $rednich:

3.7 524 7-4°; 9-4° od liczby opracowywanych punk-
tow eksperymentalnych ».

O 2N WA N®©O

9‘;{3\
\
\\
I\
SN \\

SAL
JX\\ ~ teag.

n

0 5 10 15 20 25

Rys. 1. Zalezno$ci wartosci $rednich poteg wielkosci wejsciowej od liczby
punktéw eksperymentalnych »

Fig. 1. Dependences of the average values of input value degrees from
a quantity of the experimental points n

4.2. Standardowe niepewnosci
wspotczynnikow

Macierzy (18) odpowiadaja macierze odwrotne, jawne postaci
pierwszych trzech sa przedstawione nizej:

1 ({2 o
MR(1>:=2[)% J; (23)
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X 0 -X
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1
MR(Z):_4 =V 0 — 0 5 @49
7(7) (7)
-7 0 1

)
13'15—{1Aj ;E~Ag-{;;) (25

Wedhug (10) standardowe niepewnosci wartosci wspotczynni-
kéw aproksymacji sa proporcjonalne do pierwiastka odpowiednich
cztondéw diagonalnych macierzy (23)-(25), na przyktad w przy-
padku wielomianu drugiego rzedu:

(26)

4.3. Standardowa niepewnos¢ przewidywanych
wartosci wielkosci wyjsciowej

Po podstawieniu tych macierzy do wzoru (13), a takze
uwzgledniajac postaci algebraicznych funkcji bazowych (14),
otrzymuje si¢ jawne wyrazenia kwadratu niepewnosci przewidy-
wanych wartosci funkcji aproksymacji:

- dla wielomianu pierwszego rzedu:
2 2
u X
iyl ()= e @7)
n 2
X
- dla wielomianu drugiego rzedu:

w2 (27)

s ()= e
)

- dla wielomianu trzeciego rzedu:

—\2
2 - —
2 X —ZZ 6 4 2 4
u () ( j 2.y x+y X
8 vul2))= ?(Zy-u_ MY St 4 _{ 21 (29
7 f()/) r 7(14)
Zaleznosci kwadratow niepewnosci standardowych prognozo-

wanych wartosci funkcji aproksymacyjnych, obliczonych wedtug
wzoréw (27)-(29) przy n=16 oraz dla jednostkowej wartosci stan-

dardowej niepewnosci wynikéw pomiaru wartosci wielkosci wyj-
$ciowej u(y)=1 pokazane sa liniami ciagtymi na rysunkach: rys. 2
- aproksymacja liniowa, rys. 3 - wielomianem algebraicznym dru-
giego rzedu, rys. 4 - wielomianem algebraicznym trzeciego rzedu.

Analizujac wyrazenia (27)-(29) oraz wykresy na rysunkach 2-4,
mozna zauwazy¢ istotny symetryczny wzrost niepewnosci warto-
$ci funkcji na koncach interwatu aproksymacji w poréwnaniu
z niepewnoscig w czgséci srodkowej tego interwatu. Przy tej samej
liczbie punktow eksperymentalnych niepewnos¢ funkcji aproksy-
macyjnej na koncach interwatu moze by¢ zmniejszona na drodze
nierdwnomiernego usytuowania wartosci wielkosci wejsciowej,
a mianowicie ich zaggszczenia w poblizu koncéw wspomnianego
interwalu i rozrzedzaniu w czgséci srodkowe;j.
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Rys. 2. Kwadrat standardowej niepewnosci przewidywanych warto$ci wielkosci
wyjsciowej przy aproksymacji wielomianami pierwszego rzgdu:
algebraicznym oraz Czebyszewa

Fig.2.  Square of the standard uncertainty of the forecasted values of the
approximation function by the polynomials of the first degree:

algebraic and Chebyshev
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Rys. 3. Kwadrat standardowej niepewnosci przewidywanych wartosci wielkosci
wyjsciowej przy aproksymacji wielomianami drugiego rzgdu:
algebraicznym oraz Czebyszewa

Fig. 3. Square of the standard uncertainty of the forecasted values of the
approximation function by the polynomials of the second degree:
algebraic and Chebyshev
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Rys. 4. Kwadrat standardowej niepewnosci przewidywanych wartosci wielkosci
wyjsciowej przy aproksymacji wielomianami trzeciego rz¢du:
algebraicznym oraz Czebyszewa

Fig. 4. Square of the standard uncertainty of the forecasted values of the
approximation function by the polynomials of the third degree:
algebraic and Chebyshev

5. Aproksymacja ortogonalnym wielomianem
Czebyszewa

5.1. Model matematyczny

Jezeli podczas realizacji eksperymentu pomiarowego istnieje
mozliwo$¢ zadania dowolnych wartosci wielkosci wejsciowe;,
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m.in. wartosci, ktore rownaja si¢ weztom ortogonalnosci wielo-
mianéw Czebyszewa [3], wtedy mozna otrzymaé dwie pozytywne
cechy: (1) graniczne uproszczenie macierzy uktadu réwnan do
postaci przekatnej i bezposredniego ich rozwiazania, oraz (2)
czesciowe wyrdwnanie niepewnosci przewidywanych wartosci
wielkosci wyjsciowej (zmniejszenie wokol granic przedziatu
zmian wielkosci wejsciowej i wzrost w §rodku tego przedziahu).

Wielomiany Czebyszewa Tj(y) rzedu j opisywane sa zalezno-
$ciami w postaci trygonometrycznej lub algebraicznej [3]

%Z /(z) =T,(x) = cos(arccos(jy))=

30
_Zczk jZk( ly' “1< <l (30)
Jezeli warto$ci argumentu beda zadane w punktach (rys. 5)
2i+1
Zizfcos(£~ o j, i=0,1,...,n—1, 31
n 2

wtedy we wzorach (6a) wartosci wspdtczynnikéw macierzy ukta-
du réownan MNK bedg rownac sie:

1, k=[=0
¢'9),, - ZTk(Z,)Tz(L)f 05 k=120, ()
0, k=l
. | | | .
d -0.5 0 0.5 1

Rys. 5. Usytuowanie punktow pomiarowych, zapewniajacych warunek
ortogonalnosci wielomianéw Czebyszowa (n=16)

Fig. 5. The arrangement of the measuring points, which ensure the Chebyshev
polynomial orthogonality condition (#=16)

Dzigki odpowiedniemu wyborowi wartosci wielkosci wejscio-

wej x, = ;(l.~V+; macierze ¢;¢l oraz ¢TY ukladu réwnan (7)

przyjmuja postaci:

e -
—ZyiTo(zi)

1 0 0

0 05 0 -

§o-0 0% L e B e

0 0 0,5 1&
_zyiTm—l(/(i)
L7 = _

Stad wynika, ze warto$ci wspotczynnikow ay, a;, a,,..., a,.;
moga by¢ obliczone bezposrednio wedtug prostych wzorow:

=—Zy,T (x). a =—Zy,T(;a
i=0 i=0
2 n—1 2 n—1
a, =;ZyiTz(z,-) . Ay =;Zy,-Tm,1 (). (%
i=0 i=0

5.2. Standardowa niepewnos¢ przewidywanych
wartosci wielkosci wyjsciowej

W razie wykorzystania wielomianéw Czebyszewa funkcja
aproksymacyjna opisywana jest zaleznoscia:
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Verar () =T(z)-A= Za () (35)

Poniewaz macierz odwrotna uktadu réwnan, opisujacych aprok-
symacje wielomianami Czebyszowa, ma postac:

4 10 0
(¢ZT¢ZJ 1o 2 -0

Mpeo=—— ===, ... .|  ©9
0 0 - 2

dlatego wspotezynniki znalezione wedtug (33) nie sg skorelowane,
w wyniku czego kwadrat standardowej niepewnosci przewidywa-
nych wartosci funkcji (35) zgodnie z (13) opisuje wzor:

(e o (7)) =2 w(uzZT (;()] (37)

Zalezno$ci kwadratéw niepewnosci standardowych prognozo-
wanych wartosci funkcji, aproksymowanej wielomianami Czeby-
szewa pierwszych trzech rzedéw, obliczonych wedtug wzoru (37)
przy n=16 oraz dla jednostkowej wartosci standardowej niepew-
nosci wynikdw pomiaru wielkosci funkcji, pokazane sa liniami
punktowymi na rysunkach 2-4.

6. Analiza wynikéw oraz wnioski koncowe

1. W razie adekwatnego modelu funkcji aproksymacyjnej standar-
dowa niepewnos¢ przewidywanych wartosci funkcji zmniejsza
si¢ odwrotnie proporcjonalnie do pierwiastka z liczby punktow

eksperymentalnych («/; ), co jest typowe dla estymatoréw sta-
tystycznych [4].

2. Przy tej samej liczbie punktow eksperymentalnych oraz standar-
dowej niepewnosci wynikéw pomiaru wykorzystanie wielomia-
néw Czebyszewa w pordéwnaniu ze zwyklymi algebraicznymi
wielomianami zapewnia mniejsza niepewno$¢ przewidywanych
wartosci funkcji aproksymacyjnej na koncach interwatu aprok-
symacji: wariancja jest mniejsza o okoto 21% przy aproksymacji
pierwszego rzedu, 42% - drugiego rzedu i 53% trzeciego rzgdu.

3. Oprdcz tego, wykorzystanie wielomianow Czebyszewa zapewnia
maksymalnie prosty sposob (35) obliczania wspdtczynnikow
aproksymacji, ktéry nie powoduje problemu zlego uwarunkowa-
nia macierzy ¢; ¢l uktadu rownan MNK, co moze mie¢ miejsce

w razie wielomiandw algebraicznych.

4. Pewnym praktycznym problemem wykorzystania wielomiandw
Czebyszewa jest doktadne zadanie wartosci wielkosci wejscio-
wej w punktach ortogonalnosci, ktérego naruszenie moze po-
gorszy¢ jakos¢ aproksymacji.

5. Jezeli niepewno$¢ standardowa wynikéw pomiaru nie jest
znana wykorzystuje si¢ jej warto$¢, znaleziong na podstawie
wynikow eksperymentu.
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