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S t r e s z c z e n i e  
 

W  r ef er a c ie z a p r ez en t ow a n o w yn ik i p or ó w n a n ia  n iep ew n oś c i p r z ew id y-
w a n yc h  w a r t oś c i f u n k c j i z n a l ez ion yc h  n a  p od s t a w ie a p r ok s ym a c j i w yn i-
k ó w  p om ia r u  z w yk ł ym i a l g eb r a ic z n ym i or a z  or t og on a l n ym i w iel om ia n a m i 
C z eb ys z ew a . Pr z ed s t a w ion e s ą  w z or y a n a l it yc z n e d o ob l ic z en ia  n iep ew n o-
ś c i t yc h  f u n k c j i. 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  n iep ew n oś ć ,  a p r ok s ym a c j a ,  w iel om ia n y. 
 
C om p ar is on  of  m eas u r em en t  r es u lt   
ap p r ox im at ion  u n c er t ain t y b y alg eb r aic   
an d  or t hog on al C heb ys hev  p olyn om ials  

 
A b s t r a c t  

 
I n  t h e p a p er  t h e c om p a r is on  r es u l t s  of  t h e u n c er t a in t y of  t h e f or ec a s t ed  
v a l u es  of  f u n c t ion ,  ob t a in ed  a s  a  r es u l t  of  t h e m ea s u r em en t  r es u l t   
a p p r ox im a t ion  b y b ot h  u s u a l  a l g eb r a ic  a n d  C h eb ys h ev  p ol yn om ia l s  a r e 
p r es en t ed . T h e ob t a in ed  f or m u l a s  f or  c a l c u l a t ion  u n c er t a in t y of  t h es e 
f u n c t ion  a r e p r es en t ed . 
 
K e y w o r d s :  u n c er t a in t y,  a p p r ox im a t ion ,  p ol yn om ia l s . 
 
1 .  W s t ę p  
 

D o w yz n ac z an i a p arametró w  z al eżn oś c i  p omi ę d z y w i el k oś c i a-
mi ,  n a p rz yk ł ad  w yjś c i ow ą oraz  w ejś c i ow ą c z u jn i k a p omi arow e-
g o,  s z erok o jes t w yk orz ys tyw an a ap rok s ymac ja metod ą n ajmn i ej-
s z yc h  k w ad rató w  (M N K ) [ 1 ] . C el em p rz ed s taw i on yc h  b ad ań  jes t 
w yp row ad z en i e w z oró w  mod el i  matematyc z n yc h  d l a os z ac ow an i a 
jes z c z e n a etap i e p l an ow an i a ek s p erymen tu  s tan d ard ow yc h  n i e-
p ew n oś c i  p rz ew i d yw an yc h  w artoś c i  ap rok s ymac yjn yc h  f u n k c ji   
w  p os tac i  w i el omi an ó w  al g eb rai c z n yc h  oraz  C z eb ys z ew a,  a tak że 
i c h  p oró w n an i e z  p u n k tu  w i d z en i a os i ąg al n yc h  w artoś c i  n i ep ew -
n oś c i  i  z ł ożon oś c i  al g orytmu  ob l i c z eń .  

A p rok s ymac ja jes t op arta n a d an yc h  w ejś c i ow yc h  w  p os tac i   
n z ad an yc h  w artoś c i  w i el k oś c i  w ejś c i ow ej (w ek tor 

( )Tn
T xxx 110 ,...,,

−
=X ),  oraz  w yn i k ó w  p omi aru  w i el k oś c i  w yjś c i o-

w ej (w ek tor ( )Tn
T yyyY 110 ,...,,

−
= . D l a l i n i ow ej ap rok s ymac ji  w y-

k orz ys tu je s i ę  m z ad an yc h  f u n k c ji  b az ow yc h  )(xjϕ  (j = 0 , … m-1),  
k tó re tw orz ą w ek tor o w ymi arz e m: 
 ( ))(...,),(),(),( 1210 xxxx m−= ϕϕϕϕϕ ,               (1 ) 
 
a f u n k c ja ap rok s ymac yjn a op i s yw an a jes t z al eżn oś c i ą [ 1 ] : 
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g d z i e ( )Tm
T aaa 110 ,...,,

−
=A  - jes t w ek torem w artoś c i  p os z u k i w a-

n yc h  w s p ó ł c z yn n i k ó w  (i c h  l i c z b a tak że ró w n a s i ę  m).  
W  b ad an i ac h  p rz yję to,  że mod el  f u n k c ji  ap rok s ymac yjn ej (2 ) 

jes t ad ek w atn y,  a w yn i k i  p omi aru  c h arak teryz u ją s i ę  s tan d ard ow ą 
n i ep ew n oś c i ą u ( y i). W ed ł u g  metod y n ajmn i ejs z yc h  k w ad rató w  [ 1 ]  
w artoś c i  p os z u k i w an yc h  w s p ó ł c z yn n i k ó w  s ą ob l i c z an e n a p od s ta-
w i e mi n i mal i z ac ji  s u my k w ad rató w  od c h yl eń  iv  w artoś c i  ek s p ery-
men tal n yc h  уі od  w artoś c i  )( ia xy  f u n k c ji  ap rok s ymac ji  (2 ): 
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O b l i c z on e w artoś c i  )( ij xϕ  f u n k c ji  b az ow yc h  d l a w s z ys tk i c h  

w artoś c i  arg u men tu  хі tw orz ą mac i erz  Φ o w ymi arz e m×n:  
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W  tak i m raz i e mi n i mal i z ac ji  w yrażen i a (3 ) od p ow i ad a ró w n an i e 

mac i erz ow e 
 ( )
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TT YΦAΦΦ
=⋅ ,    l u b    YA TT φφφ =⋅ ,              (5 ) 
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W  c el u  og ran i c z en i a z ak res ó w  w artoś c i  w s p ó ł c z yn n i k ó w  ma-

c i erz y w e w z orac h  (5 ) oraz  (6 ) w p row ad z on o i c h  u ś red n i an i e n a 
l i c z b ę  ek s p erymen tal n yc h  p u n k tó w  n. W ted y w ek tor A p os z u k i -
w an yc h  w s p ó ł c z yn n i k ó w  możn a ob l i c z yć  z e w z oru : 

 ( ) YA TT φφφ 1−
= .                                (7 ) 

 
 

2. S t a n d a r d o w e  n ie p e w n o ś c i  
w s p ó ł c z y n n ik ó w  a p r o k s y m a c j i 

 
M i arą jak oś c i  w artoś c i  z n al ez i on yc h  w s p ó ł c z yn n i k ó w  (7 ) s ą i c h  

s tan d ard ow e (oraz  roz s z erz on e) n i ep ew n oś c i ,  k tó re możn a ob l i -
c z yć  p os i ad ając  mac i erz  k ow ari an c yjn ą ( )AR . J eżel i  w yn i k i  
ob s erw ac ji  w artoś c i  f u n k c ji  b ę d ą jed n orod n e (o jed n ak ow ej s tan -
d ard ow ej n i ep ew n oś c i  u ( y i ) = u ( y ) ) i  n i e s k orel ow an e,  w ted y ma-
c i erz  k ow ari an c yjn a w yn i k ó w  p omi aru  ró w n a s i ę : IR ⋅= )(2 yuy  
(g d z i e I  - jes t jed n os tk ow ą mac i erz ą d i ag on al n ą). N a tej p od s ta-
w i e mac i erz  k ow ari an c yjn ą w s p ó ł c z yn n i k ó w  ap rok s ymac ji  możn a 
op i s ać  w z orem  
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gd z i e  ( ) 1−= φφT

RM .                                   (9) 
 
Wt ed y s t an d ard owe n i ep ewn oś c i  wart oś c i  ws p ó ł c z yn n i kó w A 

b ę d ą  ró wn e [ 2 ] : 
jjRj M

n
yuau

,

)()( ⋅= .                         (10 ) 
 

 
3. S t a n d a r d o w a  n i e p e w n o ś ć  p r ze w i d y w a n y c h  

w a r t o ś c i  w i e l k o ś c i  w y j ś c i o w e j  
 

D l a d owol n yc h  wart oś c i  wi el koś c i  wej ś c i owej  wed ł u g wz oró w 
(1) oraz  (7 ) wart oś c i  f u n kc j i  ap roks ym ac yj n ej  m ogą  b yć  ob l i c z on e 
wed ł u g z al eż n oś c i   

 
( ) ( ) YAY TT

apr x φφφϕϕ 1−
⋅== ⋅ ,                 (11) 

 
n a p od s t awi e kt ó rej  p o u wz gl ę d n i en i u  (8) m oż n a ob l i c z yć  wari an -
c j ę  (kwad rat  n i ep ewn oś c i ) p rz ewi d ywan yc h  wart oś c i  f u n kc j i  
ap roks ym ac j i   

 
( )( ) T

apr Axyu ϕϕ ⋅= ⋅ )(2 R .                        (12 ) 
 
P rz y j ed n orod n yc h  i  n i e s korel owan yc h  wyn i kac h  ob s erwac j i  

wari an c j a m a p os t ać  
 

( )( ) ( ) TT
apr n

yu
xyu ϕφφϕ 12

2 )( −

⋅= .                 (13 ) 
 

 
4 . A p r o k s y m a c j a  w i e l o m i a n e m  a l g e b r a i c zn y m  
 
4 .1 . M o d e l  m a t e m a t y c zn y  
 

P rz y ap roks ym ac j i  wi el om i an em  al geb rai c z n ym  f u n kc j e b az o-
we w (1) op i s ywan e s ą  z al eż n oś c i ą : j

j xx =)(ϕ , 
 ( )12 ...,,,,1 −

=
mxxxϕ .                          (14 ) 

 
Z  p u n kt u  wi d z en i a ogó l n oś c i , a t akż e w c el u  ogran i c z en i a war-

t oś c i  ws p ó ł c z yn n i kó w m ac i erz y, u n orm u j em y wart oś c i  wej ś c i o-
we, wykorz ys t u j ą c  p rz et warz an i e l i n i owe: 

 

V
xxi
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=χ ,   11 +≤≤− χ ,                        (15 ) 
 

gd z i e ( ) 2/ab xxx +=  j es t  ś rod ki em  roz p i ę c i a wart oś c i  wi el koś c i  
wej ś c i owej  z  wart oś c i ą  p oc z ą t kową  ax  oraz  koń c ową  bx , 

( ) 2/ab xxV −=  j es t  p oł ową  s z aroś c i  roz p i ę c i a t ego i n t erwał u .  
W t aki m  raz i e wart oś c i  el em en t ó w m ac i erz y (6a) oraz  (6b ) 

u kł ad u  ró wn ań  M N K  b ę d ą  ró wn e: 
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C z ę s t o wart oś c i  wi el koś c i  wej ś c i owej  m oż n a z ad ać  w ró wn yc h  
od s t ę p ac h  ( ) ( )1−−= nxxh ab : ihxx ai ⋅+= , wt ed y u n orm owan e 
wart oś c i  (16) s ą  ob l i c z an e wed l u g wz oru : 
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D z i ę ki  s ym et ri i  (wz gl ę d em  ś rod ka roz p i ę c i a) u n orm owan yc h  

wart oś c i  χi w m ac i erz y χχφφ T  ws z ys t ki e ws p ó ł c z yn n i ki  o n i ep a-
rz ys t yc h  p ot ę gac h  12 +=+ plk  ró wn aj ą  s i ę  z eru : 012

=
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Wart oś c i  ś red n i e n i ez erowyc h  ws p ó ł c z yn n i kó w m ac i erz y (18) 

m oż n a ob l i c z yć  b ez p oś red n i o, n a p rz ykł ad  wed ł u g wz oró w: 
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N a rys .1 p okaz an e s ą  z al eż n oś c i  (u n orm owan yc h  d o od p owi ed -

n i c h  wart oś c i  gran i c z n yc h : 1/ 3 ;  1/ 5 ;  1/ 7 ;  1/ 9) wart oś c i  ś red n i c h : 
23 χ⋅ ;  45 χ⋅ ;  67 χ⋅ ;  89 χ⋅  od  l i c z b y op rac owywan yc h  p u n k-

t ó w eks p erym en t al n yc h  n. 
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R y s .  1 .  Z a l e ż no ś c i  w a r t o ś c i  ś r e d ni c h  p o t ę g  w i e l ko ś c i  w e j ś c i o w e j  o d  l i c z b y   

p u nkt ó w  e ks p e r y m e nt a l ny c h  n 
F i g .  1 .  D e p e nd e nc e s  o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e s  o f  i np u t  v a l u e  d e g r e e s  f r o m   

a  q u a nt i t y  o f  t h e  e x p e r i m e nt a l  p o i nt s  n 
 

 
4.2. S t a nd a r d o w e  ni e p e w no ś c i   

w s p ó ł c z y nni k ó w  
 

M ac i erz y (18) od p owi ad aj ą  m ac i erz e od wrot n e, j awn e p os t ac i  
p i erws z yc h  t rz ec h  s ą  p rz ed s t awi on e n i ż ej : 
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W edł u g  (1 0 ) s t a nda r dow e niep ew noś c i w a r t oś c i w s p ó ł c z y nni-

kó w  a p r oks y m a c j i s ą  p r op or c j ona lne do p ier w ia s t ka  odp ow iednic h  
c z ł onó w  dia g ona lny c h  m a c ier z y  (2 3 )-(2 5 ),  na  p r z y kł a d w  p r z y -
p a dku  w ielom ia nu  dr u g ieg o r z ę du : 
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4.3. S t an d ar d o w a n i e p e w n o ś ć  p r z e w i d y w an y c h  

w ar t o ś c i  w i e l k o ś c i  w y j ś c i o w e j  
 

P o p ods t a w ieniu  t y c h  m a c ier z y  do w z or u  (1 3 ),  a  t a kż e 
u w z g lę dnia j ą c  p os t a c i a lg eb r a ic z ny c h  f u nkc j i b a z ow y c h  (1 4 ),  
ot r z y m u j e s ię  j a w ne w y r a ż enia  kw a dr a t u  niep ew noś c i p r z ew idy -
w a ny c h  w a r t oś c i f u nkc j i a p r oks y m a c j i: 
 
- dla  w ielom ia nu  p ier w s z eg o r z ę du : 
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- dla  w ielom ia nu  dr u g ieg o r z ę du : 
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- dla  w ielom ia nu  t r z ec ieg o r z ę du : 
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Z a leż noś c i kw a dr a t ó w  niep ew noś c i s t a nda r dow y c h  p r og noz o-

w a ny c h  w a r t oś c i f u nkc j i a p r oks y m a c y j ny c h ,  ob lic z ony c h  w edł u g  
w z or ó w  (2 7)-(2 9) p r z y  n= 1 6  or a z  dla  j ednos t kow ej  w a r t oś c i s t a n-

da r dow ej  niep ew noś c i w y nikó w  p om ia r u  w a r t oś c i w ielkoś c i w y j -
ś c iow ej  1)( =yu  p oka z a ne s ą  linia m i c ią g ł y m i na  r y s u nka c h : r y s . 2  
- a p r oks y m a c j a  liniow a ,  r y s . 3  - w ielom ia nem  a lg eb r a ic z ny m  dr u -
g ieg o r z ę du ,  r y s . 4  - w ielom ia nem  a lg eb r a ic z ny m  t r z ec ieg o r z ę du . 

A na liz u j ą c  w y r a ż enia  (2 7)-(2 9) or a z  w y kr es y  na  r y s u nka c h  2 -4 ,  
m oż na  z a u w a ż y ć  is t ot ny  s y m et r y c z ny  w z r os t  niep ew noś c i w a r t o-
ś c i f u nkc j i na  koń c a c h  int er w a ł u  a p r oks y m a c j i w  p or ó w na niu   
z  niep ew noś c ią  w  c z ę ś c i ś r odkow ej  t eg o int er w a ł u . P r z y  t ej  s a m ej  
lic z b ie p u nkt ó w  eks p er y m ent a lny c h  niep ew noś ć  f u nkc j i a p r oks y -
m a c y j nej  na  koń c a c h  int er w a ł u  m oż e b y ć  z m niej s z ona  na  dr odz e 
nier ó w nom ier neg o u s y t u ow a nia  w a r t oś c i w ielkoś c i w ej ś c iow ej ,   
a  m ia now ic ie ic h  z a g ę s z c z enia  w  p ob liż u  koń c ó w  w s p om nia neg o 
int er w a ł u  i r oz r z edz a niu  w  c z ę ś c i ś r odkow ej . 
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A l g e b r .  

C z e b .  

  
R ys .  2 .  K w ad rat  s t an d ard o w ej  n iep ew n o ś c i p rzew id yw an yc h  w art o ś c i w iel ko ś c i 

w yj ś c io w ej  p rzy ap ro ks ym ac j i w iel o m ian am i p ierw s zeg o  rzę d u :   
al g eb raic zn ym  o raz C zeb ys zew a 

F ig .  2 .  Sq u are o f  t h e s t an d ard  u n c ert ain t y o f  t h e f o rec as t ed  v al u es  o f  t h e  
ap p ro x im at io n  f u n c t io n  b y t h e p o l yn o m ial s  o f  t h e f irs t  d eg ree:   
al g eb raic  an d  C h eb ys h ev  
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A l g e b r .  

  
R ys .  3 .  K w ad rat  s t an d ard o w ej  n iep ew n o ś c i p rzew id yw an yc h  w art o ś c i w iel ko ś c i 

w yj ś c io w ej  p rzy ap ro ks ym ac j i w iel o m ian am i d ru g ieg o  rzę d u :   
al g eb raic zn ym  o raz C zeb ys zew a 

F ig .  3 .  Sq u are o f  t h e s t an d ard  u n c ert ain t y o f  t h e f o rec as t ed  v al u es  o f  t h e  
ap p ro x im at io n  f u n c t io n  b y t h e p o l yn o m ial s  o f  t h e s ec o n d  d eg ree:   
al g eb raic  an d  C h eb ys h ev  
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R ys .  4 .  K w ad rat  s t an d ard o w ej  n iep ew n o ś c i p rzew id yw an yc h  w art o ś c i w iel ko ś c i 

w yj ś c io w ej  p rzy ap ro ks ym ac j i w iel o m ian am i t rzec ieg o  rzę d u :   
al g eb raic zn ym  o raz C zeb ys zew a 

F ig .  4 .  Sq u are o f  t h e s t an d ard  u n c ert ain t y o f  t h e f o rec as t ed  v al u es  o f  t h e  
ap p ro x im at io n  f u n c t io n  b y t h e p o l yn o m ial s  o f  t h e t h ird  d eg ree:   
al g eb raic  an d  C h eb ys h ev  

 
 
5. A p r o k s y m a c j a  o r t o g o n a l n y m  w i e l o m i a n e m  

C z e b y s z e w a  
 
5.1 . M o d e l  m a t e m a t y c z n y  
 

J eż eli p odc z a s  r ea liz a c j i eks p er y m ent u  p om ia r ow eg o is t niej e 
m oż liw oś ć  z a da nia  dow olny c h  w a r t oś c i w ielkoś c i w ej ś c iow ej ,  
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m.in. wartości, które równają się węzł om ortog onal ności wiel o-
mianów C zeb yszewa [ 3] , wted y moż na otrzymać  d wie p ozytywne 
cech y: (1) g raniczne u p roszczenie macierzy u kł ad u  równań  d o 
p ostaci p rzekątnej i b ezp ośred nieg o ich  rozwiązania, oraz (2) 
częściowe wyrównanie niep ewności p rzewid ywanych  wartości 
wiel kości wyjściowej (zmniejszenie wokół  g ranic p rzed ział u  
zmian wiel kości wejściowej i wzrost w środ ku  teg o p rzed ział u ). 

W iel omiany C zeb yszewa Tj ( χ )  rzęd u  j op isywane są zal eż no-
ściami w p ostaci tryg onometrycznej l u b  al g eb raicznej [ 3]  
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J eż el i wartości arg u mentu  b ęd ą zad ane w p u nktach  (rys. 5) 
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wted y we wzorach  (6a) wartości wsp ół czynników macierzy u kł a-
d u  równań  M N K  b ęd ą równać  się: 
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R ys .  5 .  U s yt u o w a n i e  p u n k t ó w  p o m i a r o w yc h ,  z a p e w n i a j ą c yc h  w a r u n e k   

o r t o g o n a ln o ś c i  w i e lo m i a n ó w  C z e b ys z o w a  (n = 1 6 ) 
F i g .  5 .  T h e  a r r a n g e m e n t  o f  t h e  m e a s u r i n g  p o i n t s ,  w h i c h  e n s u r e  t h e  C h e b ys h e v  

p o lyn o m i a l o r t h o g o n a li t y c o n d i t i o n  (n = 1 6 ) 
 
Dzięki od p owied niemu  wyb orowi wartości wiel kości wejścio-

wej xVx ii +⋅= χ  macierze χχφφ T  oraz YTφ  u kł ad u  równań  (7) 
p rzyjmu ją p ostaci:  
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S tąd  wynika, ż e wartości wsp ół czynników a0,  a1,  a2, . . . ,  am-1 

mog ą b yć  ob l iczone b ezp ośred nio wed ł u g  p rostych  wzorów: 
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5.2. S t an d ar d o w a n i e p e w n o ś ć  p r z e w i d y w an y c h  

w ar t o ś c i  w i e l k o ś c i  w y j ś c i o w e j  
 

W  razie wykorzystania wiel omianów C zeb yszewa f u nkcja 
ap roksymacyjna op isywana jest zal eż nością: 
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P onieważ  macierz od wrotna u kł ad u  równań , op isu jących  ap rok-

symacje wiel omianami C zeb yszowa, ma p ostać : 
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d l ateg o wsp ół czynniki znal ezione wed ł u g  (33) nie są skorel owane, 
w wyniku  czeg o kwad rat stand ard owej niep ewności p rzewid ywa-
nych  wartości f u nkcji (35) zg od nie z (13) op isu je wzór: 
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Z al eż ności kwad ratów niep ewności stand ard owych  p rog nozo-

wanych  wartości f u nkcji, ap roksymowanej wiel omianami C zeb y-
szewa p ierwszych  trzech  rzęd ów, ob l iczonych  wed ł u g  wzoru  (37) 
p rzy n= 16 oraz d l a jed nostkowej wartości stand ard owej niep ew-
ności wyników p omiaru  wiel kości f u nkcji, p okazane są l iniami 
p u nktowymi na rysu nkach   2-4. 
 
6. A n a l i z a  w y n i k ó w  o r a z  w n i o s k i  k o ń c o w e  
 
1. W  razie ad ekwatneg o mod el u  f u nkcji ap roksymacyjnej stand ar-

d owa niep ewność  p rzewid ywanych  wartości f u nkcji zmniejsza 
się od wrotnie p rop orcjonal nie d o p ierwiastka z l iczb y p u nktów 
eksp erymental nych  ( n ), co jest typ owe d l a estymatorów sta-
tystycznych  [ 4] . 

2. P rzy tej samej l iczb ie p u nktów eksp erymental nych  oraz stand ar-
d owej niep ewności wyników p omiaru  wykorzystanie wiel omia-
nów C zeb yszewa w p orównaniu  ze zwykł ymi al g eb raicznymi 
wiel omianami zap ewnia mniejszą niep ewność  p rzewid ywanych  
wartości f u nkcji ap roksymacyjnej na koń cach  interwał u  ap rok-
symacji: wariancja jest mniejsza o okoł o 21%  p rzy ap roksymacji 
p ierwszeg o rzęd u , 42%  - d ru g ieg o rzęd u  i 53%  trzecieg o rzęd u . 

3. O p rócz teg o, wykorzystanie wiel omianów C zeb yszewa zap ewnia 
maksymal nie p rosty sp osób  (35) ob l iczania wsp ół czynników 
ap roksymacji, który nie p owod u je p rob l emu  zł eg o u waru nkowa-
nia macierzy χχφφ T  u kł ad u  równań  M N K , co moż e mieć  miejsce 
w razie wiel omianów al g eb raicznych . 

4. P ewnym p raktycznym p rob l emem wykorzystania wiel omianów 
C zeb yszewa jest d okł ad ne zad anie wartości wiel kości wejścio-
wej w p u nktach  ortog onal ności, któreg o naru szenie moż e p o-
g orszyć  jakość  ap roksymacji.  

5. J eż el i niep ewność  stand ard owa wyników p omiaru  nie jest 
znana wykorzystu je się jej wartość , znal ezioną na p od stawie 
wyników eksp erymentu . 
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