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Streszczenie

W pracy przedstawiony zostal problem optymalnego rozmieszczenia
czujnikéw pomiarowych dla liniowego uktadu o parametrach roztozonych
opisanego réwnaniem rézniczkowym czastkowym typu parabolicznego
z mieszanymi warunkami brzegowymi. Przedstawiony jest rowniez sposob
wyznaczenia przyblizenia funkcyjnego warunku poczatkowego.

Slowa Kkluczowe: uklady o parametrach roztozonych, rozmieszczenie
czujnikdéw, estymacja parametrow, roéwnanie rozniczkowe czastkowe,
obserwowalnos¢.

Design of experiments for initial conditions
identification in distributed — parameter
systems

Abstract

The optimum experimental design problem for linear distributed parameter
systems described by linear parabolic equations is considered. The
approach, based on appropriate optimization techniques, shows how to
construct and determine the initial state.

Keywords: distributed parameter systems, sensor location, parameter
estimation, linear parabolic equations, observability.

1. Wstep

Procesy opisane liniowymi parabolicznymi réwnaniami rdz-
niczkowymi czastkowymi z réznego typu warunkami brzegowymi
sa uktadami dynamicznymi, ktérych stan zalezy nie tylko od
czasu, ale réwniez od zmiennych przestrzennych. Stan ukladu
o parametrach roztozonych jest zatem funkcja odpowiedniej licz-
by zmiennych przestrzennych. Bardzo waznym zagadnieniem
z punktu widzenia teorii sterowania jest kompletna wiedza na
temat stanu takiego systemu. Jednak dysponujac jedynie okreslong
iloscig czujnikow pomiarowych nie mozna doktadnie okresli¢
stanu systemu w dowolnym punkcie przestrzeni. W tym przypad-
ku konieczne jest okreslenie poczatkowego stanu systemu o para-
metrach roztozonych na podstawie wynikdw pomiaréw z odpo-
wiednio rozmieszczonych czujnikéw. Pojawia si¢ tutaj problem
odpowiedniej lokalizacji czujnikdéw pomiarowych w przestrzeni.
Problem ten zostat opisany w literaturze [2, 3, 4, 8, 12, 13] pod
katem optymalnego rozmieszczenia czujnikow pomiarowych dla
estymacji parametréw rownania rézniczkowego czastkowego.

Pojawia si¢ jednak dodatkowy problem, w ogdlnym przypadku
wyznaczenie poczatkowego stanu uktadu dysponujac danymi
z czujnikdw pomiarowych jest trudne, poniewaz rozwiazanie
parabolicznego réwnania rézniczkowego czastkowego jest przed-
stawione w postaci nieskonczonego szeregu funkcyjnego.

Zaproponowany sposOéb wyznaczenia stanu poczatkowego
uktadu polega na zatozeniu okreslonej postaci funkcji opisujacej
warunek poczatkowy:

wy(0.0) = 3 B, (0,%)
=1

gdzie:
k=1,2,...,n,
w,(0,x) = lirrol w(t,x) ; w(tx) — stan ukladu,
1>

x € X - obszar okreslonosci rownania rézniczkowego
czastkowego,

wi(0,x) - sktadowe warunku poczatkowego,

Wi (O’ x) = l[ll;l(l)l Wi (t’ x) ’

By - nieznane parametry,  eR.

Posta¢ zatozonych sktadowych funkcji opisujacej warunek po-
czatkowy wy(0,x) powinna zapewni¢ rozwigzanie réwnania roz-
niczkowego czastkowego w postaci sumy skonczonej. Wtedy na
podstawie danych pomiarowych z odpowiednio rozmieszczonych
czujnikéw mozna dokonaé estymacji parametrow S, wyznaczajac
jednoczesnie aproksymacyjnie funkcj¢ opisujaca warunek poczat-
kowy wy(0,x).

Dla wyznaczonego w ten sposob przyblizenia warunku poczat-
kowego otrzymujemy jednoczesnie posta¢ rozwigzania rownania
rézniczkowego czastkowego w postaci sumy skonczonej, co
pozwala na analityczne okreslenie stanu uktadu w(z,x) dla dowol-
nych parametrdw czasowych ¢ i zmiennych przestrzennych x.

2. Opis systemu

Niech X oznacza ograniczony obszar w 2-wymiarowej prze-
strzeni R’. (W niniejszej publikacji rozwazany bedzie obszar
prostokata o bokach dlugosci a, b.). S jest brzegiem obszaru X.
Wektor wspotrzgdnych przestrzennych oznaczamy x=(x;,x,).

Rozwazmy liniowe paraboliczne rownanie rézniczkowe czast-
kowe:

ow(t,x,,x,) _0°w(t,x,,x,) N O*w(t, x,,x,)
= ) ,

t>0 (1
ot ox,? ox, M

gdzie obszar X, w ktérym okreslone rownanie (1) jest prostoka-
tem:

0<x <a
0<x,<b

z zerowymi mieszanymi warunkami brzegowymi

ow(t,0,x,)

—Aw(t,0,x,)=0
ov
W—Blwﬁ,a,xz) =0
v
ow(t, x,.0) @
8’71’ —A,w(t,x,,0)=0
v
M—BZW(LXIJ) -0
ov

gdzie wspotczynniki Aj, Ay, B;,B, > 0.
Warunki poczatkowe dla réwnania (1) dane sa wzorem:

linol w(t,x) =wy (0,x),  w,(0,x) e L*(X),



gdzie [? (X) oznacza przestrzen Hilberta funkcji catkowalnych
z kwadratem w obszarze X.

3. Rozwigzanie rownania i dobér postaci
funkcji opisujacej warunek poczatkowy
Uzywany ponizej podwdjny sposob indeksowania sum szere-
gow funkcyjnych ij oraz kI wynika z zalozonej dwuwymiarowe;j

przestrzeni X. Wtedy rozwiazanie réwnania (1) z warunkami
brzegowymi (2) przy dodatkowych upraszczajacych zatozeniach:

azb

ay . .
(Z) — liczba niewymierna
mozna przedstawi¢ w postaci [1]:

w(t,x,,x,) = z z exp(s,.jt)<w0 (0,x,,x,), w, (x,x, )>X w; (x,,X,)
=1 j=1
<W(O’ Xps Xy )9Wi/' (x5 x, )>x =ay
Ponadto [1]:

w; (x,,x,) = hsin(,x, +¢&;)sin(v;x, + ;) ij=12..

4,V - dodatnie rozwigzania rownania:

1 A,B
s——""y=ctgl s m=1_2

Am+Bm( © )= cigl,

&; :arctgﬂ

a

Vi

S, :arctg?
Sg/’ :_(/uiz +V}/?)'

W przypadku gdy boki prostokata sa jednakowe, tzn. a=b,
woweczas dla ustalonej wartosci s;; istnieje wiecej niz jedna funkcja
wyi(x1,x5) [1]. Co powoduje istotna komplikacj¢ rozwiazania row-
nania (1).

Przyblizajac warunek poczatkowy wy(0,x;,x,) sumg funkcji
wi(0,x1,x,) odpowiadajacym funkcjom wy(x,,x,) dla i=k oraz j=/,
otrzymujemy:

non

a, = Iw,/. (x)zz Buw, (0, x)dx

k=1 I=1

x=[x1,x2/

Poniewaz uktad funkcji w;(x) jest ortogonalny[1], wige a,; # 0
tylko dla i=k, j=I, otrzymujemy wspotczynniki a; rézne od zera
tylko dla sktadowych i,j odpowiadajacych indeksom &,/ warunku

poczatkowego Sywi(0,x) (pozbywamy si¢ sumy nieskonczonej dla
indeksow i,7)[10,11]. Oznaczajac:

Oy = ﬂkla'/‘[

oy = [wy (w (0,x)dx
X
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w zaleznosci od ilosci przyjetych sktadowych ny,n, w warunku
poczatkowym wy(0,x) odpowiedz uktadu (1) mozna przedstawic
w postaci liniowej ze wzgledu na parametry £,[10,11]:

Ny Ny

w(t, %1,%,) = Zzﬂkla'klwkl(xlﬂx2)exp(sklt) ©)

k=1 1=1

4. Estymacja parametrow g

W  przypadku liniowego wzgledem wektora parametrow
B=[B,.... 5] modelu odpowiedzi uktadu (1) opisanego wzorem
(3) proces obserwacji mozna zapisa¢ w postaci [12]:

z2(01) = F'(x0) B+ &(x.0),

tef[0,t] x=[x;x;],

gdzie:
Iy - czas obserwacji
z(60)= [z(x"1)...., z(x",1)]" — wektor sygnatu z N czujnikow,
Feo)=[fix"0), ... fix" )]
JOO= [0, Sl 0], i=1..N
[ 0= uwy, (x")exp(s,t ), j=1,2,...m,
S — m - wymiarowy wektor parametrow, SeR",
5(x,t):[£(x’,t),..., &(x",1)]" — biaty szum o zerowej wartosci
$redniej w czasie i kowariancji:

Efe(x0)é (x,9)}=Clxx ) 8t-1)

8 oznacza delte Diraca, a macierz C(x,y) € RV jest sy-
metryczna i dodatnio okreslona dla kazdego 7€ /0,].

Poniewaz wyniki pomiarow sa znieksztatcone biatym szumem
(tzn. nie sa skorelowane i charakteryzuja si¢ jednakowa wariancja
mozna zastosowa¢ dodatkowe upraszczajace zalozenie:

C=0%,

gdzie [ jest N x N — wymiarowg macierza jednostkowa, a o
odgrywa rolg stalego odchylenia standardowego btedéw pomia-
rowych.

Ponadto indeksy k=1...n;, I=1...n; przy warunku n«n=m, od-
powiadajg sktadowej odpowiadjacej indeksom 4/ dla funkcji opi-
sujacej warunek poczatkowy, x,’ x°..., ¥V oznaczaja potozenie
poszczegdlnych czujnikéw w obszarze X — R?, ktére przy estyma-
cji parametréw [ sa znane i ustalone.

Problem estymacji parametrow jest nastgpujacy:

Znajac funkcje {F(x,1)} 1€[0,z;] oraz {z(x,1)} 1€[0,¢/] nalezy

znalez¢ sposrdd wszystkich mozliwych wektordw parametrow S
taki, ktory minimalizuje wazone kryterium najmniejszych kwadr
atow postaci [6,12]:

J(B) =~ [z~ FT (e BY T2y~ F (o) Bl

20° b
Rozwiazanie zagadnienia estymacji mozna przedstawi¢ w postaci:
R 1 iy
B=( IF(x,t)FT(x,t)dt)’l j F(x,1)z(x,1)dt
0 0

Wtedy kowariancja

coV{&} = E{(//}— ,3)(//\3— A= (% IF()C,I)FT(x,t)dt)’1 =M
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gdzie m x m wymiarowa macierz

1

Iy
M(x' sy x) = — JF(x,t)FT(x,t)dt
0

o

jest informacyjna macierza Fishera [5, 7, 9, 12], a jej elementy
zaleza od lokalizacji czujnikow.

5. Optymalne rozmieszczenie czujnikéw
pomiarowych

Macierz M jest informacyjna macierza Fishera zwana w skrocie
(FIM), ktéra nie zalezy od wektora obserwacji z(x,#), lecz od
rozmieszczenia czujnikéw pomiarowych x’ , x°..., x". Problem
optymalizacji polega na ,,najlepszym” rozmieszczeniu czujnikow
(w sensie otrzymania minimalnej cov{f}, to znaczy maksymalizu-
jacym ilos¢ informacji otrzymanych podczas eksperymentu).

Zadanie polega na takim doborze punktéw x' , x°..., x", aby
zminimalizowaé pewng odpowiednio dobrang skalarng funkcje ¥
[12] bazujaca na informacyjnej macierzy Fishera M. Funkcja ¥
jest tak skonstruowana aby jej minimalizacja prowadzita do mini-
malizacji macierzy odwrotnej do informacyjnej macierzy Fishera,

co w efekcie prowadzi do minimalizacji cov{f} . Stad:

YIM(x" x°,..., x")]— min

Zatem funkcja ¥ jest wskaznikiem jakosci rozmieszczenia punk-
tow pomiarowych.
Dla uproszczenia, macierz FIM mozna przedstawi¢ w postaci:

1Y , , y ,
M5 x ™) = — [P O FT (22, de = 3 M ()
o J=1

gdzie:

M) =[£G (e

Aby zwigkszanie ilosci punktéw pomiarowych x’ ,i=1,2,...N nie
wplywato na macierz M(x' x°,... x"), wprowadzamy przy zatoze-
niu o =1 usredniong (znormalizowana) posta¢ macierzy FIM
[6, 12]:

L&

M, X%, x") = ﬁM/(x/) =—> /f(xj,t)fr(x'/,t)dt 4
Nt
J=1 =l o

Poniewaz optymalizujemy rozmieszczenie czujnikow pomiaro-
wych, zastosowanie postaci (4) macierzy FIM jest uzasadnione.
Przyktadowo, umieszczenie w jednym punkcie N czujnikéw po-
miarowych zmieni postaé minimalizowanej funkcji w/M(x’ x°...
x")], nie bedzie jednak prowadzi¢ do osiagniecia optymalnego
rozwigzania. Pozwoli nam to poréwnywaé wskaznik jakosci ¥
M, x%... x)] dla réznych rozmieszczen oraz réznych ilogci
punktéw pomiarowych.

6. Wyznaczanie optymalnego rozmieszczenia
czujnikéw pomiarowych

Ponizej przedstawione zostana teoria minimalizacji skalarnej
funkcji opartej na Informacyjnej Macierzy Fishera oraz algorytm
numeryczny pozwalajacy w ogélnym przypadku wyznaczy¢
optymalne rozmieszczenie czujnikdw pomiarowych. Zagadnienia
te zostaly szczegdtowo opisane w literaturze [2, 3, 4, 8, 10, 12,
13], dlatego w niniejszej publikacji przedstawiono je skrétowo.

Wprowadzmy zbidr zmiennych okreslajacych rozmieszczenie
czujnikdéw &

1.2 N
x,x%.., x
P15 Pases Py

N
> p. =1 r>0,
=)

gdzie:
P1.P2, -, Px — wspdtczynniki wagowe dla poszczegdlnych
. o czujnikéw
x'=(x/x)),i=1,2..N

Przyjety formalizm zapisu rozmieszczenia czujnikdw pomiaro-
wych & zostat zastosowany do teorii estymacji projektowania
eksperymentu dla uktadéw o parametrach roztozonych w péznych
latach 70. oraz wczesnych 80. Poniewaz niektére punkty x’ moga
pojawiaé si¢ wielokrotnie w optymalnym rozmieszczeniu, wspot-
czynniki wagowe p; mozna interpretowac jako procentowy udziat
punktu x’ w projektowanym eksperymencie.

Wprowadzenie tak zdefiniowanego rozmieszczenia czujnikow &
pozwala w prosty sposob zapisa¢ znormalizowang macierz FIM
W postaci:

M@= p - [1G 07
i=1 7o

6.1. Minimalizacja skalarnej funkcji bazujacej
na Informacyjnej Macierzy Fishera

Metoda iteracyjna wyznaczania optymalnego rozmieszczenia
czujnikéw, polega na dodawaniu do zbioru czujnikéw pomiaro-
wych &, wyznaczonych w k-tej iteracji, kolejnego punktu pomia-
rowego zdefiniowanego jako pomiaru skoncentrowanego w punk-
cie xe X [12]. W tej sytuacji uzyte ponizej oznaczenie £ mozna
interpretowaé jako rozmieszczenie czujnikow w k-tej iteracji, a x
jako rozmieszczenie skoncentrowane w pojedynczym punkcie
xe X. Wprowadzmy funkcje w(x,&) [12]. Dla optymalnego

rozmieszczenia czujnikow £* uzyskujemy [12]:
miny/(x,§") =0

Oznaczajac, dla uproszczenia obliczen [12]

p(x,6) =c(§) - 9(x.8)>

gdzie:
c(&) —zalezy od aktualnego rozmieszczenia &,
#(x,&) — funkcja czutosci zalezy od aktualnego rozmiesz-
czenia czujnikéw £ oraz od zmiennej xe X, ktérg mozna

réwniez interpretowac jako rozmieszczenie skoncentrowa-
ne w pojedynczym punkcie xe X .

W dalszych rozwazaniach przyjmujemy nast¢pujaco zdefinio-
wang funkcje ¥ [M(€)] (kryterium D-optymalne)[12]:

Y [M(E)]=-In det M(&)

Kryterium D-optymalne jest niezmiennicze wzgledem zmiany
skali parametrow oraz liniowe] transformacji wyjscia czujnikow
[12], a ponadto zachodza nastgpujace rownosci:

t

[rm M@ fxnd

0

Hx) =
l/-

gdzie #; jest zadanym czasem przeprowadzania pomiarow,



10

c(&)=m

gdzie m-wymiar wektora parametrow £, oraz

M@ =X p, - [0S o

f o

W ogdélnym przypadku algorytm wyznaczania optymalnego
rozmieszczenia czujnikow pomiarowych [4, 8, 10, 12, 13] polega
na dodawaniu w k-tej iteracji nowego punktu pomiarowego zloka-
lizowanego w punkcie x’e X, dla ktorego ¥ [M(x;")] (oparte na
macierzy FIM dla pojedynczego punktu pomiarowe-
gox; =arg max #(x,&,)) jest optymalne przy uwzglednieniu

dotychczasowego rozmieszczenia &. Nalezy zauwazy¢, ze wpro-

wadzenie tego punktu zmniejszy wskaznik jakosci ¥ [M(&.+;)].
Wprowadzenie funkcji czuto$ci @(x, &) oraz funkceji c(&), dzigki
ktérej mozemy okresli¢ warunek zatrzymania iteracji, umozliwia
nam stosowanie takiej procedury.
Ponizej skrotowo zostal przedstawiony mechanizm algorytmu
poszukiwania optymalnego rozmieszczenia czujnikow w ogdlnym
przypadku.

6.2. Opis algorytmu
Krok 1

Wybieramy startowe rozmieszczenie czujnikow &, , dla ktérego
detM(&y))#0 oraz dodatnig liczbg 7<<I i ustawiamy k=1.

Krok 2

Wyznaczamy X, = arg max o(x,&,).

Jezeli §(x;,&,)<c(E)+ n, wtedy STOP.

W dalszych obliczeniach przyjmujemy: yw/M(&)]=-In det M(&) —
minimalizowana funkcja oparta na FIM .

Krok 3

Jezeli warunek stopu w kroku 2 nie jest spetniony, wowczas
dla 0<M<1 wyznaczamy nowe rozmieszczenie czujnikow
Eeo 1 =(1-A) &+ 1 &, gdzie € — rozmieszczenie czujnikéw skon-
centrowane w punkcie x; .

Podstawiamy k=k+1 i powracamy do kroku 2.

7. Przykiad

Uktad dynamiczny opisany jest rownaniem czastkowym typu
parabolicznego (1) z zerowymi mieszanymi warunkami brzego-
wymi (2) oraz dodatkowymi zatozeniami okreslonymi w rozdziale
3. Obszar X, w ktorym okreslone jest rownanie (1) jest prostoka-
tem o bokach dhugosci a oraz b.

Wykorzystujac dostepne informacje o konkretnym procesie
technologicznym, ktdry jest opisany rownaniem rdzniczkowym
czastkowym (1), mozna zmodyfikowaé postaé warunku poczat-
kowego wy(0,x) pomijajac niektore sktadniki sumy opisujacej
warunek poczatkowy. Powoduje to analogiczng zmiang postaci
rozwiazania rownania (1). Postepujac w ten sposob zmniejszamy
wymiar wektora parametrow Se R". Doktadnos¢ tego przyblizenia
oraz jego wplyw na sterowanie obiektem zaleza od ilosci sktado-
wych zawartych w zatozonym warunku poczatkowym oraz odpo-
wiednim ich doborze. Zagadnienia te zostang zbadane i przedsta-
wione w odrebnej publikacji.

Wymiar wektora f{x'¢) zalezy od zatozonej postaci warunku po-
czatkowego (ilo$ci parametrow SeR™ ). Elementy m — wymiaro-
wego wektora f{x'¢) z indeksami k oraz / odpowiadaja wybranym
indeksom rozwiazania réwnania (1) oraz warunku poczatkowego.
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Obliczenia przeprowadzono dla nastepujacych parametrow:

a

Il
~ N

<
I

S

~

Obliczenia

W celu uproszczenia formy zapisu matematycznego model wa-
runku poczatkowego mozna przedstawi¢ jako zbior wybranych
indeksow k oraz [ funkcji wy(x;x,) wykorzystanych przy jego
tworzeniu. Niech

(k,D={(1,1);(1,2)}
Wtedy

w(0,x,,x,) = B, sin(y,x, + & )sin(v,x, +J,) + B,, sin(y, x, + & )sin(v,x, +J,)

) .ﬂ=[ﬁ11,ﬂzzf ) o
S0 =[fux'0), fox )] X'=[x) xD]
Wyznaczone zostaty optymalne rozmieszczenia czujnikow w zalez-
nosci od parametrow warunku poczatkowego A, A,, By, B,

a) A1= A2= B1= B2=0,5
b)A]z A2: B]z Bzzl
C) A1= A2: B]z B2:2

Przyjmujac punkt startowy w postaci:

. [(1.8,04) (1.7,0.8)
b 1/2 1/2
Przyjeto nastepujace parametry wykorzystywane w algorytmie
optymalizacji:
7\,():0.06, }\'kH:}\'k/y Y =1.16
1n=0.02 oraz dodatkowy warunek zatrzymania algorytmu po k=60
iteracji
Spos6b wyznaczania nowego wektora wag p w k-tej iteracji po-
lega na przemnozeniu kazdego elementu wektora p przez wspot-
czynnik (1- 4;) a nastgpnie wprowadzeniu nowego elementu tak
aby suma elementéw wektora wag p wynosita jeden. Z kazda
iteracjg zwigksza si¢ ilo§¢ punktow pomiarowych zawartych w &
dlatego dokonano usrednienia wartosci x’ dla lokalizacji znajduja-
cych sig¢ ,,blisko siebie” w celu zmniejszenia ilosci czujnikow.
Potozenie czujnikéw zostato usrednione a odpowiadajace im wagi
p' zsumowane [10].
W Tab.1 przedstawiono wyniki optymalizacji

Optymalne rozmieszczenie
.

g

n{lgaxxgﬁ(xjk) Tlos¢ iteracji

X! p k
2.8256 ,0.1209 0.497
A= A>=B=B=0,5 2,0135 3
2.8256 , 0.9889 0.503

2.1468 , 0.1130 0.498
A;=A,=B=B,=1 2.0111 3
2.1468 , 0.8937 0.502

1.7361 , 0.1110 0.503
Ai=A=B=B,=2 2.0240 60
1.7361 , 0.7510 0.497

Na rysunkach 1, 2 i 3 przedstawiono funkcje czutosci ¢(x,&)
dla rozmieszczenia optymalnego & w zaleznosci od parametrow
Aj, Ay, By, B,. Mozna zauwazy¢, ze dla rozmieszczenia optymal-
nego & wartoéci lokalnych maksiméw funkcji  czutodci
#(x,E") daza do wartosci m=2
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Rys. 1. Funkcja ¢(x,&*) dla optymalnego rozmieszczenia £ dla parametrow
A= Ay=B=B,=0,5
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Rys.2. Funkcja ¢(x,&%) dla optymalnego rozmieszczenia & dla parametrow
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Rys. 3. Funkcja ¢(x,&*) dla optymalnego rozmieszczenia & dla parametrow
A= A=B=B,=2

Na rysunku 4 przedstawiono optymalne rozmieszczenie czujni-
kow pomiarowych w zaleznos$ci od parametrow A, A,, By, B,

1 &
v
08 u
' A
06 * A1=A2=B1=B2=0,5
o m A1=A2=B1=B2=1
041 A A1=A2=B1=B2=2
0,2
A R *
0 . . .
0 1 2 3

x1

Rys. 4. Optymalnego rozmieszczenia czujnikow dla réznych wartosci parametrow
Ay, Ay, By, By
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8. Whnioski

W przedstawionych przyktadach obliczenia numeryczne zostaty
dokonane za pomoca standartowych narzedzi MATLABA. Do-
ktadno$¢ wyznaczenia optymalnego rozmieszczenia czujnikdw
zalezy od doktadnosci wyznaczenia ekstremow funkcji czutosci
oraz od doboru punktu startowego. (w powyzszych przyktadach
maksymalny btad bezwzgledny wyznaczania zmiennych niezalez-
nych x wynosit 0.0001).

Bardzo waznym elementem wplywajacym na caly przebieg
optymalizacji jest wlasciwy dobdr punktu startowego algorytmu,
co jest widoczne dla przyktadu A= A,= B;= B,=2 gzie nie uzy-
skano wymaganej doktadnosci. W takim przypadku nalezy powto-
rzy¢ procedurg algorytmu przyjmujac za punkt startowy otrzyma-
ny wynik optymalizacji.

Metode mozna zastosowaé rowniez dla bardziej skomplikowa-
nych obszaréow X o wigkszej wymiarowosci. Jedynym ogranicze-
niem jest znajomos$¢ funkcji wy(x) oraz wartosci s; niezbednych
do wyznaczenia rozwiazania réwnania rézniczkowego czastkowe-
go, ktore jednak dla wigkszosci typowych uktadéw sa wyznaczone
i stabelaryzowane [1].

Przyblizenie warunku poczatkowego powoduje jednoczesnie
uzyskanie przyblizonej postaci rozwiazania rownania rézniczko-
wego. Doktadnos$¢ tego przyblizenia oraz jego wpltyw na sterowa-
nie obiektem zaleza od ilosci sktadowych zawartych w zatozonym
warunku poczatkowym oraz odpowiedniego ich doboru. Zagad-
nienia te zostang zbadane i przedstawione w odrgbnej publikacji.
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