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S t r e s z c z e n i e  
 

W  prac y  prz e d s t aw i ony  z os t ał  prob le m  opt y m alne g o roz m i e s z c z e ni a 
c z u j ni k ó w  pom i arow y c h  d la li ni ow e g o u k ł ad u  o param e t rac h  roz ł oż ony c h  
opi s ane g o ró w nani e m  ró ż ni c z k ow y m  c z ą s t k ow y m  t y pu  parab oli c z ne g o  
z  m i e s z any m i  w aru nk am i  b rz e g ow y m i . Prz e d s t aw i ony  j e s t  ró w ni e ż  s pos ó b  
w y z nac z e ni a prz y b li ż e ni a f u nk c y j ne g o w aru nk u  poc z ą t k ow e g o. 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  u k ł ad y  o param e t rac h  roz ł oż ony c h , roz m i e s z c z e ni e  
c z u j ni k ó w , e s t y m ac j a param e t ró w , ró w nani e  ró ż ni c z k ow e  c z ą s t k ow e , 
ob s e rw ow alnoś ć . 
 
De sig n  o f  e x p e rim e n t s f o r in it ial  c o n d it io n s 
id e n t if ic at io n  in  d ist rib ut e d  – p aram e t e r  
sy st e m s 

 
A b s t r a c t  

 
T h e  opt i m u m  e x pe ri m e nt al d e s i g n prob le m  f or li ne ar d i s t ri b u t e d  param e t e r 
s y s t e m s  d e s c ri b e d  b y  li ne ar parab oli c  e q u at i ons  i s  c ons i d e re d . T h e   
approac h , b as e d  on appropri at e  opt i m i z at i on t e c h ni q u e s , s h ow s  h ow  t o 
c ons t ru c t  and  d e t e rm i ne  t h e  i ni t i al s t at e . 
 
K e y w o r d s :  d i s t ri b u t e d  param e t e r s y s t e m s , s e ns or loc at i on, param e t e r 
e s t i m at i on, li ne ar parab oli c  e q u at i ons , ob s e rvab i li t y . 
 
1 .  Wst ę p  
 
P r oc es y op i s ane l i ni ow ym i  p ar ab ol i c znym i  r ó w nani am i  r ó ż-

ni c zk ow ym i  c zą s tk ow ym i  z r ó żneg o typ u  w ar u nk am i  b r zeg ow ym i  
s ą  u k ł adam i  dynam i c znym i , k tó r yc h  s tan zal eży ni e tyl k o od 
c zas u , al e r ó w ni eż od zm i ennyc h  p r zes tr zennyc h .  S tan u k ł adu   
o p ar am etr ac h  r ozł ożonyc h  jes t zatem  f u nk c ją  odp ow i edni ej l i c z-
b y zm i ennyc h  p r zes tr zennyc h .  B ar dzo w ażnym  zag adni eni em   
z p u nk tu  w i dzeni a teor i i  s ter ow ani a jes t k om p l etna w i edza na 
tem at s tanu  tak i eg o s ys tem u .  J ednak  dys p onu ją c  jedyni e ok r eś l oną  
i l oś c i ą  c zu jni k ó w  p om i ar ow yc h  ni e m ożna dok ł adni e ok r eś l i ć  
s tanu  s ys tem u  w  dow ol nym  p u nk c i e p r zes tr zeni .  W  tym  p r zyp ad-
k u  k oni ec zne jes t ok r eś l eni e p oc zą tk ow eg o s tanu  s ys tem u  o p ar a-
m etr ac h  r ozł ożonyc h  na p ods taw i e w yni k ó w  p om i ar ó w  z odp o-
w i edni o r ozm i es zc zonyc h  c zu jni k ó w .  P ojaw i a s i ę  tu taj p r ob l em  
odp ow i edni ej l ok al i zac ji  c zu jni k ó w  p om i ar ow yc h  w  p r zes tr zeni .  
P r ob l em  ten zos tał  op i s any w  l i ter atu r ze [ 2 , 3 , 4 , 8 , 1 2 , 1 3 ]  p od 
k ą tem  op tym al neg o r ozm i es zc zeni a c zu jni k ó w  p om i ar ow yc h  dl a 
es tym ac ji  p ar am etr ó w  r ó w nani a r ó żni c zk ow eg o c zą s tk ow eg o.  
P ojaw i a s i ę  jednak  dodatk ow y p r ob l em , w  og ó l nym  p r zyp adk u  

w yznac zeni e p oc zą tk ow eg o s tanu  u k ł adu  dys p onu ją c  danym i   
z c zu jni k ó w  p om i ar ow yc h  jes t tr u dne, p oni ew aż r ozw i ą zani e 
p ar ab ol i c zneg o r ó w nani a r ó żni c zk ow eg o c zą s tk ow eg o jes t p r zed-
s taw i one w  p os tac i  ni es k oń c zoneg o s zer eg u  f u nk c yjneg o.  
Z ap r op onow any s p os ó b  w yznac zeni a s tanu  p oc zą tk ow eg o 

u k ł adu  p ol eg a na zał ożeni u  ok r eś l onej p os tac i  f u nk c ji  op i s u ją c ej 
w ar u nek  p oc zą tk ow y:  
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g dzi e:   

k=1,2,…,n,  
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00 xtwxw
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= ; w( t,x)  – s tan u k ł adu ,  
Xx∈   -  ob s zar  ok r eś l onoś c i  r ó w nani a r ó żni c zk ow eg o 

c zą s tk ow eg o, 
wk ( 0 ,x)  - s k ł adow e w ar u nk u  p oc zą tk ow eg o, 
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0

xtwxw ktk
→

= , 
βk - ni eznane p ar am etr y, βk∈R.  

 
P os tać  zał ożonyc h  s k ł adow yc h  f u nk c ji  op i s u ją c ej w ar u nek  p o-

c zą tk ow y wk ( 0 ,x)  p ow i nna zap ew ni ć  r ozw i ą zani e r ó w nani a r ó ż-
ni c zk ow eg o c zą s tk ow eg o w  p os tac i  s u m y s k oń c zonej.  W tedy na 
p ods taw i e danyc h  p om i ar ow yc h  z odp ow i edni o r ozm i es zc zonyc h  
c zu jni k ó w  m ożna dok onać  es tym ac ji  p ar am etr ó w  βk, w yznac zają c  
jednoc ześ ni e ap r ok s ym ac yjni e f u nk c ję  op i s u ją c ą  w ar u nek  p oc zą t-
k ow y w0( 0 ,x) .   
D l a w yznac zoneg o w  ten s p os ó b  p r zyb l i żeni a w ar u nk u  p oc zą t-

k ow eg o otr zym u jem y jednoc ześ ni e p os tać  r ozw i ą zani a r ó w nani a 
r ó żni c zk ow eg o c zą s tk ow eg o w  p os tac i  s u m y s k oń c zonej, c o 
p ozw al a na anal i tyc zne ok r eś l eni e s tanu  u k ł adu  w( t,x)  dl a dow ol -
nyc h  p ar am etr ó w  c zas ow yc h  t i  zm i ennyc h  p r zes tr zennyc h  x .  
   
2 .  O p is sy st e m u 
 
N i ec h  X oznac za og r ani c zony ob s zar  w  2 -w ym i ar ow ej p r ze-

s tr zeni  R2.  ( W  ni ni ejs zej p u b l i k ac ji  r ozw ażany b ę dzi e ob s zar  
p r os tok ą ta o b ok ac h  dł u g oś c i  a , b . ) .  S jes t b r zeg i em  ob s zar u  X .  
W ek tor  w s p ó ł r zę dnyc h  p r zes tr zennyc h  oznac zam y x=( x1,x2) .  
R ozw ażm y l i ni ow e p ar ab ol i c zne r ó w nani e r ó żni c zk ow e c zą s t-

k ow e:                                   
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g dzi e ob s zar  X, w  k tó r ym  ok r eś l one r ó w nani e ( 1 )  jes t p r os tok ą -
tem :  
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g dzi e w s p ó ł c zynni k i  A 1, A 2, B 1,B 2 >  0 .  
W ar u nk i  p oc zą tk ow e dl a r ó w nani a ( 1 )  dane s ą  w zor em :  
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gdzie )(2 XL  oznac za p rzes t rzeń  H ilbert a f u nk c j i c ałk ow alny c h   
z k w adrat em  w  obs zarze X.  
 
3. R o z w i ą z a n i e  r ó w n a n i a  i  d o b ó r  p o s t a c i  

f u n k c j i  o p i s u j ą c e j  w a r u n e k  p o c z ą t k o w y  
 
U ży w any  p oniżej  p odw ó j ny  s p os ó b indek s ow ania s u m  s zere-

gó w  f u nk c y j ny c h  i j  oraz k l  w y nik a z założonej  dw u w y m iarow ej  
p rzes t rzeni X.  W t edy  rozw ią zanie ró w nania ( 1 )  z w aru nk am i 
brzegow y m i ( 2 )  p rzy  dodat k ow y c h  u p ras zc zaj ą c y c h  założeniac h :  
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m ożna p rzeds t aw ić  w  p os t ac i [ 1 ] :  
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P onadt o [ 1 ] :  
 

)sin()sin(),( 2121 ijiiij xxhxxw δνεµ ++=      i,j  =  1 ,2 …  
 

jiνµ - dodat nie rozw ią zania ró w nania:  
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W  p rzy p adk u  gdy  bok i p ros t ok ą t a s ą  j ednak ow e, t zn. a=b, 

w ó w c zas  dla u s t alonej  w art oś c i sij is t niej e w ię c ej  niż j edna f u nk c j a 
wij ( x 1,x 2) [ 1 ] . C o p ow odu j e is t ot ną  k om p lik ac j ę  rozw ią zania ró w -
nania ( 1 ) . 
P rzy bliżaj ą c  w aru nek  p oc zą t k ow y  w0( 0 ,x 1,x 2) s u m ą  f u nk c j i 

wkl ( 0 ,x 1,x 2) odp ow iadaj ą c y m  f u nk c j om  wij ( x 1,x 2) dla i =k  oraz j =l  , 
ot rzy m u j em y :  
 

dxxwxw kl
n

k

n

l
kl

X
ijij

k l

),0()(
1 1
∑∑∫
= =

= βα       
 

 x =[ x 1,x 2] 
 
P oniew aż u k ład f u nk c j i wij ( x ) j es t  ort ogonalny [ 1 ] , w ię c  0≠ijα  

t y lk o dla i =k , j =l , ot rzy m u j em y  w s p ó łc zy nnik i ijα  ró żne od zera t y lk o dla s k ładow y c h  i ,j  odp ow iadaj ą c y c h  indek s om  k ,l  w aru nk u  
p oc zą t k ow ego βklwkl ( 0 ,x ) ( p ozby w am y  s ię  s u m y  nies k oń c zonej  dla 
indek s ó w  i ,j ) [ 1 0 ,1 1 ] . O znac zaj ą c :  
 

klklkl
'αβα =  

 
dxxwxw kl

X
klkl ),0()(∫=′α  

 

w  zależnoś c i od iloś c i p rzy j ę t y c h  s k ładow y c h  nk,nl, w  w aru nk u  
p oc zą t k ow y m  w0( 0 ,x ) odp ow iedź  u k ładu  ( 1 )  m ożna p rzeds t aw ić   
w  p os t ac i liniow ej  ze w zglę du  na p aram et ry  βkl [ 1 0 ,1 1 ] :  
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4. E s t y m a c j a  p a r a m e t r ó w  β 
 
W  p rzy p adk u  liniow ego w zglę dem  w ek t ora p aram et ró w  

β=[ β1,. . . ,βm]T m odelu  odp ow iedzi u k ładu  ( 1 )  op is anego w zorem  
( 3 )  p roc es  obs erw ac j i m ożna zap is ać  w  p os t ac i [ 1 2 ] :  
 

z ( x ,t) = F T ( x ,t) β +  ε ( x ,t),     t∈ [ 0 ,tf]     x =[ x 1,x 2], 
 

gdzie:  
tf  - c zas  obs erw ac j i  
z ( x ,t)= [ z ( x 1,t),. . . , z ( x N,t)]T – w ek t or s y gnału  z N c zu j nik ó w , 
F ( x ,t)=[ f( x 1,t), . . . , f( x N,t)] 
f( x i,t)= [ f1( x i,t),. . . , fm( x i,t)]T,  i =1 . . . N 
fj ( x i,t)= tsxw kl

i
klkl exp()('α ), j =1 ,2 ,. . . m , 

β – m  - w y m iarow y  w ek t or p aram et ró w , β∈Rm,  
ε ( x ,t)=[ ε ( x 1,t),. . . , ε ( x N,t)]T – biały  s zu m  o zerow ej  w art oś c i 
ś redniej  w  c zas ie i k ow arianc j i:  
 

E { ε ( x ,t)εT( x ’,τ)} =C ( x ,x ’,t)δ ( t-τ) 
 
δ oznac za delt ę  D irac a, a m ac ierz C ( x ,t) NNR ×∈ j es t  s y -
m et ry c zna i dodat nio ok reś lona dla  k ażdego t∈ [ 0 ,tf].  

 
P oniew aż w y nik i p om iaró w  s ą  zniek s zt ałc one biały m  s zu m em  

( t zn. nie s ą  s k orelow ane i c h arak t ery zu j ą  s ię  j ednak ow ą  w arianc j ą  
m ożna zas t os ow ać  dodat k ow e u p ras zc zaj ą c e założenie:  
 

IC 2σ= , 
 

gdzie I j es t  N ×  N – w y m iarow ą  m ac ierzą  j ednos t k ow ą , a σ  
odgry w a rolę  s t ałego odc h y lenia s t andardow ego błę dó w  p om ia-
row y c h . 
P onadt o indek s y  k =1 . . . nk, l =1 . . . nl p rzy  w aru nk u  nk* nl=m , od-

p ow iadaj ą  s k ładow ej  odp ow iadj ą c ej  indek s om  k l  dla f u nk c j i op i-
s u j ą c ej  w aru nek  p oc zą t k ow y , x ,1 x 2,. . . , x N  oznac zaj ą  p ołożenie 
p os zc zegó lny c h  c zu j nik ó w  w  obs zarze X⊂ R2, k t ó re p rzy  es t y m a-
c j i p aram et ró w  β s ą  znane i u s t alone. 
P roblem  es t y m ac j i p aram et ró w  j es t  nas t ę p u j ą c y :  
Z naj ą c  f u nk c j e { F ( x ,t)}  ],0[ ftt∈  oraz { z ( x ,t)}  ],0[ ftt∈  należy  

znaleź ć  s p oś ró d w s zy s t k ic h  m ożliw y c h  w ek t oró w  p aram et ró w  β  
t ak i, k t ó ry  m inim alizu j e w ażone k ry t eriu m  naj m niej s zy c h  k w adr 
at ó w  p os t ac i [ 6 ,1 2 ] :  
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R ozw ią zanie zagadnienia es t y m ac j i m ożna p rzeds t aw ić  w  p os t ac i:  
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W t edy  k ow arianc j a 
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gdzie m x m w ym iarow a m acierz 
 

∫=

ft
TN dttxFtxFxxM
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2

1 ),(),(1),...,(
σ

 

 
j es t inf orm acyj ną m acierzą Fis h era [ 5 , 7 , 9 , 1 2 ] , a j ej  elem enty 
zależą od lokalizacj i czuj nikó w . 
 
5. O pt y m a l n e  r oz m i e s z c z e n i e  c z u j n i k ó w   

pom i a r ow y c h  
 
M acierz M j es t inf orm acyj ną m acierzą Fis h era zw aną w  s kró cie 

( F I M), któ ra nie zależy od w ektora ob s erw acj i z ( x,t), lecz od 
rozm ies zczenia czuj nikó w  pom iarow ych  x1 , x2,. . . , xN. P rob lem  
optym alizacj i polega na „ naj leps zym ”  rozm ies zczeniu czuj nikó w  
( w  s ens ie otrzym ania m inim alnej  c o v { β}, to znaczy m aks ym alizu-
j ącym  iloś ć  inf orm acj i otrzym anych  podczas  eks perym entu) .  
 Z adanie polega na takim  dob orze punktó w  x1 , x2,. . . , xN, ab y 

zm inim alizow ać  pew ną odpow iednio dob raną s kalarną f unkcj ę  Ψ  
[ 1 2 ]  b azuj ącą na inf orm acyj nej  m acierzy Fis h era M.  Funkcj a Ψ 
j es t tak s kons truow ana ab y j ej  m inim alizacj a prow adził a do m ini-
m alizacj i m acierzy odw rotnej  do inf orm acyj nej  m acierzy Fis h era, 
co w  ef ekcie prow adzi do m inim alizacj i c o v { β} . S tąd:   
 

Ψ[ M( x1 ,x2,. . . , xN)] →
Nxx ,..,

1
min  

 
Z atem  f unkcj a Ψ j es t w s kaź nikiem  j akoś ci rozm ies zczenia punk-
tó w  pom iarow ych .  
D la upros zczenia, m acierz FI M  m ożna przeds taw ić  w  pos taci:  
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gdzie:  
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A b y zw ię ks zanie iloś ci punktó w  pom iarow ych  xi , i = 1 ,2 ,… N nie 

w pł yw ał o na m acierz M( x1 ,x2,. . .  xN), w prow adzam y przy zał oże-
niu 1=σ  uś rednioną ( znorm alizow aną)  pos tać  m acierzy F I M  
[ 6 , 1 2 ] :  
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P oniew aż optym alizuj em y rozm ies zczenie czuj nikó w  pom iaro-

w ych , zas tos ow anie pos taci ( 4 )  m acierzy FI M  j es t uzas adnione. 
P rzykł adow o, um ies zczenie w  j ednym  punkcie N czuj nikó w  po-
m iarow ych  zm ieni pos tać  m inim alizow anej  f unkcj i ψ [ M( x1 ,x2,. . .  
xN)] , nie b ę dzie j ednak prow adzić  do os iągnię cia optym alnego 
rozw iązania. P ozw oli nam  to poró w nyw ać  w s kaź nik j akoś ci Ψ 
[ M( x1 , x2,. . .  xN)]  dla ró żnych  rozm ies zczeń  oraz ró żnych  iloś ci 
punktó w  pom iarow ych . 
 
6. W y zn a c za n i e  o p t y m a l n e g o  r o zm i e s zc ze n i a  

c zu j n i k ó w  p o m i a r o w y c h  
 
P oniżej  przeds taw ione zos taną teoria m inim alizacj i s kalarnej  

f unkcj i opartej  na I nf orm acyj nej  M acierzy Fis h era oraz algorytm  
num eryczny pozw alaj ący w  ogó lnym  przypadku w yznaczyć  
optym alne rozm ies zczenie czuj nikó w  pom iarow ych . Z agadnienia 
te zos tał y s zczegó ł ow o opis ane w  literaturze [ 2 , 3 , 4 , 8 , 1 0 , 1 2 , 
1 3 ] , dlatego w  niniej s zej  pub likacj i przeds taw iono j e s kró tow o.   
W prow adź m y zb ió r zm iennych  okreś laj ących  rozm ies zczenie 

czuj nikó w  ξ  





=

N

N

ppp
xxx

,...,,

,...,,

21

21

ξ  

 
∑
=

=

N

i
ip

1
1  pi > 0 , 

 
gdzie:  

p1 ,p2 , . . . , pN  – w s pó ł czynniki w agow e dla pos zczegó lnych  
czuj nikó w  

xi = ( x1i,x2i), i = 1 ,2 … N 
 
P rzyj ę ty f orm alizm  zapis u rozm ies zczenia czuj nikó w  pom iaro-

w ych  ξ zos tał  zas tos ow any do teorii es tym acj i proj ektow ania 
eks perym entu dla ukł adó w  o param etrach  rozł ożonych  w  pó ź nych  
latach  7 0 . oraz w czes nych  8 0 . P oniew aż niektó re punkty xi m ogą 
poj aw iać  s ię  w ielokrotnie w  optym alnym  rozm ies zczeniu, w s pó ł -
czynniki w agow e pi  m ożna interpretow ać  j ako procentow y udział  
punktu xi w  proj ektow anym  eks perym encie. 
W prow adzenie tak zdef iniow anego rozm ies zczenia czuj nikó w  ξ 

pozw ala w  pros ty s pos ó b  zapis ać  znorm alizow aną m acierz FI M   
w  pos taci:  

∑ ∫
=

=

N

i

t
iTi

f
i

f

dttxftxftpM
1 0

),(),(1)(ξ  

 
 
6.1 . M i n i m a l i za c j a  s k a l a r n e j  f u n k c j i  b a zu j ą c e j  

n a  I n f o r m a c y j n e j  M a c i e r zy  F i s h e r a  
 
M etoda iteracyj na w yznaczania optym alnego rozm ies zczenia 

czuj nikó w , polega na dodaw aniu do zb ioru czuj nikó w  pom iaro-
w ych  ξ k  , w yznaczonych  w  k-tej  iteracj i, kolej nego punktu pom ia-
row ego zdef iniow anego j ako pom iaru s koncentrow anego w  punk-
cie x X∈  [ 1 2 ] . W  tej  s ytuacj i użyte poniżej  oznaczenie ξ m ożna 
interpretow ać  j ako rozm ies zczenie czuj nikó w  w  k-tej  iteracj i, a x 
j ako rozm ies zczenie s koncentrow ane w  poj edynczym  punkcie 
x X∈ . W prow adź m y f unkcj ę  ),( ξψ x  [ 1 2 ] . D la optym alnego 
rozm ies zczenia czuj nikó w  ∗ξ  uzys kuj em y [ 1 2 ] :   
 

0),(min =
∗

∈
ξψ x

Xx
 

 
O znaczaj ąc, dla upros zczenia ob liczeń  [ 1 2 ]  
 

),()(),( ξφξξψ xcx −= , 
 
gdzie:  

)(ξc  – zależy od aktualnego rozm ies zczenia ξ , 
),( ξφ x  – f unkcj a czuł oś ci zależy od aktualnego rozm ies z-

czenia czuj nikó w  ξ  oraz od zm iennej   x X∈ , któ rą m ożna 
ró w nież interpretow ać  j ako rozm ies zczenie s koncentrow a-
ne w  poj edynczym  punkcie x X∈ . 

 
W  dals zych  rozw ażaniach  przyj m uj em y nas tę puj ąco zdef inio-

w aną f unkcj ę  Ψ [ M ( ξ ) ]  ( kryterium  D -optym alne) [ 1 2 ] :  
 

Ψ [ M( ξ)] = -l n  d e t M( ξ) 
 

K ryterium  D -optym alne j es t niezm iennicze w zglę dem  zm iany 
s kali param etró w  oraz liniow ej  trans f orm acj i w yj ś cia czuj nikó w  
[ 1 2 ]  , a ponadto zach odzą nas tę puj ące ró w noś ci:  
 

φ( x ,ξ )  =  ∫ −

ft
T

f
dttxfMtxft 0

1 ),()(),(1 ξ  
 
gdzie tf  j es t zadanym  czas em  przeprow adzania pom iaró w , 
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c(ξ)= m  
 

g d z ie m -w ym iar w ekt ora p aram et ró w  β, oraz  
 

∑ ∫
=

=

N

i

t
iTi

f
i

f

dttxftxftpM
1 0

),(),(1)(ξ  

 
W  og ó ln ym  p rz yp ad ku alg oryt m  w yz n ac z an ia op t ym aln eg o 

roz m ies z c z en ia c z ujn ikó w  p om iarow yc h  [ 4 , 8 , 1 0 , 1 2 , 1 3 ]  p oleg a 
n a d od aw an iu w  k-t ej it erac ji n ow eg o p un kt u p om iarow eg o z loka-
liz ow an eg o w  p un kc ie x k0 X∈ , d la kt ó reg o Ψ  [ M (xk0)] ( op art e n a 
m ac ierz y F I M  d la p ojed yn c z eg o p un kt u p om iarow e-
g o ),(maxarg0

kXxk xx ξφ
∈

= )  jes t  op t ym aln e p rz y uw z g lę d n ien iu 
d ot yc h c z as ow eg o roz m ies z c z en ia ξ . N ależ y z auw aż yć , ż e w p ro-
w ad z en ie t eg o p un kt u z m n iejs z y w s kaź n ik jakoś c i Ψ  [ M (ξk+ 1)].  
W p row ad z en ie f un kc ji c z uł oś c i φ(x,ξ) oraz  f un kc ji c(ξ), d z ię ki 

kt ó rej m oż em y okreś lić  w arun ek z at rz ym an ia it erac ji, um oż liw ia 
n am  s t os ow an ie t akiej p roc ed ury.  
P on iż ej s kró t ow o z os t ał  p rz ed s t aw ion y m ec h an iz m  alg oryt m u 

p os z ukiw an ia op t ym aln eg o roz m ies z c z en ia c z ujn ikó w  w  og ó ln ym  
p rz yp ad ku. 
 
6.2. O p i s  a l g o r y t m u  
 
K rok 1  
 
W yb ieram y s t art ow e roz m ies z c z en ie c z ujn ikó w  ξ0 , d la kt ó reg o 

d e tM (ξ0)≠ 0   oraz  d od at n ią lic z b ę  η < < 1  i us t aw iam y k= 1 .  
 

K rok 2  
 
W yz n ac z am y ),(maxarg0

kXxk xx ξφ
∈

= . 
J eż eli ),( 0

kkx ξφ <  c(ξk)+ η, w t ed y S T O P .  
W  d als z yc h  ob lic z en iac h  p rz yjm ujem y:  ψ [ M (ξ)]= -l n  d e t M (ξ) – 

m in im aliz ow an a f un kc ja op art a n a F I M  . 
 

K rok 3  
 
J eż eli w arun ek s t op u w  kroku 2  n ie jes t  s p eł n ion y, w ó w c z as   

d la 0 < λk< 1  w yz n ac z am y n ow e roz m ies z c z en ie c z ujn ikó w  
ξk+ 1= (1 -λk)ξk+λkξ0k, g d z ie ξ0k – roz m ies z c z en ie c z ujn ikó w  s kon -
c en t row an e w  p un kc ie 0

kx .  
P od s t aw iam y k= k+1  i p ow rac am y d o kroku 2 . 

 
7 . P r z y k ł a d  
 
U kł ad  d yn am ic z n y op is an y jes t  ró w n an iem  c z ąs t kow ym  t yp u 

p arab olic z n eg o ( 1 )  z  z erow ym i m ies z an ym i w arun kam i b rz eg o-
w ym i ( 2 )  oraz  d od at kow ym i z ał oż en iam i okreś lon ym i w  roz d z iale 
3 . O b s z ar X , w  kt ó rym  okreś lon e jes t  ró w n an ie ( 1 )  jes t  p ros t oką-
t em  o b okac h  d ł ug oś c i a oraz  b.                          
W ykorz ys t ując  d os t ę p n e in f orm ac je o kon kret n ym  p roc es ie 

t ec h n olog ic z n ym , kt ó ry jes t  op is an y ró w n an iem  ró ż n ic z kow ym  
c z ąs t kow ym  ( 1 ) , m oż n a z m od yf ikow ać  p os t ać  w arun ku p oc z ąt -
kow eg o w0(0 ,x) p om ijając  n iekt ó re s kł ad n iki s um y op is ując ej 
w arun ek p oc z ąt kow y. P ow od uje t o an alog ic z n ą z m ian ę  p os t ac i 
roz w iąz an ia ró w n an ia ( 1 ) . P os t ę p ując  w  t en  s p os ó b  z m n iejs z am y 
w ym iar w ekt ora p aram et ró w  β∈Rm. D okł ad n oś ć  t eg o p rz yb liż en ia 
oraz  jeg o w p ł yw  n a s t erow an ie ob iekt em  z ależ ą od  iloś c i s kł ad o-
w yc h  z aw art yc h  w  z ał oż on ym  w arun ku p oc z ąt kow ym  oraz  od p o-
w ied n im  ic h  d ob orz e. Z ag ad n ien ia t e z os t an ą z b ad an e i p rz ed s t a-
w ion e w  od rę b n ej p ub likac ji.  
W ym iar w ekt ora f (xi,t) z ależ y od  z ał oż on ej p os t ac i w arun ku p o-

c z ąt kow eg o ( iloś c i p aram et ró w  β∈Rm ) . E lem en t y m  – w ym iaro-
w eg o w ekt ora f (xi,t) z  in d eks am i k oraz  l  od p ow iad ają w yb ran ym  
in d eks om  roz w iąz an ia ró w n an ia ( 1 )  oraz  w arun ku p oc z ąt kow eg o.  

O b lic z en ia p rz ep row ad z on o d la n as t ę p ując yc h  p aram et ró w :  
 

a= π 
b= 1  
tf = 0 . 1  

  
O b l i c z e n i a  
 
W  c elu up ros z c z en ia f orm y z ap is u m at em at yc z n eg o m od el w a-

run ku p oc z ąt kow eg o m oż n a p rz ed s t aw ić  jako z b ió r w yb ran yc h  
in d eks ó w  k oraz  l  f un kc ji wkl (x1,x2) w ykorz ys t an yc h  p rz y jeg o 
t w orz en iu. N iec h  
 

( k , l ) = { ( 1 , 1 ) ; ( 1 , 2 ) }  
 

W t ed y 
 

)sin()sin()sin()sin(),,0( 222111121211111121 δνεµβδνεµβ +++++= xxxxxxw  
β = [ β11,β12]T 

f (xi,t) = [  f 11(xi,t), f 12(xi,t)]T       xi = [ x1i, x2i] 
 

W yz n ac z on e z os t ał y op t ym aln e roz m ies z c z en ia c z ujn ikó w  w  z ależ -
n oś c i od  p aram et ró w  w arun ku p oc z ąt kow eg o A1, A2, B1 , B2 
 
a)  A1= A2= B1= B2=0 ,5  
b )  A1= A2= B1= B2=1  
c )  A1= A2= B1= B2=2  
 

P rz yjm ując  p un kt  s t art ow y w  p os t ac i:  
 





= 2/12/1

)8.0,7.1()4.0,8.1('
0ξ  

 
P rz yję t o n as t ę p ując e p aram et ry w ykorz ys t yw an e w  alg oryt m ie 
op t ym aliz ac ji:  

λ0=0 .0 6 ,     λk+ 1=λk/ γ      γ  =1 .1 6  
 

η=0 .0 2  oraz  d od at kow y w arun ek z at rz ym an ia alg oryt m u p o k=6 0  
it erac ji  
S p os ó b  w yz n ac z an ia n ow eg o w ekt ora w ag  p w  k-t ej it erac ji p o-

leg a n a p rz em n oż en iu każ d eg o elem en t u w ekt ora p p rz ez  w s p ó ł -
c z yn n ik (1 - λk) a n as t ę p n ie w p row ad z en iu n ow eg o elem en t u t ak 
ab y s um a elem en t ó w  w ekt ora  w ag  p w yn os ił a jed en . Z  każ d ą 
it erac ją z w ię ks z a s ię  iloś ć  p un kt ó w  p om iarow yc h  z aw art yc h  w  ξ 
d lat eg o d okon an o uś red n ien ia w art oś c i xi d la lokaliz ac ji z n ajd ują-
c yc h  s ię  „ b lis ko s ieb ie”  w  c elu z m n iejs z en ia iloś c i c z ujn ikó w . 
P oł oż en ie c z ujn ikó w  z os t ał o uś red n ion e a od p ow iad ając e im  w ag i 
pi z s um ow an e [ 1 0 ] .  
W  T ab .1  p rz ed s t aw ion o w yn iki op t ym aliz ac ji 
 

 O pt y m a l n e  r o z m ie s z c z e n ie  
ξ* 

 
),(max kXx

x ξφ
∈

 
I l o ś ć  it e r a c j i 

 xi p  k 
2 . 8 2 5 6   ,  0 . 1 2 0 9  0 . 4 9 7  A1=  A2=  B 1=  B 2= 0 , 5  2 . 8 2 5 6   ,  0 . 9 8 8 9  0 . 5 0 3 

2 , 0 1 35  3 

2 . 1 4 6 8   ,   0 . 1 1 30  0 . 4 9 8  A1=  A2 =  B 1=  B 2 = 1  2 . 1 4 6 8   ,   0 . 8 9 37  0 . 5 0 2  
2 . 0 1 1 1  3 

1 . 7 36 1   ,   0 . 1 1 1 0  0 . 5 0 3 A1=  A2 =  B 1=  B 2 = 2  1 . 7 36 1   ,   0 . 7 5 1 0  0 . 4 9 7  
2 . 0 2 4 0  6 0  

 
N a rys un kac h  1 , 2  i 3  p rz ed s t aw ion o f un kc je c z uł oś c i ),( ξφ x  

d la roz m ies z c z en ia op t ym aln eg o ξ*’  w  z ależ n oś c i od  p aram et ró w  
A1, A2, B1, B2. M oż n a z auw aż yć , ż e d la roz m ies z c z en ia op t ym al-
n eg o ξ* w art oś c i lokaln yc h  m aks im ó w  f un kc ji c z uł oś c i 

),( *ξφ x d ąż ą d o w art oś c i m = 2  
 



PAK vol. 53, nr 10/2007    11 
 

  
R y s . 1.  F u n k c j a  *),( ξφ x  d l a  op t y m a l n e g o r ozm i e s zc ze n i a  ξ*’  d l a  p a r a m e t r ó w   

A1=  A2 =  B 1 =  B 2= 0 , 5  
 
 

  
R y s . 2.  F u n k c j a  *),( ξφ x  d l a  op t y m a l n e g o r ozm i e s zc ze n i a  ξ*’  d l a  p a r a m e t r ó w   

A1=  A2 =  B 1 =  B 2= 1 
 
 

  
R y s . 3.  F u n k c j a  *),( ξφ x  d l a  op t y m a l n e g o r ozm i e s zc ze n i a  ξ*’  d l a  p a r a m e t r ó w   

A1=  A2 =  B 1 =  B 2= 2 
 
N a r ysu n k u  4  p r zedstaw ion o op tym al n e r ozm ieszc zen ie c zu j n i-

k ó w  p om iar ow yc h  w  zal eż n oś c i od p ar am etr ó w  A1, A2, B1, B2 
 
 

0
0, 2
0, 4

0, 6
0, 8
1

0 1 2 3
x1

x2

 A 1=  A 2=  B 1=  B 2= 0, 5
 A 1=  A 2=  B 1=  B 2= 1
 A 1=  A 2=  B 1=  B 2= 2

  
R y s . 4.  O p t y m a l n e g o r ozm i e s zc ze n i a  c zu j n i k ó w  d l a  r ó ż n y c h  w a r t oś c i  p a r a m e t r ó w  

A1,  A2,  B 1,  B 2 

 

8. W n i o s k i  
 
W  p r zedstaw ion yc h  p r zyk ł adac h  ob l ic zen ia n u m er yc zn e został y 

dok on an e za p om oc ą  stan dar tow yc h  n ar zę dzi M AT L ABA.  D o-
k ł adn oś ć  w yzn ac zen ia op tym al n eg o r ozm ieszc zen ia c zu j n ik ó w  
zal eż y od dok ł adn oś c i w yzn ac zen ia ek str em ó w  f u n k c j i c zu ł oś c i 
or az od dob or u  p u n k tu  star tow eg o.  ( w  p ow yż szyc h  p r zyk ł adac h  
m ak sym al n y b ł ą d b ezw zg l ę dn y w yzn ac zan ia zm ien n yc h  n iezal eż -
n yc h  x w yn osił  0 . 0 0 0 1 ) .  
Bar dzo w aż n ym  el em en tem  w p ł yw aj ą c ym  n a c ał y p r zeb ieg  

op tym al izac j i j est w ł aś c iw y dob ó r  p u n k tu  star tow eg o al g or ytm u , 
c o j est w idoc zn e dl a p r zyk ł adu  A1=  A2=  B1=  B2= 2  g zie n ie u zy-
sk an o w ym ag an ej  dok ł adn oś c i.  W  tak im  p r zyp adk u  n al eż y p ow tó -
r zyć  p r oc edu r ę  al g or ytm u  p r zyj m u j ą c  za p u n k t star tow y otr zym a-
n y w yn ik  op tym al izac j i.   
M etodę  m oż n a zastosow ać  r ó w n ież  dl a b ar dziej  sk om p l ik ow a-

n yc h  ob szar ó w  X o w ię k szej  w ym iar ow oś c i.  J edyn ym  og r an ic ze-
n iem  j est zn aj om oś ć  f u n k c j i wij ( x)  or az w ar toś c i sij n iezb ę dn yc h  
do w yzn ac zen ia r ozw ią zan ia r ó w n an ia r ó ż n ic zk ow eg o c zą stk ow e-
g o, k tó r e j edn ak  dl a w ię k szoś c i typ ow yc h  u k ł adó w  są  w yzn ac zon e 
i stab el ar yzow an e [ 1 ] .   
P r zyb l iż en ie w ar u n k u  p oc zą tk ow eg o p ow odu j e j edn oc ześ n ie 

u zysk an ie p r zyb l iż on ej  p ostac i r ozw ią zan ia r ó w n an ia r ó ż n ic zk o-
w eg o.  D ok ł adn oś ć  teg o p r zyb l iż en ia or az j eg o w p ł yw  n a ster ow a-
n ie ob iek tem  zal eż ą  od il oś c i sk ł adow yc h  zaw ar tyc h  w  zał oż on ym  
w ar u n k u  p oc zą tk ow ym  or az odp ow iedn ieg o ic h  dob or u .  Z ag ad-
n ien ia te zostan ą  zb adan e i p r zedstaw ion e w  odr ę b n ej  p u b l ik ac j i.   
 
9 . L i t e r a t u r a  
 
[ 1]  B u t k ow s k ij  A.G .: C h arak t e ris t ik i s is t e m  s  ras p rie d ie le nny m i p aram e -

t ram i, N au k a, M os k w a 19 79  
[ 2]  E m ark ov S .M .:  M at h e m at ic al T h e ory  of  E x p e rim e nt al D e s ig n, N au k a, 

M os k ov 19 8 3 
[ 3]  F e d orov V .V . : T h e ory  of  O p t im al E x p e rim e nt s , Ac ad e m ic  Pre s s , N e w  

Y ork  19 72 
[ 4 ]  F e d orov V .V . and  H ac k l P.: M od e l-orie nt e d  D e s ig n of  E x p e rim e nt s , 

L e c t u re  N ot e s  in S t at is t ic s , S p ring e r-V e rlag , N e w  Y ork  19 9 7 
[ 5]  M ań c z ak  K.:  T e c h nik a p lanow ania e k s p e ry m e nt u , W N T , W ars z aw a 

19 76  
[ 6 ]  Piot row s k i J .:  Proc e d u ry  p om iarow e  i e s t y m ac j a s y g nał ó w , W y d aw -

nic t w o Polit e c h nik i Ś lą s k ie j , G liw ic e  19 9 4  
[ 7]  R af aj ł ow ic z  E .:  O p t im u m  c h oic e  of  m oving  s e ns or t raj e c t orie s  f or 

d is t ribu t e d  p aram e t r s y s t e m  id e nt if ic at ion, I nt e rnat ional J ou rnal of  
C ont rol 4 3( 5) :  14 4 1-14 51, 19 8 6  

[ 8 ]  R af aj ł ow ic z  E .:  Alg orit m s  of  E x p e rim e nt al D e s ig n w it h  I m p le m e nt at ions  
in M AT H E M AT I C A, Ak ad e m ic k a O f ic y na W y d aw nic z a PL J ,  
W ars z aw a 19 9 6  

[ 9 ]  S u n N . Z .:  I nve rs e  Proble m s  in G rou nd w at e r M od e ling , T h e ory  and  
Ap p lic at ions  of  T rans p ort  in Porou s  M e d ia, Klu w e r Ac ad e m ic   
Pu blis h e rs , D ord re c h t  19 9 4  

[ 10]  S z e w c z y k  D .:  O p t y m alne  roz m ie s z c z e nie  c z u j nik ó w  p om iarow y c h  d la 
liniow e g o u k ł ad u  o p aram e t rac h  roz ł oż ony c h , X V  Kraj ow a Konf e re n-
c j a Au t om at y k i, W ars z aw a 27-30 V I  2005 

[ 11]  S z e w c z y k  D .:  O p t y m alne  roz m ie s z c z e nie  c z u j nik ó w  p om iarow y c h  d la 
liniow e g o u k ł ad u  o p aram e t rac h  roz ł oż ony c h , Z e s z y t y  N au k ow e   
Polit e c h nik i Ś lą s k ie j , G liw ic e  2006  

[ 12]  U c iń s k i D .:  M e as u re m e nt  op t im iz at ion f or p aram e t e r e s t im at ion in 
d is t ribu t e d  s y s t e m s , T e c h nic al U nive rs it y  Pre s s , Z ie lona G ó ra 19 9 9  

[ 13]  W alt e r E . and  Pronz at o L .:  I d e nt if ic at ion of  Param e t ric  M od e ls  f rom  
E x p e rim e nt al D at a, C om m u nic at ions  and  C ont rol E ng ine e ring , 
S p ring e r-V e rlag , B e rlin 19 9 7 

 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
Artykuł recenzowany 


