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S t r e s z c z e n i e  
 

M ni e j  lu b  b a rdz i e j  z a a w a ns ow a ne  a lg ory t m y  c y f row e g o p rz e t w a rz a ni a   
i  a na li z y  s y g na ł ó w  s t a now i ą  ni e odł ą c z ną  c z ę ś ć  m odu ł ó w  p rog ra m ow y c h  
k a ż de g o w i rt u a lne g o p rz y rz ą du  p om i a row e g o. W  z w i ą z k u  z  t y m  w i ę k -
s z oś ć  na rz ę dz i ow y c h  p rog ra m ó w  p rz e z na c z ony c h  do p roj e k t ow a ni a  
w i rt u a lny c h  p rz y rz ą dó w  p om i a row y c h , w y p os a ż ona  j e s t  w  b i b li ot e k i  
z a w i e ra j ą c e  f u nk c j e  c y f row e g o p rz e t w a rz a ni a  s y g na ł ó w . O dp ow i a da j ą c e  
i m  p a ne le  f u nk c y j ne  lu b  m odu ł y  g ra f i c z ne  m a j ą  f orm ę  p rz y j a z ną  dla  
u ż y t k ow ni k a  i  s ą  ł a t w e  w  i m p le m e nt a c j i . N i e  u le g a  w ą t p li w oś c i , ż e  m e t ro-
lodz y , j a k o u ż y t k ow ni c y  t e g o op rog ra m ow a ni a , p ow i nni  w c z e ś ni e j  p oz na ć  
t e ori ę  c y f row e g o p rz e t w a rz a ni a  s y g na ł ó w . Prop oz y c j a  a u t oró w  p ole g a  p o 
p i e rw s z e  na  p rz e ds t a w i e ni u  m e t ody c z ne g o p ode j ś c i a  do na u c z a ni a  m e t od 
c y f row e g o p rz e t w a rz a ni a  i  a na li z y  s y g na ł ó w  i  p o dru g i e  na  w y k orz y s t a ni u  
do t e g o c e lu  z a s ob ó w  p rog ra m ow y c h  ś rodow i s k  p rog ra m i s t y c z ny c h  t a k i c h  
j a k  L a b V I E W  c z y  L a b W i ndow s /C V I . S t ą d p ros t a  drog a  do op ra c ow a ni a  
m u lt i m e di a lne g o p odrę c z ni k a  do c y f row e g o p rz e t w a rz a ni a  s y g na ł ó w . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  c y f row e  p rz e t w a rz a ni e  s y g na ł ó w , a na li z a  c z ę s t ot li w o-
ś c i ow a , a na li z a  c z a s ow o-c z ę s t ot li w oś c i ow a , p odrę c z ni k  m u lt i m e di a lny . 
 
T ime-f req uenc y  a na l y sis in a  st udent  f riendl y  
dida c t ic  p ro c ess 

 
A b s t r a c t  

 
D i g i t a l s i g na l p roc e s s i ng  a lg ori t h m s  a re  a t t a c h e d t o s of t w a re  m odu le s  of  
m a ny  vi rt u a l i ns t ru m e nt s . S o t h a t , a ll a va i la b le  s of t w a re  t ools , w h i c h  h e lp  
t o de s i g n vi rt u a l i ns t ru m e nt s , a re  e q u i p p e d w i t h  li b ra ri e s  i m p le m e nt i ng  
di g i t a l s i g na l p roc e s s i ng  f u nc t i ons . F u nc t i on p a ne ls  or g ra p h i c a l m odu le s  
re la t e d t o t h e m  h a ve  a  u s e r f ri e ndly  f orm  a nd a re  e a s y  t o u s e . C e rt a i nly , t h e  
s c i e nt i s t s , e ng i ne e rs  a nd s t u de nt s  a s  t h e  t ool s of t w a re  u s e rs  s h ou ld le a rn 
di g i t a l s i g na l p roc e s s i ng  t h e ory  b e f ore . T h e  i de a  of  D S P t e a c h i ng , p re s e nt e d 
b y  t h e  a u t h ors , le a ds  t o c re a t i on of  t h e  m u lt i m e di a  D S P h a ndb ook . 
 
K e y w o r d s :  di g i t a l s i g na l p roc e s s i ng , f re q u e nc y  a na ly s i s , t i m e /f re q u e nc y  
a na ly s i s , m u lt i m e di a  h a ndb ook . 
 
1 . W st ę p  
 

A l g or yt m y c yf r ow eg o p r z et w ar z an i a i  an al i z y s yg n ał ó w  s t an o-
w i ą  ob ec n i e n i eodł ą c z n ą  c z ęś ć  m oduł ó w  p r og r am ow yc h  n i em al  
k aż deg o p r z yr z ą du p om i ar ow eg o.  W  z w i ą z k u z  t ym  w i ęk s z oś ć  
n ar z ędz i ow yc h  p r og r am ó w  p r z ez n ac z on yc h  do p r oj ek t ow an i a 
w i r t ual n yc h  p r z yr z ą dó w  p om i ar ow yc h ,  w yp os aż on a j es t  w  b i b l i o-
t ek i  z aw i er aj ą c e f un k c j e c yf r ow eg o p r z et w ar z an i a s yg n ał ó w .  
U ż yc i e t yc h  b i b l i ot ek  j es t  z w yk l e ł at w e i  i n t ui c yj n e.  P ew n e p r o-
b l em y m og ą  w yn i k ać  j edyn i e z  dow ol n oś c i  w  z ak r es i e t er m i n ol o-
g i i  i  s ym b ol i k i  uż yt ej  do i c h  op i s u.  R z ec z yw i s t e k ł op ot y m og ą  s i ę 
p oj aw i ć  dop i er o n a et ap i e i n t er p r et ac j i  w yn i k ó w ,  p on i ew aż  n ada-
w an e i m  p r z ez  t w ó r c ó w  f or m y g r af i c z n e ( i n t er f ej s y uż yt k ow n i k a)  
ob ar c z on e s ą  duż ą  doz ą  s ub i ek t yw i z m u.  W  c el u un i k n i ęc i a k ł op o-
t ó w  z ar ó w n o n a et ap i e i m p l em en t ac j i  j ak  i  i n t er p r et ac j i  w ar t o 
z ap oz n ać  s i ę z  p r ak t yc z n ym i  as p ek t am i  n aj c z ęś c i ej  s t os ow an yc h  
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m et od,  j ak  r ó w n i eż  w yk or z ys t yw an yc h  al g or yt m ó w  n um er yc z -
n yc h .  

J edn ym  z  p ods t aw ow yc h  i  j edn oc z eś n i e n aj b ar dz i ej  p ow s z ec h -
n yc h  al g or yt m ó w  c yf r ow eg o p r z et w ar z an i a s yg n ał ó w  j es t ,  j ak  
w i adom o,  dys k r et n a t r an s f or m at a F our i er a.  A l g or yt m  t en ,  n aj b ar -
dz i ej  z n an y p od p os t ac i ą  s z yb k i ej  t r an s f or m at y F our i er a,  um oż l i -
w i a b adan i e w ł aś c i w oś c i  ok r eś l on yc h  w  f un k c j i  c z as u s yg n ał ó w ,  
w  dz i edz i n i e c z ęs t ot l i w oś c i ow ej ,  p r z y s t os un k ow o n i ew i el k i m  
n ak ł adz i e ob l i c z en i ow ym .  M ó w i m y,  ż e um oż l i w i a on  p r z ep r ow a-
dz en i e t z w .  an al i z y w i dm ow ej  l ub  i n ac z ej  an al i z y c z ęs t ot l i w o-
ś c i ow ej .  

Z  dr ug i ej  s t r on y,  p ow s z ec h n i e w i adom o,  ż e t r adyc yj n a an al i z a 
c z ęs t ot l i w oś c i ow a n i e n adaj e s i ę do ob s er w ac j i  w ł aś c i w oś c i  s y-
g n ał ó w  n i es t ac j on ar n yc h .  W ym ag an a j es t  t ut aj  an al i z a w yk or z y-
s t uj ą c a ł ą c z n e,  c z as ow o-c z ęs t ot l i w oś c i ow e r ep r ez en t ac j e s yg n a-
ł ó w .  J edn ak ż e,  j eż el i  an al i z uj em y s yg n ał ,  k t ó r y z m i en i a s i ę g w ał -
t ow n i e z  p oz i om u –1 V  do + 1 V  t o do j eg o op i s u i  w  j edn ym   
i  dr ug i m  p r z yp adk u,  m us i m y uż yć  b ar dz o duż ej  l i c z b y w s p ó ł -
c z yn n i k ó w  ( t eor et yc z n i e – n i es k oń c z en i e w i el e) .  P om oc n a w  t ym  
p r z yp adk u s t aj e s i ę dop i er o t r an s f or m at a f al k ow a,  op i s uj ą c a w ł a-
ś c i w oś c i  s yg n ał u w  p r z es t r z en i  c z as -s k al a.   

P r z yg ot ow uj ą c  s i ę do an al i z y s yg n ał u m us i m y p am i ęt ać ,  ż e 
z w yk l e n at ur al n e,  „ s ur ow e”  s yg n ał y p oz ys k an e z  ob i ek t u p om i a-
r ow eg o w ym ag aj ą  t z w .  p r z et w ar z an i a w s t ęp n eg o.  T o w s t ęp n e 
p r z et w ar z an i e m oż e b yć  c z ęś c i ow o r eal i z ow an e w  s p os ó b  an al o-
g ow y,  w  b l ok ac h  k on dyc j on ow an i a s yg n ał u,  a c z ęś c i ow o c yf r ow y 
- w  k om p ut er z e.  P ods t aw ow e f un k c j e,  j ak i e s p eł n i aj ą  uk ł ady 
k on dyc j on ow an i a s yg n ał ó w  t o i z ol ac j a g al w an i c z n a,  w z m ac n i an i e 
i  f i l t r ac j a.  D om en ę uk ł adó w  k on dyc j on ow an i a s yg n ał u s t an ow i  
dol n op as m ow a ( an t yal i as i n g ow a)  f i l t r ac j a an al og ow a.  D o n aj b ar -
dz i ej  p op ul ar n yc h  m et od k on dyc j on ow an i a s yg n ał ó w  w  m oduł ac h  
c yf r ow yc h  z al i c z a s i ę:  us uw an i e w ar t oś c i  ś r edn i ej ,  us uw an i e 
t r en du i  dr yf t u or az  ods z um i an i e.  

N i ez w yk l e w aż n y p r ob l em ,  w s p om i n an y w  p ods t aw ow ym  w y-
k ł adz i e z  m et r ol og i i  l ec z  c z ęs t o z an i edb yw an y p r z ez  w yk ł adow -
c ó w  c yf r ow eg o p r z et w ar z an i a s yg n ał ó w  s t an ow i  p r z et w ar z an i e 
an al og ow o-c yf r ow e ( z  p odz i ał em  n a dys k r et yz ac j ę w  c z as i e  
i  dys k r et yz ac j ę w  am p l i t udz i e)  or az  p r z et w ar z an i e c yf r ow o-
an al og ow e ( odt w ar z an i e s yg n ał u c i ą g ł eg o z  p r ó b ek ) .  O b ydw a t e 
z ag adn i en i a,  dl a p r aw i dł ow ej  i n t er p r et ac j i  p r oc es ó w ,  w ym ag aj ą  
uż yc i a p oj ęć  z  z ak r es u an al i z y w i dm ow ej .  W  z w i ą z k u z  t ym  n i e 
p ow i n n y b yć  om aw i an e n a p oc z ą t k u w yk ł adu l ec z  w  j eg o „ w n ę-
t r z u”  – t ak  w c z eś n i e j ak  t o j es t  m oż l i w e t z n .  p o w yk ł adz i e z  z a-
k r es u an al i z y w i dm ow ej  s yg n ał u dys k r et n eg o,  a p r z ed dys k r et n ą  
t r an s f or m at a F our i er a.  

 
2 . Ana l iza  c za so w a  

 
N i e b ac z ą c  n a w s z ys t k i e w yr af i n ow an e m et ody an al i z y s yg n a-

ł ó w ,  r oz w aż an i a n a t em at  c yf r ow eg o p r z et w ar z an i a s yg n ał ó w  
w ar t o r oz p oc z ą ć  od an al i z y w  dz i edz i n i e c z as u.  K i edyś  dot yc z y-
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łoby to obserwacji przebiegu ciągłego sygnału na ekranie analo-
gowego oscyloskopu,  a obecnie dotyczy to obserwacji skwanto-
wanych  w am plitudzie  próbek sygnału pojawiających  się  na 
ekranie m onitora. U wzglę dnienie tej tradycyjnej niegdyś  m etody 
analizy sygnałów,  pozwoli w sposób bardziej przyjazny wytłum a-
czyć  procesy związane z przetwarzaniem  analogowo-cyf rowym  
(próbkowanie),  a po drugie um oż liwi zdef iniowanie poję cia roz -
d z i e l c z oś c i  c z a s ow e j ,  które to poję cie znienacka pojawia się  przy 
analizie czasowo-czę stotliwoś ciowej. O tóż ,  roz d z i e l c z oś ć  c z a s ow a  
w przypadku analizy czasowej sygnału równoważ na jest okresowi 
próbkowania Tp,  ale poję cie to jest również  powszech nie wyko-
rzystywane w krytycznej ocenie jakoś ci tradycyjnej analizy wid-
m owej. O tóż  w tym  przypadku rozdzielczoś ć  czasowa (analizy 
czę stotliwoś ciowej) równoważ na jest długoś ci całego rekordu 
danych  wzię tego do analizy.  

 
3. A n a l i z a  c z ę s t o t l i w o ś c i o w a  
 

P raktyczne wyniki analizy czę stotliwoś ciowej wygodnie jest 
interpretować  w sposób uwidoczniony na rysunku 1,  na którym  
zam ieszczono przykład analizy sygnału sinusoidalnego. W  przy-
padku ogólnym ,  na całoś ciowy obraz wyników analizy widm owej 
składają się  trzy elem enty:  wynik analizy synch ronicznej,  ef ekt 
asynch ronicznoś ci,  ef ekt kwantyzacji próbek. W  ef ekcie analizy 
synch ronicznej tego sygnału powinniś m y otrzym ać  pojedynczy 
prąż ek widm a. P rąż ki wystę pujące w jego otoczeniu to ef ekt 
asynch ronicznoś ci analizy (rys.1a). C elem  uwidocznienia ef ektu 
kwantyzacji am plitudy próbek sygnału trzeba było zastosować  
skalę  logarytm iczną (rys.1b). 

 
 

a) 
 

efekt analizy
as ync h r o nic znej

  
b ) 
 

efekt
kw a n ty z a c j i

  
R y s . 1.  W p ł y w  p os z c z e g ó l n y c h  e f e k t ó w  n a w y n i k i  an al i z y  c z ę s t ot l i w oś c i ow e j  -  

w  s k al i  l i n i ow e j  ( a) or az  s k al i  l og ar y t m i c z n e j  ( b ) 
F i g . 1.  D i f f e r e n t  e f f e c t s  of   f r e q u e n c y  an al y s i s  – l i n e ar  s c al e  ( a) an d  l og ar i t h m i c  

s c al e  ( b )   
 
O bliczenia widm a sygnału w tech nice cyf rowej (dyskretna 

transf orm ata F ouriera) dokonuje się  przy uż yciu algorytm u num e-
rycznego,  który powszech nie jest znany pod nazwą S zybkiej 
T ransf orm aty F ouriera (S T F )1. A lgorytm  ten został tak skonstru-
owany,  aby obliczenia prowadzone były jak najszybciej,  a prze-
twarzanie sygnału m ogło odbywać  się  n a  b i e ż ą c o (czyli w czasie 
rzeczywistym ). W ym aga on uż ycia bloku próbek sygnału o roz-
m iarze L = 2n. 

P odstawowy param etr analizy widm owej to roz d z i e l c z oś ć  w i d -
ma :  ∆f. J est ona równa ilorazowi zakresu czę stotliwoś ciowego,  
(równoważ nego fp) i liczby prąż ków widm a L  (rozm iar transf or-
m aty). 

                                                     
1 C z ę ś c i e j  u ż y w an a j e s t  j e g o n az w a an g i e l s k a:  F as t  F ou r i e r  T r an s f or m  ( F F T ) 

 L
ff p=∆             (1) 

 
T a zależ noś ć  um oż liwia skuteczne wyskalowanie osi czę stotli-

woś ci (zastąpienie indeksów próbek widm a wartoś ciam i czę sto-
tliwoś ci) - co nierzadko leż y w gestii uż ytkownika jednego  
z wym ienionych  wcześ niej program ów2. 

B ardzo waż nym  zagadnieniem ,  które powinno być  poruszane 
na tym  etapie jest roz d z i e l c z oś ć  c z a s ow a  a n a l i z y  c z ę s t ot l i w oś c i o-
w e j . O tóż ,  jak już  wspom niano,  rozdzielczoś ć  ta w przypadku 
tradycyjnej analizy widm owej F ouriera równoważ na jest „ długo-
ś ci”  całego bloku sygnału wzię tego do analizy,  a wię c jest bardzo 
zła!  

J ak już  wspom niano przy okazji interpretacji rysunku 1b,   
w praktyce bardzo czę sto do zobrazowania widm a stosuje się  
ch arakterystykę  logarytm iczną w zakresie am plitud. D otyczy to 
przypadków,  kiedy w widm ie sygnału wystę pują waż ne składowe,  
lecz o bardzo m ałych  am plitudach . D odatkowo,  okazuje się ,  ż e 
duż e znaczenie praktyczne m a f unkcja (przebieg czasowy),  która 
powstaje po wyznaczeniu odwrotnej transf orm aty F ouriera  
z logarytm icznego widm a sygnału. O kreś la się  ją m ianem   
c e ps t ru m. N azwa ta powstała drogą zm iany porządku pierwszych  
czterech  liter w słowie s pe c t ru m ,  które oznacza w i d mo w ję zyku 
angielskim . J ak wspom niano jest to f unkcja czasu lecz okazuje 
się ,  ż e jej przebieg znacznie odbiega od kształtu segm entu sygnału 
wybranego do analizy i niesie szereg cennych  inf orm acji o sygna-
le. W ydaje się ,  ż e wś ród elektryków ta „ sztuczna”  wielkoś ć  nie 
jest wykorzystywana. Z nacznie wię cej sentym entu czują do niej 
np. m ech anicy,  oceniając właś ciwoś ci drgań . 

C elem  przygotowania się  do bardziej szczegółowej dyskusji na 
tem at czasowo-czę stotliwoś ciowych  aspektów analizy warto 
przypom nieć ,  ż e w zapisie z uż yciem  iloczynu skalarnego (orto-
gonalna) transf orm ata F ouriera przyjm uje postać :  

 
 tjtj e),t(xdte)t(x)(X ωωω == ∫+∞

∞−

−                (2) 
 
T aka postać  zapisu m oż e być  wykorzystywana w opisie szeregu 

innych  transf orm at ortogonalnych  m ię dzy innym i krótkoczasowej 
transf orm aty F ouriera oraz transf orm aty f alkowej (dla f alek orto-
gonalnych ). D oś wiadczenia dydaktyczne wskazują na to,  ż e ten 
jednolity zapis znacznie ułatwia wypracowanie kom pleksowego 
spojrzenia na cały ciąg transf orm at z zakresu analizy sygnałów. 

Z  dydaktycznego punktu widzenia równie waż ne jest zaprezen-
towanie pewnych  wybranych  właś ciwoś ci (tradycyjnej) transf or-
m aty F ouriera. N ależ ą do nich :  
• przesunię cie (3) i skalowanie (4) w czasie:  
 

 00tj
000 e)(X)(X)tt(x)t(x ωωω −=→−=           (3) 

 

 


=→= aXa
1)(X)at(x)t(x aa

ω
ω   (4) 

 
• przesunię cie (5) i skalowanie (6 ) w czę stotliwoś ci:  

 
 tj

000
0e)t(x)t(x)(X)(X ωωωω −=→−=       (5) 

 

 


=→= a
txa

1)t(x)a(X)(X aa ωω   (6 ) 
 
P owyż sze właś ciwoś ci są szczególnie istotne w aspekcie (przy-

szłej) analizy czasowo-czę stotliwoś ciowej. 
 
 

                                                     
2 Pełny zakres widma równoważny jest wartoś c i c zę stotl iwoś c i p rób kowania fp.  D l a 
syg nału  rzec zywisteg o oś  symetrii widma l eży w p ołowie teg o zakresu :  fp/ 2 .  
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4. A n a l i z a  w  p r z e s t r z e n i  c z a s -c z ę s t o t l i w o ś ć  
 

W zorc owy p rzyk ł ad al g oryt m u  an al izy c zas owo-
c zę s t ot l iwoś c iowej  (t / f )  s t an owi k ró t k oc zas owa t ran s f orm at a 
Fou riera (S T FT  – S h ort -T im e Fou rier T ran s f orm ) .  U m oż l iwia on a 
wydob yc ie z s yg n ał u  in f orm ac j i o t ym ,  j ak  zm ien ia s ię  j eg o wid-
m o w c zas ie,  c zyl i j edn oc zes n ą  ob s erwac j ę  j eg o wł aś c iwoś c i 
zaró wn o w dziedzin ie c zas u  j ak  i c zę s t ot l iwoś c i.  W yc in ek  s yg n ał u  
(b l ok  p ró b ek  o rozm iarze L )  p rzezn ac zon y do an al izy j es t  s u k c e-
s ywn ie dziel on y n a s eg m en t y,  z k t ó ryc h  k aż dy p odl eg a an al izie 
widm owej  n iezal eż n ie.  P odob n ie j ak  w p rzyp adk u  t radyc yj n ym ,  
ab y u s u n ą ć  g wał t own e zm ian y (c ię c ia)  s yg n ał u  n a k rańc ac h  p rze-
dział ó w,  s t os u j e s ię  ró ż n e ok n a c zas owe w odn ies ien iu  do ws p o-
m n ian yc h  s eg m en t ó w.  S u k c es ywn e „ p rzes u wan ie ok n a c zas owe-
g o”  w ram ac h  b l ok u ,  u m oż l iwia l ok al izac j ę  p aram et ró w c zę s t ot l i-
woś c iowyc h  s yg n ał u  w c zas ie.  

T en  p roc es  daj e s ię ,  w s p os ó b  s ym b ol ic zn y,  zap is ać  za p om oc ą  
ró wn an ia:  

 

∫∞
∞−

−
−=−=

jwttj e)t(),t(xdte)t()t(x),(X τϕτϕωτ ω

     
(7 )  

 
w k t ó rym  ϕ(·) op is u j e f u n k c j ę  ok n a c zas oweg o.   

P rzes u waj ą c  ok n o ϕ(·) w c zas ie,  zg odn ie z p aram et rem  τ 
(wzdł u ż  s yg n ał u ) ,  wyzn ac za s ię  j eg o zawart oś ć  widm ową  we-
wn ą t rz p rzedział u  c zas oweg o,  k t ó reg o dł u g oś ć  j es t  ok reś l on a 
s zerok oś c ią  ok n a.  K s zt ał t  ok n a c zas oweg o odg rywa k l u c zową  rol ę  
w p rzyp adk u  S T FT .  I l oc zyn  s zerok oś c i ok n a w dziedzin ie c zas u   
i s zerok oś c i ok n a w dziedzin ie c zę s t ot l iwoś c i j es t  wiel k oś c ią  s t ał ą  
dl a dan eg o ok n a.  S t ą d t eż ,  p op rawiaj ą c  rozdziel c zoś ć  w dziedzin ie 
c zas u ,  b ę dziem y j ą  p og ars zać  w dziedzin ie c zę s t ot l iwoś c i i od-
wrot n ie.  Z at em  s zerok oś ć  ok n a wyb ieran a j es t  n a drodze k om -
p rom is u .  

D ef in iu j e s ię  dwa p ods t awowe,  u n orm owan e p aram et ry ok ien  
c zas owyc h  c en t ru m  ∇t (ś rodek  c ię ż k oś c i)  i p rom ień (s zerok oś ć )  
∆t ,  ob a l ic zon e w s en s ie ś redn iok wadrat owym .  W  p odob n y s p os ó b  
zdef in iować  m oż n a p aram et ry ok n a rozm ies zc zon eg o w dziedzi-
n ie c zę s t ot l iwoś c i,  odp owiedn io:  ∇ω ,  ∆ω [ 2 ] .  

T eoret yc zn ie,  f u n k c j a n ie m oż e b yć  j edn oc ześ n ie og ran ic zon a 
w dziedzin ie c zas u  i w dziedzin ie c zę s t ot l iwoś c i.  J edn ak ,  p rzy t ak  
zdef in iowan yc h  p rom ien iac h  ok ien ,  m oż n a os ią g n ą ć  j edn oc zes n ą  
ic h  „ og ran ic zon oś ć ”  w dziedzin ie c zas u  i c zę s t ot l iwoś c i.  N ies t et y,  
p ros t ok ą t n e ok n o c zas owe n ie j es t  t u t aj  dob rym  p rzyk ł adem .  D l a 
t eg o ok n a wart oś c i u n orm owan yc h  p aram et ró w wyn os zą  odp o-
wiedn io:   

 ∞== ω∆∆ ,3
1

t        (8 )
 

 
W yn ik a s t ą d j as n o,  ż e j es t  t o ideal n e ok n o c zas owe i j edn oc ze-

ś n ie n aj g ors ze,  wrę c z n ieak c ep t owal n e „ ok n o c zę s t ot l iwoś c iowe” !  
W art o zwró c ić  u wag ę ,  w t ym  rozk ł adzie (7 )  def in iu j e s ię  p oj ę -

c ie t zw.  ok n a c zas owo-c zę s t ot l iwoś c ioweg o.  M a on o k s zt ał t  op i-
s an y zal eż n oś c ią  (9 ) .  

 
 tj

, e)t(:)t( ω
ωτ τϕϕ −=           (9 )  

 
I n t erp ret u j ą c  t ę  zal eż n oś ć  s t wierdza s ię ,  ż e w t ym  p rzyp adk u  

m am y do c zyn ien ia  z  p a k i e te m  f a l s i n u s o i d a ln y c h  os c yl u j ą c yc h  
wewn ą t rz ok n a ϕ(t ) .  C o c iek aws ze,  k aż dy t ak i p ak iet  t rak t ować  
m oż n a j ak o f u n k c j ę  b azową  do rozk ł adu  S T FT .  R odzin ę  f u n k c j i 
b azowyc h  ot rzym u j e s ię  „ zag ę s zc zaj ą c ”  s in u s oidę  w ok n ie o s t ał ej  
s zerok oś c i (rys .  2 ) .  Fu n k c j e t e,  w odró ż n ien iu  od t rwaj ą c yc h  
n ies k ońc zen ie dł u g o f u n k c j i s in u s  i c os in u s ,  z t radyc yj n ej  an al izy 
Fou riera,  s ą  j edn oc ześ n ie zl ok al izowan e w c zas ie i c zę s t ot l iwoś c i.  

M iarą  j ak oś c i ok n a c zas owo-c zę s t ot l iwoś c ioweg o j es t  il oc zyn  
p rom ien ia w dziedzin ie c zas u  i c zę s t ot l iwoś c i,  c zyl i p o le  o k n a  
p oł oż on eg o n a p ł as zc zyź n ie t / f .  

 
 

  
R y s . 2.   P r z y k ł a d  f u n k c j i  b a z o w y c h  d l a  k r ó t k o c z a s o w ej  a n a l i z y  w i d m o w ej   
F i g . 2.   B a s i s  f u n c t i o n s  ex a m pl es  f o r  s h o r t  t i m e-f r eq u en c y  a n a l y s i s  

 
P rzy c zym  wc ią ż  p op rawa rozdziel c zoś c i w dziedzin ie c zas u  
ok u p ion a j es t  j ej  p og ors zen iem  w dziedzin ie c zę s t ot l iwoś c i i n a 
odwró t  (zas ada n ieozn ac zon oś c i) :  

 
 

2
1

t ≥ω∆∆          (1 0 )  
 
I n t erp ret ac j a p oł oż en ia ok n a c zas owo-c zę s t ot l iwoś c ioweg o n a 

p ł as zc zyź n ie t / f  p rzeds t awion a j es t  n a rys u n k u  3 .  
 
 

 
   ω 
 
            2∆ t   
             
   ω2                          2∆ ω  

           2∆ t   

 
     ω2              2∆ ω 

      2∆ t 
 
   ω2           2∆ ω 
   
                    t  

       τ0         τ1        τ2  
  

R y s . 3.   P o ł o ż en i e o k n a  a n a l i z y  n a  pł a s z c z y ź n i e t / f  d l a  S T F T  
F i g . 3.    L o c a t i o n  o f  a n a l y s i s  w i n d o w  o n  t h e t / f  s u r f a c e 

 
N a t ym  et ap ie wart o wyraź n ie p odk reś l ić ,  ż e u s t al on y k s zt ał t   

i rozm iary ok n a c zas owo-c zę s t ot l iwoś c ioweg o,  n iezal eż n ie od 
j eg o p oł oż en ia n a p ł as zc zyź n ie t / f ,  t o p aram et ry  wyj ą t k owo „ n ie-
wyg odn e” .  C h c iał ob y s ię  m ieć  ok n o o k s zt ał c ie adap t ac yj n ym :  
s zerok ie w c zas ie i wą s k ie w c zę s t ot l iwoś c i dl a m ał yc h  c zę s t ot l iwo-
ś c i oraz wą s k ie w c zas ie i s zerok ie w c zę s t ot l iwoś c i dl a du ż yc h  
c zę s t ot l iwoś c i.  T ak i ef ek t  zn am ien n y j es t  t yl k o dl a an al izy f al k owej .   

P on iż ej  zap rezen t owan y j es t  p rzyk ł ad u ż yc ia an al izy c zas owo-
c zę s t ot l iwoś c iowej  s yg n ał u  dop p l erows k ieg o (rys .  4 ) .  

 
 

  
R y s . 4.  P r z y k ł a d  z a s t o s o w a n i a  a n a l i z y  c z a s o w o -c z ę s t o t l i w o ś c i o w ej  d o  o b s er w a c j i   

w ł a ś c i w o ś c i  s y g n a ł u  d o ppl er o w s k i eg o  
F i g . 4.  A n  ex a m pl e o f  t i m e-f r eq u en c y   a n a l y s i s  f o r  a   D o ppl er  ef f ec t  o b s er v a t i o n  
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Obserwacja spektrogramu badanego sygnału pozwala zaobser-
wować  h i perboli czny ch arakter zmi an jego częstotli woś ci .  Z e 
spektrogramu moż na łatwo odczytać ,  jaki e składowe częstotli wo-
ś ci owe występują  w poszczegó lnych  ch wi lach  czasowych .  Odpo-
wi adają ce częstotli woś ci om pozi omy szaroś ci  odzwi erci edlają  
i ntensywnoś ci  poszczegó lnych  składowych .  R ysunek po prawej  
( P ower S pect)  to wi dmo mocy przetwarzanego sygnału.  Od razu 
wi dać ,  ż e ni esi e ono duż o mni ej i nf ormacji  ni ż  spektrogram.  

 
5. A n a l i z a  w  p r z e s t r z e n i  c z a s -s k a l a  
 

W  przypadku transf ormaty f alkowej,  najbardzi ej ch araktery-
styczne jest to,  ż e w odró ż ni eni u od f unkcji  si nus i  cosi nus ( ch a-
rakterystycznych  dla transf ormaty F ouri era) ,  i ndywi dualne f unk-
cje f alkowe są  dobrze zlokali zowane w czasi e ( lub przestrzeni  – 
dla obrazó w)  i  jednocześ ni e podobni e jak si nus i  cosi nus,  i ndywi -
dualne f alki  są  dobrze zlokali zowane w częstotli woś ci ,  a ś ci ś le 
bi orą c w tzw.  skali .  P onadto w odró ż ni eni u od f unkcji  si nus  
i  cosi nus,  któ re def i ni ują  uni kalną  transf ormatę F ouri era,  ni e ma 
pojedynczego,  uni katowego zbi oru f alkowych  f unkcji  bazowych .  
F alki  ró ż ni ą  si ę mi ędzy sobą  zwartoś ci ą  lokali zacji  czasowej oraz 
płynnoś ci ą  i  gładkoś ci ą  kształtó w.  W yni kają ca stą d zdolnoś ć  f alek 
do opi su sygnałó w „ z ni eci ą głoś ci ami ” ,  przy ograni czonej li czbi e 
wspó łczynni kó w oraz z lokali zacją  w czasi e,  stanowi  o jej prze-
wadze nad transf ormatą  F ouri era.  Z aryzykować  moż na stwi erdze-
ni e,  ż e anali za f alkowa jest „ lokomotywą ”  w dzi edzi ni e cyf rowe-
go przetwarzani a sygnałó w.  

W  odró ż ni eni u od metody S T F T ,  gdzi e rozdzi elczoś ć  czasowo-
częstotli woś ci owa jest ustalona na całej płaszczyź ni e t/ f ,  w meto-
dzi e f alkowej rozmi ary okna czasowo-częstotli woś ci owego są  
f unkcją  jego położ eni a na tej płaszczyź ni e.  W  zakresi e małych  
częstotli woś ci  operujemy oknem z duż ą  szerokoś ci ą  w dzi edzi ni e 
czasu,  a w zakresi e wysoki ch  częstotli woś ci  oknem z małą  szero-
koś ci ą  w dzi edzi ni e czasu.  

C i ą głą  ( całkową )  transf ormatę f alkową  ( C onti nuous W av elet 
T ransf orm:  C W T )  f unkcji  x(t)∈L2(ℜ) ( gdzi e  L2(ℜ) oznacza prze-
strzeń  wektorową  jednowymi arowych  f unkcji ,  mi erzalnych   
i  całkowalnych  w sensi e ś redni okwadratowym)  dla pewnej f alki  
ψ(t) def i ni uje si ę jako:  
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W e wzorze tym parametr σ   oznacza skalę,  zaś  τ  przesuni ęci e,  

co odpowi ada i ch  f unkcjom pełni onym w zapi si e wzoru f alkowe-
go.  P o to,  aby f unkcja ψ(t) mogła stanowi ć  f unkcję okna f alkowe-
go,  a takż e być  wykorzystana do odtworzeni a x(t) musi  czyli  
spełni ać  warunek:  

 
 0dt)t()( 0 == ∫+∞

∞−
= ψωΨ ω          ( 1 2 )  

 
C zęsto właś ci woś ci  f alek kwi tuje si ę prostym stwi erdzeni em:  

„ F alka musi  drgać  i  gasną ć ” .  D wu reprezentantó w rodzi ny f unkcji  
bazowych  transf ormaty f alkowej zaprezentowano na rysunku 5  
( dokładni e ta sama f unkcja f alkowa zapi sana w ró ż nych  skalach ) .   

W arto zaznaczyć ,  ż e dla porzą dku tę f unkcję moż na okreś lać  
mi anem ok n a  f a l k ow e g o,  na wzó r jej odpowi edni ka z anali zy t/ f .  
P ołoż eni e ok n a  f a l k ow e g o na płaszczyź ni e t/ f ,  pokazano na rysun-
ku 6 .  

S woją  ni ezwykłą  ef ektywnoś ć ,  a zarazem popularnoś ć  w zakre-
si e anali zy sygnałó w,  transf ormata f alkowa zawdzi ęcza szybki e-
mu algorytmowi ,  opracowanemu przez M allata w roku 1 9 8 9 ,  
zwanemu pi rami dą  M allata.  

 
 

  

      
R y s . 5.   P rz y k ł a d  f u n k c j i  b a z o w y c h  d la  ro z k ł a d u  f a lk o w e g o  
F i g . 5.  B a s i s  f u n c t i o n s  e x a m p le s  f o r w a v e le t  a n a ly s i s  
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R y s . 6.   P o ł o ż e n i e  o k n a  f a lk o w e g o  n a  p ł a s z c z y ź n i e  t / f  
F i g . 6.    L o c a t i o n  o f  t h e  w a v e le t  a n a ly s i s  w i n d o w  o n  t h e  t / f  s u rf a c e  

 
A lgorytm ten wykorzystywany jest do uzyskani a dekompozycji  
sygnału na składowe f alkowe z uż yci em tzw.  kwadraturowych  
f i ltró w lustrzanych .  Z astosowane w ni m podejś ci e wi eloroz-
dzi elcze przenosi  metodę f alkową  w reali a kodowani a podpa-
smowego.  

T ransf ormata f alkowa stanowi  narzędzi e ni ezwykle uni wer-
salne.  W ykorzystywana jest bardzo ef ektywni e do anali zy,  roz-
poznawani a,  i dentyf i kacji ,  odszumi ani a,  i  kompresji  ró ż nego 
typu sygnałó w,  z któ rych  najważ ni ejsze to:  sygnały bi omedycz-
ne ( E K G ,  E E G ) ,  wstrzą sy sejsmi czne,  drgani a urzą dzeń  mech a-
ni cznych  ( mosty,  si lni ki ,  turbi ny)  mowa ludzka,  muzyka.  Z atem 
powi nna ona stanowi ć  znaczą cą  częś ć  tematyki  zawartej  
w podręczni kach  i  wykładach  z zakresu cyf rowego przetwarza-
ni a sygnałó w.  

P oni ż ej przedstawi ono wyni ki  ci ą głej anali zy f alkowej tego sa-
mego sygnału dopplerowski ego uzyskane z wykorzystani em 
wi rtualnego przyrzą du pomi arowego opracowanego przez auto-
ró w ( rys.  7 ) .   
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R y s . 7 .  W y n i k i  an al i z y  f al k o we j  s y g n ał u  d o p p l e r o ws k i e g o  
F i g . 7 .  R e s u l t s  o f  wav e l e t  an al y s i s  f o r  a  D o p p l e r  e f f e c t  o b s e r v at i o n   

W  t y m  p r z y p ad k u,  s t os ow n i e d o d ef i n i cj i  t r an s f or m at y ,  w y n i k i  
p r z ed s t aw i on e s ą  n a p ł as z cz y ź n i e cz as -s k al a. W y ż s z e w ar t oś ci  
s k al i  od p ow i ad aj ą  n i ż s z y m  cz ę s t ot l i w oś ci om  s y g n ał u. 
 
6. Z a k o ń c z e n i e  
 

W y k ł ad aj ą c t eor i ę  cy f r ow eg o p r z et w ar z an i a i  an al i z y  s y g n ał ó w  
w ar t o p am i ę t ać ,  ż e cz as ow o-cz ę s t ot l i w oś ci ow e m et od y  an al i z y  
s y g n ał ó w  z n aj d uj ą  cor az  t o s z er s z e z as t os ow an i e w  p r ak t y ce. 
D ot y cz y  t o p r z ed e w s z y s t k i m  p r z et w ar z an i a s y g n ał u m ow y ,  s y -
g n ał ó w  b i om ed y cz n y ch  ( E K G ,  E E G )  or az  s y g n ał ó w  en er g et y cz -
n y ch  i  s ej s m i cz n y ch . B ar d z o w aż n ą  r ol ę  p eł n i ą  r ó w n i eż  w  p r oce-
s ach  an al i z y  w i b r acj i  p r z y  t es t ow an i u m as z y n . W ł ą cz en i e i ch  d o 
p r og r am u p r z ed m i ot u cy f r ow e p r z et w ar z an i e s y g n ał ó w  j es t  n i e-
od z ow n e. W  z as ad z i e t o s am o d ot y cz y  an al i z y  f al k ow ej . T ut aj  
j ed n ak  n al eż y  p am i ę t ać ,  ż e p i er w ot n i e an al i z a f al k ow a z os t ał a 
p om y ś l an a j ak o n ar z ę d z i e,  k t ó r e p oz w ol i  w y el i m i n ow ać  w s z y s t k i e 
n i ed og od n oś ci  z ar ó w n o t r ad y cy j n ej  j ak  i  k r ó t k ocz as ow ej  an al i z y  

w i d m ow ej  F our i er a. C el  z os t ał  os i ą g n i ę t y  – r oz d z i el cz oś ć  cz as o-
w o-cz ę s t ot l i w oś ci ow a p od l eg a p r oces ow i  m od y f i k acj i  w  t r ak ci e 
p r oces u an al i z y . A n al i z a f al k ow a z n aj d uj e d z i ę k i  t em u n i ez w y k l e 
s z er ok i e z as t os ow an i e. J eż el i  j ed n ak  k om uś  w y d aj e s i ę ,  ż e t o co 
p oz os t ał o d o z r ob i en i a w  an al i z i e f al k ow ej  t o t y l k o od ś w i eż an i e  
i  un i f i k acj a z n an y ch  j uż  t eor i i  i  t ech n i k  – j es t  w  b ł ę d z i e. P r z ed  
n am i  w ci ą ż  n i ez m i er z on y  z ak r es  n ow y ch  z as t os ow ań  od k r y ć   
w  t y m  z ak r es i e. N i e m oż em y  s i ę  j ed n ak  z ach ł y s t y w ać  m oż l i w o-
ś ci am i  j ak i e of er uj e an al i z a f al k ow a. T r ad y cy j n a an al i z a w i d m ow a 
j es t  n i ez as t ą p i on a w  p r z y p ad k u an al i z y  s y g n ał ó w  ok r es ow y ch   
i  q uas i -ok r es ow y ch . 
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I N F O R M A C J E  
 

Najnowsza książka Wydawnictwa PAK 
 
 

K s i ą ż k a „ Ś w i at ł ow od ow e cz uj -
n i k i  i  p r z et w or n i k i  p om i ar ow e”  
j es t  p i er w s z ą  k s i ą ż k ą  w  j ę z y k u 
p ol s k i m ,  k t ó r a ob ej m uj e cał oś ci o-
w o z ar ó w n o w s p ó ł cz es n ą  p r ob l e-
m at y k ę  ś w i at ł ow od ow y ch  cz uj n i -
k ó w  i  p r z et w or n i k ó w  p om i ar o-
w y ch ,  j ak  i  s y s t em ó w  t el em et r y cz -
n y ch . A ut or em  t ej  k s i ą ż k i  j es t   
d r  h ab . i n ż . Z d z i s ł aw  K acz m ar ek  – 
p r of es or  P ol i t ech n i k i  Ś w i ę t ok r z y -
s k i ej .  

T r eś ć  k s i ą ż k i  z aw i er a z as ad y   
i  op i s y  b ud ow y  cz uj n i k ó w  i  p r z e-
t w or n i k ó w  p om i ar ow y ch  r ó ż n y ch  

w i el k oś ci  f i z y cz n y ch ,  i ch  m od el e m at em at y cz n e,  m et od y  d et ek cj i  
s y g n ał u p om i ar ow eg o z  w y j ś ci ow eg o s y g n ał u op t y cz n eg o cz uj n i -
k a,  m et od y  z w i el ok r ot n i an i a k an ał u ś w i at ł ow od ow eg o. W  op r a-
cow an i u w y s t ę p uj ą  z ag ad n i en i a w s p ó l n e d l a w s z y s t k i ch  r od z aj ó w  
cz uj n i k ó w :  ś w i at ł ow od y ,  ź r ó d ł a ś w i at ł a,  m od ul at or y  op t y cz n e  
i  od b i or n i k i  op t y cz n e. N a k oń cu k s i ą ż k i  z es t aw i on o w  t ab el ach  

d an e t ech n i cz n e ś w i at ł ow od ow y ch  cz uj n i k ó w  p om i ar ow y ch  of e-
r ow an y ch  p r z ez  f i r m ę  F I S O -F I B E R O P T I C . 

K s i ą ż k a w y d an a p r z ez  W y d aw n i ct w o P A K  p od  p at r on at em  
P ol s k i eg o S t ow ar z y s z en i a P om i ar ó w  A ut om at y k i  i  R ob ot y k i  
„ P O L S P A R ” ,  p ow i n n a z n al eź ć  w i el u od b i or có w ,  p on i ew aż  n a 
r y n k u k r aj ow y m  j es t  p i er w s z y m  w ar t oś ci ow y m  p od r ę cz n i k i em  
om aw i aj ą cy m  w  s p os ó b  k om p l em en t ar n y  t ech n i k ę  ś w i at ł ow od o-
w y ch  cz uj n i k ó w  i  p r z et w or n i k ó w  p om i ar ow y ch .  

 
 

Zamówienia pr o s imy  s k ł ad ać  na ad r es y  P A K :  
 

W y d aw n i ct w o P A K  
0 0 -0 5 0  W ar s z aw a,  ul . Ś w i ę t ok r z y s k a 1 4 A ,   

t el ./ f ax :  0 2 2  8 2 7  2 5  4 0   
 

R ed ak cj a P A K  
4 4 -1 0 0  G l i w i ce,  ul . A k ad em i ck a 1 0 ,  p . 3 0 b ,   

t el ./ f ax :  0 3 2  2 3 7  1 9  4 5  
e-m ai l :  w y d aw n i ct w o@ p ak .i n f o.p l  

 


