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S t r e s z c z e n i e  
 

W  ref erac i e p rzed s t aw i on o p rzy kł ad  okres ow o zm i en n eg o w  c zas i e 
ob i ekt u l i n i ow eg o ( L PT V  l i n ear p eri od i c al  t i m e v ari an t )  i  w y n i ki  j eg o 
m od el ow an i a z w y korzy s t an i em  m od el i   up ros zc zon y c h ,  n i ezm i en n y c h  
w  c zas i e ( L T I )  oraz m od el u L PT V . M od el e w y p rac ow y w an e s ą  p op rzez 
n i el i c zn e eks p ery m en t y  i d en t y f i kac y j n e,  rozw i j an e p op rzez i n t erp ol ac j e 
d o d w uw y m i arow ej  m ac i erzy  od p ow i ed zi  i m p ul s ow y c h  w  p rzy p ad ku 
korzy s t an i a z m od el ow an i a L PT V . Pokazan o og ran i c zen i e j akoś c i  
ap roks y m ac j i  ob i ekt u m od el em  L T I  w  s t os un ku d o m od el u L PT V . 
Poró w n an o j akoś ć  d w u ró ż n y c h  m et od  i d en t y f i kac j i  m od el u L PT V  
uzy s kuj ą c  w  ob y d w u p rzy p ad kac h  p raw i d ł ow y  op i s  ob i ekt u. W y kazan o 
m oż l i w oś ć  p rakt y c zn eg o i d en t y f i kow an i a i  m od el ow an i a ob i ekt ó w  L PT V  
z d uż ą  d okł ad n oś c i ą . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  m od el  L PT V ,  f i l t r S O I ,  od p ow i ed ź  i m p ul s ow a,  i d en t y f i -
kac j a,  i n t erp ol ac j a. 
 I d e nt if ic a t io n a nd  m o d e l ing o f  L P T V   s y s t e m s  – r e f e r e nc e d  e x p e r im e nt s  

 
A b s t r a c t  

 
I n  t h e p ap er d et ai l ed  s t ud i es  on  i d en t i f i c at i on  an d  m od el i n g  of  L PT V  
s y s t em  are p res en t ed . T h e ob j ec t  of  i n v es t i g at i on s  i s  a F I R  l ow p as s  f i l t er 
w i t h  p eri od i c al l y  t un ed  c ut -of f  f req uen c y  ( F i g . 1 ) ,  T h e L PT V  s y s t em s  
w as  i d en t i f i ed  an d  m od el ed  w i t h  t h e us e of  a s i m p l i f i ed  L T I  m od el   
( F i g . 4 ) ,  an d  w i t h  t h e f ul l  L PT V  s y s t em  m od el i n g  ( F i g . 2 ,  3 ) . F or L PT V  
m od el i n g  t h e i n t erp ol at i on s  on  a f ew  i d en t i f i c at i on  ex p eri m en t s  d at a h ad  
t o b e p erf orm ed  t o ob t ai n  f ul l  t w o-d i m en s i on al  i m p ul s e res p on s e  
req ui red  b y  t h e m od el . T h e q ual i t y  of  m od el  w as  v eri f i ed  b y  ref eren c i n g  
t h e s y s t em  an d  i t s  m od el  res p on s es  f or d i f f eren t  i n p ut  s i g n al  ex c i t at i on s . 
T h ere i s  n o es s en t i al  d i s c rep an c y  b et w een  t h e m od el  an d  t h e ob j ec t  
out p ut  s i g n al s  ( F i g . 2 ,  3 ,  5 ) . T h e ob t ai n ed  res ul t s  c on f i rm  t h at  t h ere i s   
a p rac t i c al  m et h od  of  L PT V  s y s t em  i d en t i f i c at i on  an d  m od el i n g  w i t h   
a v ery  g ood  ac c urac y . T h e L PT V  m od el  i s  m uc h  s up eri or t o an y  of  t h e 
L T I  m od el s  w h i c h  c an  b e us ed  t o ap p rox i m at e t h e t i m e-v ary i n g  real i t y  
w i t h  t i m e i n v ari an t  m et h od s . 
 
K e y w o r d s :  L PT V  m od el ,  F I R  f i l t er,  i m p ul s e res p on s e,  i d en t i f i c at i on ,  
i n t erp ol at i on . 
 1 .  W s t ę p  
 

P r zed m iot em  r ef er at u j est  p r ezen t ac j a wł aś c iwoś c i i p or ó wn an ie 
d wó c h  m et od  id en t yf ikac j i st r ukt ur  l in iowyc h  okr esowo zm ien -
n yc h  w c zasie [ 1 , 3 ] .  S t r ukt ur y t akie akt ual n e są  st osowan e  
w m od el owan iu i op isie wł aś c iwoś c i siec i el ekt r oen er g et yc zn ej   
[ 2 , 3 , 4 ] , a p r obl em y ic h  id en t yf ikac j i st an owią  p oważ n e wyzwa-
n ie w p r ó bac h  op isu r eal n yc h  obiekt ó w el ekt r oen er g et yc zn yc h  
p r zy wykor zyst an iu m od el u L P T V .   

 
 

M g r inż. P io t r F I G O Ń  
 
Ab s o l w e n t  w y d z i a ł u  E l e k t r y cz n e g o  P o l i t e ch n i k i  
W a r s z a w s k i e j ,  t y t u ł  m a g i s t r a  u z y s k a ł  w  K a t e d r z e  
W y s o k i ch  N a p i ę ć  i  Ap a r a t ó w  E l e k t r y cz n y ch  1 9  
g r u d n i a  2 0 0 5  r o k u .  Ak t u a l n i e  j e s t  d o k t o r a n t e m   
w  I n s t y t u ci e  E l e k t r o t e ch n i k i  T e o r e t y cz n e j  i  S y s t e m ó w  
I n f o r m a cy j n o  P o m i a r o w y ch .  D z i a ł a l n o ś ć  n a u k o w a  
z w i ą z a n a  j e s t  z  b a d a n i a m i  s i e ci  e l e k t r o e n e r g e t y cz n e j .  
 
 
 
 
e-m a i l :  q l o p ez @ w p . p l    
 2 .  O bie k t  ba d a ń  
 

W  r ef er ac ie p r zed st awion o wyn iki bad ań  j akoś c i id en t yf ikac j i 
sym ul owan eg o ukł ad u okr esowo zm ien n eg o w c zasie, kt ó r y st a-
n owi p r zest r aj an y f il t r  d ol n op asm owy o sym et r yc zn ej , skoń c zon ej  
od p owied zi im p ul sowej .  F il t r  t en  z uwag i n a kom p ut er ową , n um e-
r yc zn ą  r eal izac j ę  j est  zd et er m in owan ym , ł at wym  d o uż yc ia n ar zę -
d ziem  p r zet war zan ia syg n ał ó w o j ed n ozn ac zn ie okr eś l on yc h   
i zn an yc h  wł aś c iwoś c iac h .  S yg n ał y wej ś c iowe i wyj ś c iowe f il t r u 
st an owią  od n iesien ie d o syg n ał ó w wyp r ac owywan yc h  p r zez m o-
d el  f il t r u uzyskan y w p r oc esie id en t yf ikac j i.  R ozbież n oś ć  syg n a-
ł ó w wyj ś c iowyc h  f il t r u i m od el u, d l a r ó ż n yc h  r od zaj ó w p obud zeń  
ś wiad c zy o j akoś c i wyp r ac owan eg o, p op r zez eksp er ym en t y id en -
t yf ikac yj n e, m od el u f il t r u i t ym  sam ym  o j akoś c i m et od  j eg o 
id en t yf ikac j i.  W yn iki bad ań  p r zed st awion e są  w p ost ac i p r zebie-
g ó w c zasowyc h  d l a r ó ż n yc h  syg n ał ó w p obud zaj ą c yc h  j ak i g l o-
bal n eg o wskaź n ika l ic zboweg o ( war t oś ć  skut ec zn a syg n ał u bł ę d u 
od n iesion a d o war t oś c i skut ec zn ej  syg n ał u wyj ś c ioweg o)   

O biekt em  bad ań  j est  f il t r  S O I  d wud ziest eg o r zę d u, p r zest r aj an y 
okr esowo zg od n ie z  r ys.  1 .   

 
 

  
R y s .  1 .   C h a r a k t e r y s t y k i  a m p l i t u d o w e  o b i e k t u  w  f u n k cj i  cz a s u  
F i g .  1 .   T i m e  v a r y i n g  F I R  s y s t e m  f r e q u e n cy  ch a r a ct e r i s t i cs  

 
P asm o p r zep uszc zan ia f il t r u zm ien ia się  okr esowo ( c o 3 0 0  p r ó -

bek)  od  1 0  d o 3 0 H z – p r zest r aj an ie n ie j est  l in iowe, p at r z r ys.  1 .  
S ym ul owan a st r ukt ur a L P T V  c h ar akt er yzuj e się  d wom a st an am i 
q uasist at yc zn ym i, w kt ó r yc h  p r oc es p r zest r aj an ia j est  p r akt yc zn ie 
zat r zym an y ( j ak t o m a m iej sc e d l a p r ó bek 1 0 0 -2 0 0  i 2 7 0 -3 3 0 ) .  
F il t r  p r ac uj e p r zy c zę st ot l iwoś c i p r ó bkowan ia r ó wn ej  2 0 0  H z.  
 3 .  M e t o d a  id e nt y f ik a c j i 
 

F il t r  z r ys. 1  j est  id en t yf ikowan y d wom a m et od am i:  p obud zen ia 
im p ul soweg o i szum oweg o w oś m iu r ó wn om ier n ie r ozł oż on yc h  
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w okresie zmienności chwil ach czasowych.  W yniki p rzedst awione 
w ref eracie dot yczą  w wię kszości ident yf ikacji p op rzez p ob udze-
nie imp ul sowe,  met oda ident yf ikacji wykorzyst ują ca p ob udzenie 
szumowe daje wyniki t ej samej jakości ( rys.  2 ,  5 ) .  M et ody ident y-
f ikacji i ich p odst awy mat emat yczne zost ał y p rzedst awione  
w [ 1 ,  3 ]  i nie są  t ut aj omawiane.   

Z asadniczy p rob l em ident yf ikacji st anowi konieczność  p rzenie-
sienia wynikó w ident yf ikacji chwil owych ( wę zł owych)  na cał ą  oś 
czasu,  co oznacza w p rezent owanym p rzyp adku konieczność  ok.  
4 0  krot neg o zag ę szczenia siat ki op isu w st osunku do siat ki ob ser-
wacji f il t ru.  W ykorzyst ano int erp ol ację  l iniową  i skl ejaną  – p re-
zent owane w ref eracie wyniki dot yczą  int erp ol acji l iniowej.  

T eoret ycznie moż l iwe jest  uzyskanie p eł nej inf ormacji o st ruk-
t urze L P T V  - nal eż ał ob y wó wczas,  dl a omawianeg o f il t ru,  p rze-
p rowadzić  z p rakt yczneg o p unkt u widzenia ab st rakcyjną  l iczb ę  aż  
t rzyst u eksp eryment ó w ident yf ikacyjnych.  T akie eksp eryment y są ,  
szczeg ó l nie w warunkach b adań  syst emu el ekt roenerg et yczneg o,  
niemoż l iwe do wykonania,  dl at eg o t eż  konieczne st aje się  zast o-
sowanie int erp ol acji w p oł ą czeniu z met odami st osowanymi p od-
czas ident yf ikacji ukł adó w niezmiennych w czasie [ 5 ] .  P rzyję t a 
met oda ident yf ikacji model u L P T V  p ol eg a na b adaniu odp owiedzi 
syst emu na p ob udzenie imp ul sowe t est ują ce st rukt urę  L P T V   
w wyb ranych moment ach jej zmienności czasowej.  M et oda t a 
b azuje na kl asycznych t echnikach ident yf ikacji syst emó w L T I   
a chwil owy eksp eryment ,  p op rzez dł ug a ( zazwyczaj)  odp owiedź  
imp ul sową  syst emu t est uje f akt ycznie zmienność  syst emu na 
dł ug ich odcinkach czasu.  B adana st rukt ura,  mimo p rojekt owych 
odp owiedzi imp ul sowych o dł ug ości N = 2 0 ,  charakt eryzuje się  
f izycznymi odp owiedziami o dł ug ości dochodzą cej do 5 0  p ró b ek - 
t ak dł ug ie odp owiedzi sł uż ył y jako wę zł y int erp ol acji do wyp ra-
cowania dwuwymiarowej macierzy odp owiedzi f il t ru L P T V   
o rozmiarze 5 0 x 3 0 0 .  
 
4. T e s t y  j a k o ś c i  i d e n t y f i k a c j i  
 
4.1 . M e t o d a  p o b u d z e n i a  i m p u l s o w e g o  
 

O  jakości model u świadczy dokł adność  z jaką  odwzorowuje on 
wł asności ob iekt u.  W  g ó rnej czę ści rysunku 2  p rzedst awiono 
syg nał y odp owiedzi ob iekt u i model u na p ob udzenie szumowe.   
W  dol nej czę ści p okazano syg nał  b ł ę du b ę dą cy ró ż nicą  syg nał ó w 
odp owiedzi ob iekt u i model u.  O b a wykresy p rzedst awione są   
z uż yciem t ej samej skal i.  
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R y s .  2 .   O d p ow i e d ź  n a p ob u d z e n i e  s z u m ow e  ob i e ktu  i  m od e lu  ( c z ę ś ć  g ó r n a)   

or az  s y g n ał  b ł ę d u  ( c z ę ś ć  d oln a)  
F i g .  2 .   L P T V  s y s te m  an d  i ts  m od e l r e s p on s e  to r an d om  n oi s e  e x c i tati on  ( top ) ,  

d i s c r e p an c y  s i g n al ( b ottom )  
 
N a p odst awie ob serwacji kszt ał t u syg nał u b ł ę du widać ,  ż e  

w st anach mał ej dynamiki zmian st rukt ury L P T V  dop asowanie 
syg nał ó w moż na uznać  za b ardzo dob re ( wart ość  b ezwzg l ę dna 
b ł ę du mniejsza od 0 . 0 0 1 ,  czasy 0 . 5  do 1 . 0 ) .  W  p rzedział ach cza-
sowych,  w kt ó rych p aramet ry ob iekt u ul eg ają  szyb kim zmianom 
maksymal na chwil owa wart ość  syg nał u b ł ę du jest  znacznie wię k-

sza,  al e nie p rzekracza 0 . 3 .  Z a wskaź nik g l ob al nej miary b ł ę du dl a 
cał eg o p rzeb ieg u p rzyję t o st osunek wart ości skut ecznej syg nał u 
b ł ę du do syg nał u wyjścioweg o za czas ob serwacji:  dl a p rzeb ieg ó w 
z rys.  2  jeg o wart ość  wynosi 0 . 0 1 3 .  N al eż y odnot ować ,  ż e ob ser-
wowane niedokł adności model u nie wynikają  z jeg o real izacji,  al e 
z jeg o ident yf ikacji,  w kt ó rej wykorzyst ywane są  niel iczne ( 8 )  
eksp eryment y ident yf ikacyjne.  Z ag ę szczenie eksp eryment ó w 
ident yf ikacyjnych p ozwal a znaczą co ( p rakt ycznie do zera)  
zmniejszyć  omawiane b ł ę dy model owania st rukt ury L P T V .  L icz-
b a moż l iwych do wykonania eksp eryment ó w wynika wył ą czne ze 
wzg l ę dó w p rakt ycznych.  

N a rys.  3  p okazano syg nał  wyjściowy ob iekt u i syg nał  b ł ę du dl a 
p ob udzenia sinusoidal neg o o t rzech ró ż nych czę st ot l iwościach  
( 5 ,  2 0  i 5 0  H z)  p rzy czę st ot l iwości p ró b kowania ró wnej 2 0 0  H z,   
w st anie ust al onym.  Z rezyg nowano ze skal owania wykresó w.  
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R y s .  3 .   O d p ow i e d ź  ob i e ktu  i  m od e lu  n a p ob u d z e n i e  s i n u s oi d aln e   

o c z ę s totli w oś c i ac h  ( od  g ó r y )  5  H z  ,  2 0  H z   i  5 0  H z  
F i g .  3 .    L P T V  s y s te m  an d  i ts  m od e l r e s p on s e  to s i n u s oi d al e x c i tati on   

( 5  H z  – top ,  2 0  H z  an d  5 0  H z  –b ottom )  
 
P rzy p ob udzeniu syg nał em o czę st ot l iwości 5  H z ( czę ść  g ó rna 

rysunku 3 )  model  b ardzo dob rze odwzorowuje wł aściwości ob iek-
t u - b ł ą d wzg l ę dny średniokwadrat owy ma wart ość  0 . 0 0 0 7 .   
W  p rzyp adku p ob udzenia o czę st ot l iwości 2 0  H z ( czę ść  środkowa 
rysunku 3 )  zaob serwowano wię ksze ró ż nice w odp owiedziach,  
szczeg ó l nie widoczne w p rzedział ach czasowych szyb kiej zmien-
ności syst emu ( p oró wnaj rys.  2  i 3 ) .  B ł ą d wzg l ę dny  średniokwa-
drat owy zwię ksza się  do 0 . 0 2 2 .   

W  ost at nim eksp erymencie ( czę ść  dol na rysunku 2 )  czę st ot l i-
wość  syg nał u p ob udzają ceg o b ył a ró wna 5 0  H z.  W  t ym p rzyp adku 
maksymal na wart ość  chwil owa syg nał ó w odp owiedzi b ył a nie 
wię ksza od 0 . 0 1  co odp owiada t ł umieniu 4 0  dB .  P omimo ż e 
kszt ał t y syg nał ó w odp owiedzi znaczą co odb ieg ają  od sieb ie model  
dob rze odwzorowuje wł asności ob iekt u w p aśmie wyż szych czę -
st ot l iwości.  J ak ł at wo zauważ yć  st osowanie średniokwadrat owej 
miary b ł ę du dl a t eg o p rzyp adku jest  b ezzasadne – syg nał  wyj-
ściowy i b ł ę du są  w zasadzie niskop oziomowymi szumami.  

W  kol ejnym eksp erymencie sp rawdzono jakość  model owania 
ob iekt u L T P V  za p omocą  t rzech model i niezmiennych w czasie 
( L T I ) .  K aż dy z model i zost ał  ot rzymany na p odst awie jedneg o 
eksp eryment u ident yf ikacyjneg o i dost arczał  inf ormacji o st rukt u-
rze zmiennej w czasie t yl ko w jednej wyb ranej chwil i.  O dp owiedzi 
ob iekt u oraz każ deg o z t rzech model i p rzedst awiono na rysunku 4 .  

O b l iczono wzg l ę dny b ł ą d średniokwadrat owy kt ó ry b ył  ró wny 
0 . 5 0 5  ( wykres g ó rny) ,  0 . 1 1 7  ( wykres środkowy) ,  0 . 1 1 5  ( wykres 
dol ny) .  D wa model e,  dl a kt ó rych odp owiedzi p rzedst awiono na 
rysunkach g ó rnym i dol nym charakt eryzują  się  dob rym dop aso-
waniem w st anach st at ycznych st rukt ury L T P V  i dość  duż ymi 
odchyl eniami od odp owiedzi ob iekt u p oza nimi.  M odel  drug i 
nat omiast  ( wykres środkowy)  wykazuje odchyl enia od odp owiedzi 
ob iekt u w cał ym p rzedzial e czasowym ob serwacji.  M imo t o war-
t ość  b ł ę du średniokwadrat oweg o jest  p rawie t aka sama jak dl a 
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modelu z wykresu dolnego i ponad 4-krot nie mniejsza w poró w-
naniu z modelem z wykresu gó rnego.  G lob alnie model t en  
najlepiej odwzorowuje wł asnoś c i ob iekt u. , jest  jednak ponad  
1 0 -krot nie gorszy od modelu L P T V , opart ego na oś miu ( t ylko)  
eksperyment ac h  ident yf ikac yjnyc h .  
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4.2. M e t o d a  p o b u d z e n i a  s z u m o w e g o  
 

D o ot rzymania modelu ob iekt u L P T V  wykorzyst ano ró wnież  
met odę  pob udzenia szumowego.  M et oda pob udzenia impulsowe-
go korzyst a z inf ormac ji o f izyc znej odpowiedzi syst emu, akt ual-
nie opisywana met oda opart a jest  b ezpoś rednio o ró wnania opisu-
jąc e syst em w okreś lonej c h wili c zasowej [ 3 ] .  W  c elu ic h  ot rzy-
mania ob iekt  pob udzono zest awem sygnał ó w szumowyc h  w wy-
niku c zego ot rzymano osiem odpowiedzi wę zł owyc h  c h arakt ery-
zując yc h  ob iekt  w t yc h  samyc h  c h wilac h  c zasowyc h  c o w przy-
padku met ody pob udzenia impulsowego.  N ależ y zaznac zyć , ż e 
t ym razem lic zb a eksperyment ó w wynika z lic zb y niewiadomyc h  
opisując yc h  syst em – szukane 2 0  wspó ł c zynnikó w lokalnyc h  
realizac yjnyc h  odpowiedzi impulsowyc h  uzyskano z 3 0  ekspery-
ment ó w, rozwiązując  zest aw nadokreś lonyc h  ró wnań  liniowyc h .  
P o przeprowadzeniu int erpolac ji ot rzymano mac ierz o rozmiarze 
2 0 x 3 0 0  i przeprowadzono weryf ikac ję  dział ania modelu, kt ó rej 
wyniki prezent owane są na rysunku 5 .   
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O b a wykresy zost ał y przedst awione z zast osowaniem t ej samej 
skali.  

P odob nie jak w przypadku met ody pob udzenia impulsowego 
najwię ksze wart oś c i b ł ę du wyst ę pują w przedział ac h  c zasowyc h   
w kt ó ryc h  paramet ry syst emu ulegają szyb kim zmianom.   
W  st anac h  mał ej dynamiki zmian st rukt ury syst emu L P T V  war-
t oś ć  b ezwzglę dna b ł ę du b ył a mniejsza od 0 . 0 0 0 1 .  W art oś ć  
wzglę dna b ł ę du ś redniokwadrat owego b ył a ró wna 0 . 0 0 8 4 i b ył a 
poró wnywalna z b ł ę dem jakim c h arakt eryzował  się  wc ześ niejsza 
met oda.    
 
5 . W n i o s k i  
 

O t rzymane w wyniku b adań  symulac yjnyc h  modele L P T V  
dob rze odwzorowywał y wł asnoś c i ob iekt u.  W yprac owane mo-
dele dla ró ż nyc h  pob udzeń  i met od ident yf ikac ji nie ró ż nią się  
znac ząc o (  poró wnaj rys.  2  i 5 ) .  P ot wierdza t o przypuszc zenie, 
ż e jakoś ć  okreś lania paramet ró w modelu L P T V  wynika wył ąc z-
nie ze wzglę dó w prakt yc znyc h  ( ust alona a priori – na osiem, 
lic zb a punkt ó w ob serwac ji st rukt ury L P T V  w okresie zmienno-
ś c i) .   

M odel L P T V  znac ząc o lepiej opisuje odpowiedzi na ró ż ne po-
st ac ie sygnał ó w pob udzając yc h  ( rys.  2 , 3 , 4, 5 )  niż  najlepiej dopa-
sowany lokalny model L T I .  P rezent owane przeb iegi pozwalają 
oc enić  st rat y wynikając e ze st osowania niepoprawnego modelu 
L T I  do opisu zmiennyc h  w c zasie st rukt ur na przykł adzie kon-
kret nego, przest rajanego f ilt ru dolnopasmowego.  Z azwyc zaj t akie 
uproszc zenie jest  powszec h nie st osowane w prakt yc e, i akc ept o-
wane b ez gł ę b szej ref leksji o ile oddaje ( nawet  z 1 0  krot nie wię k-
szymi b ł ę dami jak w omawianym przypadku)  ogó lne wł aś c iwoś c i 
ob iekt u.  

C eną pł ac oną za korzyst anie z lepszego modelu ( L P T V )  jest  
t rudnoś ć  jego ident yf ikac ji, koniec znoś ć  int erpolowania i b ardziej 
zł oż ona realizac ja numeryc zna modelu.  Z asadnic zym c zynnikiem 
jest  t u t rudnoś ć  ident yf ikac ji – nie st warza ona jednak  prob lemó w 
t eoret yc znyc h , a wył ąc znie prakt yc zne.  
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