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S t r e s z c z e n i e  
 

W  a rt yk u le  p rz e d s t a w i ono p oró w na ni e  w yni k ó w  a na li z y w i e loroz d z i e lc z e j  
z  w yk orz ys t a ni e m  f a lk i  M a lva ra  ora z  w yb ra nyc h  f a le k  D a u b e c h i e s . Ana li -
z i e  p od d a no s yg na ł y b ę d ą c e  s u m ą  s k ł a d ow e j  h a rm oni c z ne j  i  s z u m u  b i a ł e -
g o o ró ż nym  s t os u nk u  s yg na ł u  d o s z u m u  ora z  s yg na ł  s z u m u  p od w od ne g o. 
B a d a no li c z b ę  w s p ó ł c z ynni k ó w  f a lk ow yc h  z a w i e ra j ą c yc h  ok re ś loną  c z ę ś ć  
e ne rg i i  s yg na ł u  z m i e ni a j ą c  t a k i e  p a ra m e t ry j a k  li c z b a  p oz i om ó w  d e k om -
p oz yc j i , s z e rok oś ć  ok na  c z a s ow e g o, na c h yle ni e  ob w i e d ni  f a lk i . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  f a lk a  M a lva ra , f a lk i  D a u b e c h i e s , a na li z a  w i e loroz d z i e lc z a . 
 C o m par i so n  o f  pr o per t i es o f  n o i sed  si g n al s an al y si s w i t h  t o n e c o m po n en t s usi n g  M al v ar  w av el et  an d  sel ec t ed  D aub ec h i es w av el et s 

 
A b s t r a c t  

 
T h e  p a p e r i nc lu d e s  c om p a ri s on of  p rop e rt i e s  of  m u lt i re s olu t i on a na lys i s  
w i t h  u s e  of  M a lva r w a ve le t  a nd  s e le c t e d  D a u b e c h i e s  w a ve le t s . Ana lys i s  
i nc lu d e s  s i g na ls  c ont a i ni ng  h a rm oni c a l c om p one nt  a nd  w h i t e  noi s e  w i t h  
d i f f e re nt  s i g na l t o noi s e  ra t i o a nd  u nd e rw a t e r noi s e . N u m b e r of  w a ve le t  
c oe f f i c i e nt s  c ont a i ni ng  g i ve n a m ou nt  of  s i g na l e ne rg y w e re  e x a m i ne d , 
w i t h  c h a ng e  of  p a re m e t e rs  li k e  nu m b e r of  d e c om p os i t i on le ve ls , t i m e  
i nt e rva l w i d t h , s lop e  of  w a ve le t  e nve lop e . 
 
K e y w o r d s :  M a lva r w a ve le t , D a u b e c h i e s  w a ve le t s , m u lt i re s olu t i on a na lys i s . 
 1 .  Wpr o w ad zen i e 
 
A n aliza syg n ałó w szum owyc h  zawie r ają c yc h  składowe  ton owe  

je st istotn ym  zag adn ie n ie m  m ię dzy in n ym i w b adan iu szum ó w 
p odwodn yc h .  N a og ó ł syg n ały ob se r wowan e  w ś r odowisku p o-
m iar owym  m ają  c h ar akte r  n ie stac jon ar n y, stą d uzasadn ion a je st 
ic h  an aliza z wykor zystan ie m  tr an sfor m ac ji falkowe j.  D o an alizy 
syg n ałó w zawie r ają c yc h  składowe  ton owe  n ajle p ie j wykor zystać  
b azę  składają c ą  się  z fun kc ji h ar m on ic zn yc h , takic h  jak falka 
M alv ar a.  
W  p r ac y zam ie szc zon o wyn iki an alizy wie lor ozdzie lc ze j syg n a-

łó w szum owyc h  zawie r ają c yc h  składową  ton ową  z wykor zysta-
n ie m  falki M alv ar a or az fale k D aub e c h ie s (db 3  or az db 1 0 ) .  W yb ó r  
fale k D aub e c h ie s uzasadn ion y je st ic h  or tog on aln oś c ią , zwar tym  
n oś n ikie m  or az r e g ular n oś c ią  wzr astają c ą  z r zę de m  falki.  
 2 .  Wł aś c i w o ś c i  an al i zy  w i el o r o zd zi el c zej  

 2 . 1 .  F al ki  D aub ec h i es 
 
F alki D aub e c h ie s ze  wzg lę du n a swoje  właś c iwoś c i, takie  jak 

zwar ty n oś n ik, lic zb a m om e n tó w zn ikają c yc h , zn alazły sze r okie  
zastosowan ie  m . in .  w zn ajdowan iu n ie c ią g łoś c i w syg n ale , p r ze -
twar zan iu ob r azó w.  P oza falką  r zę du p ie r wsze g o, c zyli falką  

H aar a, falki D aub e c h ie s n ie  są  op isan e  zale ż n oś c iam i an alityc z-
n ym i.  I m  wię kszy r zą d falki, tym  wię ksza lic zb a wsp ó łc zyn n ikó w 
ją  op isują c yc h , a tym  sam ym  dłuż szy c zas ob lic ze ń .  
 
 

  
R y s .  1 .   F a l k a  Da u b e ch i e s  ( d b 3 )  o r a z  o d p o w i a d a j ą ca  j e j  f u n k cj a  s k a l u j ą ca  
F i g .  1 .   Da u b e ch i e s  ( d b 3 )  w a v e l e t  a n d  co r r e s p o n d i n g  s ca l i n g  f u n ct i o n  
 
W sp ó łc zyn n iki falkowe  m oż n a ob lic zać  kor zystają c  zale ż n oś c i:  
 

 dt
a

ttx
a

aCWTx ∫+∞
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


 −= τψτ *)(||
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g dzie :  a – wsp ó łc zyn n ik skali, τ – p r ze sun ię c ie , x(t )  – an alizowan y 
syg n ał, ψ  – fun kc ja b azowa (falka) .  
W  r e alizac jac h  p r aktyc zn yc h  n ie  wykor zystuje  się  fale k, tylko 

zwią zan e  z n im i filtr y.  Z ale ż n oś ć  m ię dzy filtr am i i falkam i je st 
wzaje m n ie  je dn ozn ac zn a [ 1 ] .  A lg or ytm  an alizy wie lor ozdzie lc ze j 
został op r ac owan y p r ze z M allata (r ys.  2 ) .  J e st on  r ó wn oważ n y 
an alizie  c zę stotliwoś c iowe j p r zy ∆f/f0 =  c on st, g dzie  ∆f je st sze r o-
koś c ią  p asm a, n atom iast f0 c zę stotliwoś c ią  ś r odkową  te g o p asm a.  
 
 

  
R y s .  2 .   S ch e m a t  a n a l i z y  w i e l o r o z d z i e l cz e j  
F i g .  2 .   Di a g r a m  o f  m u l t i r e s o l u t i o n  a n a l y s i s  
 
N a każ dym  p oziom ie  de kom p ozyc ji wykon uje  się  filtr owan ie  

doln op r ze p ustowe  or az g ó r n op r ze p ustowe  syg n ału.  F iltr y m ają  
takie  c zę stotliwoś c i odc ię c ia, ż e  p asm o dzie lon e  je st n a dwie  
r ó wn e  c zę ś c i.  W yn ikie m  filtr ac ji g ó r n op r ze p ustowe j są  de tale  dj, 
n atom iast filtr ac ji doln op r ze p ustowe j tzw.  ap r oksym ac ja syg n ału 
aj .  W  kole jn yc h  kr okac h  tylko ap r oksym ac ja syg n ału p oddawan a 
je st dalsze j filtr ac ji.  P o p r ze jś c iu syg n ału p r ze z ob a r odzaje  filtr ó w 
lic zb a wsp ó łc zyn n ikó w ap r oksym ac ji, jak r ó wn ie ż  lic zb a wsp ó ł-
c zyn n ikó w szc ze g ó łó w, r ó wn a je st lic zb ie  p r ó b e k syg n ału, c h o-
c iaż  ic h  p asm a są  dwa r azy wę ż sze .  M oż n a dokon ać  de c ym ac ji 
r zę du dr ug ie g o b e z r yzyka utr aty in for m ac ji p r ze n oszon e j p r ze z 
syg n ał.  
 2 . 2 .  F al ka M al v ar a 
 
D o an alizy syg n ałó w zawie r ają c yc h  składowe  h ar m on ic zn e  n aj-

le p ie j wykor zystać  tr an sfor m ac ję , któ r e j b azę  stan owią  fun kc je  
h ar m on ic zn e .  D ob r e  r e zultaty daje  wykor zystan ie  an alizy wie lo-
r ozdzie lc ze j z wykor zystan ie m  falki M alv ar a, w lite r atur ze  an g lo-
ję zyc zn e j n azywan ą  takż e  L ap p e d O r th og on al T r an sfor m  (L O T ) .  
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Falka Malvara (rys. 3) dana jest zależnością 
 

 ( )tgtkII jI
jj

jk ⋅


 +=Ψ
2
1cos2 π ,               (2) 

 
g dzie:  ( )tg

jI
 – ob wiednia f alki, jI  – p rzedział  czasowy,  j – nu mer 

p rzedział u  czasoweg o, k – nu mer b azy. 
 
 

  
R y s.  3.   F a l k a  M a l v a r a  
F ig .  3.   M a l v a r  w a v el et  
 
P rzekształ cenie f alkowe z wykorzystaniem f alki Malvara ch a-

rakteryzu je się takimi wł aściwościami jak liniowość , ortonormal-
ność  b azy, skalowanie w czasie, p rzesu nięcie w czasie oraz u p a-
kowanie energ ii. W sp ó ł czynniki Cjk rozwinięcia f alkoweg o syg na-
ł u  x(t) są iloczynem skalarnym teg o syg nał u  oraz ortonormalnej 
b azy f alkowej 

 jkjk xC Ψ= , .                (3) 
 

W  alg orytmie f alki do ob liczania wsp ó ł czynnikó w Cjk wykorzy-
stu je się dyskretne p rzekształ cenie kosinu sowe (D C T ) 
 

 ( )( )nxDCTC jjk = ,    (4 ) 
 
g dzie 

 ( ) ( ) ( )nxngtx
jIj = ,    (5 ) 

 ( )ng
jI

 jest ob wiednią f alki, a x(n) ciąg iem wartości ch wilowych  
syg nał u . 
 
 

  
R y s.  4.   S c h em a t  d ek om p oz y c j i sy g n a ł u w  l ok a l n ej  b a z ie k osin usow ej  
F ig .  4.   D ia g r a m  of  sig n a l  d ec om op sit ion  in  l oc a l  c osin e b a sis 
 
S ch emat dekomp ozycji syg nał u  z wykorzystaniem f alki Malvara 

został  p rzedstawiony na rys. 4 . D ekomp ozycja syg nał u  p oleg a na 
p odziale p rzedział ó w czasowych  z p oziomu  p op rzednieg o na dwa 
kró tsze. A b y nie doszł o do u traty inf ormacji p rzenoszonej p rzez 
syg nał  zach owany mu si b yć  waru nek 
 

 1)()( 2
,1

2
, =+ + tgtg pjpj ,     (6 ) 

 
g dzie:  gj,p jest j-tym oknem czasowym p oziomu  p. W  celu  zap ew-
nienia waru nku , ab y wszystkie p rzedział y czasowe zawierał y się 
w p rzedziale czasowym p oddanym analizie wielorozdzielczej, dla 
okien leżących  na b rzeg ach  ob szaru  p rzyjmu je się b rak nach ylenia 
lewej (dla j =  0 ) lu b  p rawej krawędzi ob wiedni (dla j =  2p – 1 ). 

N ach ylenie ob wiedni może b yć  dob rane dowolnie, ale mu si b yć  
stał e na każdym p oziomie dekomp ozycji. J eg o wyb ó r jest kom-
p romisem między reg u larnością okna a żądaną rozdzielczością 
czasową. O znaczając dł u g ość  odcinka czasoweg o, w któ rym 
nakł adają się sąsiednie okna p rzez η, dł u g ości p rzedział ó w na 
najniższym p oziomie dekomp ozycji mu szą b yć  ró wne co najmniej 
2η. L iczb a p oziomó w dekomp ozycji oraz szerokość  okna czaso-
weg o p owinna zostać  u zależniona od wł aściwości b adaneg o sy-
g nał u . O d szerokości okna zależy szerokość  p asma na najwyż-
szym p oziomie dekomp ozycji, a tym samym szerokości p asm dla 
p rzedział ó w czasowych  z p oziomó w niższych . W ielkości te u stala 
się na p odstawie analizy wł aściwości syg nał u  w dziedzinie często-
tliwości lu b  h eu rystycznie. 
I stnieją dwa sp osob y ob liczania wsp ó ł czynnikó w analizy wielo-

rozdzielczej z wykorzystaniem f alki Malvara. P ierwszy, wykorzy-
stany p rzez au tora, p oleg a na ob liczeniach  nu merycznych  wyko-
rzystu jących  zależności (4 ) i (5 ). I nnym p odejściem jest wykorzy-
stanie f iltró w. 
 
3. P o r ó w n an i e  w ł aś c i w o ś c i  an al i z y   

w i e l o r o z d z i e l c z e j  z  w y k o r z y s t an i e m   
w y b r an y c h  f al e k  

 
A nalizę syg nał ó w p rzep rowadzono w p rog ramie Matlab . W y-

korzystano wyg enerowane wcześniej syg nał y zawierające skł a-
dową h armoniczną oraz szu m b iał y, o ró żnym stosu nku  syg nał u  
do szu mu  (S N R ). S yg nał y p oddano analizie wielorozdzielczej  
z wykorzystaniem f alki Malvara, f alki db 3 oraz db 1 0 . P oró wnano 
liczb ę wsp ó ł czynnikó w f alkowych  zawierających  określoną część  
energ ii syg nał u  ze wzg lędu  na p arametry analizy wielorozdziel-
czej, takie jak liczb a p oziomó w dekomp ozycji, szerokość  okna 
czasoweg o, a także nach ylenie ob wiedni w p rzyp adku  f alki  
Malvara. 
O trzymane wyniki p oró wnano z wynikami analizy f alkowej 

szu mu  p odwodneg o, zawierająceg o skł adowe h armoniczne p o-
ch odzące od odleg ł ych  ob iektó w p ł ywających  i inf rastru ktu ry 
lądowej. 
 
4 . O t r z y m an e  w y n i k i  
 
L iczb a wsp ó ł czynnikó w f alkowych  zawierających  określoną 

część  energ ii syg nał u  został a p rzedstawiona w tab . 1 .  
 

T a b .  1.   L ic z b a  w sp ó ł c z y n n ik ó w  a n a l iz y  w iel or oz d z iel c z ej  z  w y k or z y st a n iem  f a l ek  
M a l v a r a ,  d b 3 or a z  d b 10,  z a w ier a j ąc y c h  ok r eś l on ą c z ę ś ć  E en er g ii sy g n a ł ó w ,  
sk ł a d a j ąc y c h  się  z e sk ł a d ow ej  h a r m on ic z n ej  or a z  sz um u b ia ł eg o o r ó ż n y m  
st osun k u S N R  

T a b .  1.   N um b er  of  m ul t ir esol ut ion  a n a l y sis c oef f ic ien t s w it h  use of  M a l v a r ,  d b 3 
a n d  d b 10 w a v el et s,  c on t a in in g  p a r t  E of  sig n a l s en er g y  w it h  d if f er en t  S N R  
( sig n a l s c on sist  of  h a r m on ic  c om p on en t  a n d  w h it e n oise)  

 
L ic z b a  w sp ó ł c z y n n ik ó w  f a l k ow y c h  z a w ier a j ąc y c h  en er g ię  E 
F a l k a  M a l v a r a  – p oz iom y  d ek om p oz y c j i S N R  

[ d B ]  E [ % ]  
0 1 2 3 4 d b 3 d b 10 

20 9 0 5 4 3 2 2 18 2 8 6  
9 0 39 1 204 103 53 29  59 2 258  10 7 0 3 3 2 2 2 113 6 0 
9 0 1104 56 6  28 0 141 7 1 1211 9 7 4 5 50 3 2 2 2 2 9 5 44 
9 0 1538  7 8 3 38 7  19 4 9 7  159 2 1448  0 25 2 2 2 2 2 6 2 21 

 
 

A nalizu jąc otrzymane wyniki trzeb a p amiętać  o ró żnicy między 
analizą wielorozdzielczą dla f alki Malvara oraz f alki D au b ech ies. 
P rzy wykorzystaniu  f alki Malvara należy p oró wnywać  liczb y 
wsp ó ł czynnikó w zawierających  określoną energ ię syg nał u  dla 
każdeg o p rzedział u  na każdym p oziomie dekomp ozycji niezależ-
nie. K ażdy p oziom analizy odp owiada jednej szerokości okna 
czasoweg o, natomiast wsp ó ł czynniki zawierają skł adowe syg nał u  
z p asma określoneg o p rzez to okno. D la f alki D au b ech ies energ ia 
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sygnału z danego przedziału czasowego zawarta jest we współczyn-
nikach  szczegółów ze wszystkich  poziom ów dekom pozycji oraz 
współczynnikach  aproksym acji na najwyż szym  poziom ie. W spół-
czynniki z kol ejnych  poziom ów dekom pozycji przy wykorzystaniu 
f al ki D aubech ies odpowiadają il oczynowi skal arnem u sygnału  
i f al ki przy okreś l onym  współczynniku skal i a oraz przesunię ciu τ. 
D l a anal izy wiel orozdziel czej z wykorzystaniem  f al ek  

D aubech ies l iczba współczynników zawierających  okreś l oną 
czę ś ć  energii sygnału,  przy takim  sam ym  S N R ,  jest znacznie 
wię ksza niż  w przypadku uż ycia f al ki M al v ara. P oza przypadka-
m i,  gdy poszukiwana jest l iczba współczynników zawierających  
9 0 %  energii sygnału o S N R  =  1 0 dB ,  5 dB  oraz 0 dB ,  wię kszoś ć  
współczynników poch odzi z dwóch  do trzech  poziom ów szczegó-
łów w przypadku wykorzystania f al ki db3,  a z jednego poziom u 
szczegółów dl a f al ki db1 0 . W zrost rzę du f al ki D aubech ies powo-
duje zm niejszenie l iczby współczynników zawierających  odpo-
wiednią czę ś ć  energii sygnału,  natom iast im  m niej poziom ów 
dekom pozycji,  tym  ich  l iczba jest wię ksza,  ponieważ  energia 
zawarta we współczynnikach  aproksym acji jest wię ksza. N al eż y 
tak dobrać  l iczbę  poziom ów dekom pozycji,  aby poszukiwane skła-
dowe sygnału zawierały się  tyl ko we współczynnikach  szczegółów. 
S zerokoś ć  anal izowanego pasm a zal eż y od szerokoś ci okna czaso-
wego,  natom iast rozdziel czoś ć  od czę stotl iwoś ci próbkowania. 
W  przypadku wykorzystania f al ki M al v ara nach yl enie obwiedni 

nie wpływa znacząco na otrzym ane wyniki. J ak wcześ niej wspo-
m niano,  im  wię ksze nach yl enie tym  m niejszy przeciek,  jednak 
nal eż y pam ię tać  o nakładaniu się  tyl ko sąsiednich  przedziałów,   
w związku z czym  nach yl enie obwiedni m usi być  kom prom isem  
m ię dzy gładkoś cią prof il u a l iczbą poziom ów dekom pozycji. S zero-
koś ć  okna czasowego wpływa na szerokoś ć  anal izowanego pasm a,   
a czę stotl iwoś ć  próbkowania na rozdziel czoś ć  otrzym anego widm a. 
A nal izie wiel orozdziel czej z uż yciem  f al ki M al v ara poddano 

również  sygnał szum u podwodnego o l iczbie próbek równej 4 0 9 6  
( rys. 5 ) . L iczba współczynników f al kowych  zawierających  okre-
ś l oną czę ś ć  energii sygnału m al eje wraz ze wzrostem  poziom u 
dekom pozycji. N iż sze poziom y dekom pozycji pozwal ają na l oka-
l izację  czasową niestacjonarnoś ci. W  wybranych  przedziałach  
czasowych  poziom u trzeciego nawet 7 0 %  energii sygnału zawiera 
się  w 6 -7  współczynnikach ,  a dl a niektórych  przedziałów poziom u 
czwartego taka il oś ć  energii m ieś ci się  w 2 -4  współczynnikach . P rzy 
takiej l iczbie próbek wystarczyłyby 3-4  poziom y dekom pozycji. 
 
 

  
R y s .  5 .  W s p ó ł c z y n n i k i  a n a l i z y  w i e l o r o z d z i e l c z e j  s y g n a ł u  s z u mu  p o d w o d n e g o  

z  w y k o r z y s t a n i e m f a l k i  M a l v a r a  n a  k o l e j n y c h  p o z i o ma c h  d e k o mp o z y c j i  
F i g .  5 .   L O T  c o e f f i c i e n t s  o f  u n d e r w a t e r  n o i s e  o n  f o l l o w i n g  d e c o mp o s i t i o n  l e v e l s  
 
O trzym ane współczynniki f al kowe zach owują właś ciwoś ci sta-

tystyczne badanego sygnału,  co wynika z l iniowoś ci przekształce-
nia. J eś l i sygnał nie zawiera składowych  h arm onicznych ,  a szum  
m a ch arakter gaussowski,  energia współczynników jest jednakowa 
w całym  paś m ie. W  przypadku pojawienia się  składowych  h arm o-

nicznych ,  energia współczynników odpowiadających  tym  składo-
wym  roś nie. 
A nal iza szum u podwodnego z zastosowaniem  f al ki db3 daje 

gorsze rezul taty ( rys. 6 ) . P rzy oś m iu poziom ach  dekom pozycji 7 0 %  
energii sygnału zawiera się  w około 5 9  współczynnikach . W ię k-
szoś ć  tych  współczynników nal eż y do szczegółów z poziom ów 5   
i 6 ,  pozostałe do szczegółów z poziom ów 7  i 8  oraz aproksym acji 
sygnału na poziom ie 8  ( rys. 6 ) . W zrost rzę du f al ki oraz zwię kszenie 
l iczby poziom ów dekom pozycji właś ciwie nie wpływa na zm ianę  
l iczby współczynników zawierających  7 0 %  energii sygnału. 
 
 

  
R y s .  6 .  W s p ó ł c z y n n i k i  a n a l i z y  w i e l o r o z d z i e l c z e j  s y g n a ł u  s z u mu  p o d w o d n e g o  

z  w y k o r z y s t a n i e m f a l k i  d b 3  n a  k o l e j n y c h  p o z i o ma c h  d e k o mp o z y c j i  
F i g .  6 .   M u l t i r e s o l u t i o n  a n a l y s i s  c o e f f i c i e n t s  o f  u n d e r w a t e r  n o i s e  w i t h  u s e  o f  d b 3  

w a v e l e t  o n  f o l l o w i n g  d e c o mp o s i t i o n  l e v e l s  
 

 
5. P o d s u m o w a n i e  
 
W  pracy przedstawiono porównanie wyników anal izy wiel o-

rozdziel czej sygnałów szum owych  zawierających  składową h ar-
m oniczną z wykorzystaniem  f al ki M al v ara oraz wybranych  f al ek 
D aubech ies. Z am ieszczone rozważ ania pozwal ają na przyję cie 
stwierdzenia,  ż e do detekcji składowych  h arm onicznych  zdecy-
dowanie l epiej nadaje się  przekształcenie z wykorzystaniem  f al ki 
M al v ara,  niż  przekształcenie z wykorzystaniem  f al ki D aubech ies. 
K ształt f al ek D aubech ies nie jest optym al ny do anal izy tego typu 
sygnałów. P okazano,  ż e l iczba współczynników zawierająca okre-
ś l oną czę ś ć  energii sygnału zal eż y od stosunku S N R  oraz od l iczby 
poziom ów dekom pozycji. S zerokoś ć  okna czasowego m a wpływ na 
szerokoś ć  anal izowanego pasm a. W  przypadku f al ki M al v ara zm ia-
na nach yl enia obwiedni m a niewiel ki wpływ na otrzym ane wyniki. 
A nal izę  sygnałów szum owych  zawierających  składowe tonowe 

przeprowadza się  m .in. badając szum y podwodne cel em  detekcji 
składowych  h arm onicznych  poch odzących  od inf rastruktury l ą-
dowej oraz odl egłych  obiektów pływających . 
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