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S t r e s z c z e n i e  
 

W  a rt y k u le  p rz e d s t a w i ono m od e l m a t e m a t y c z ny  na d ą ż ne g o f i lt ru  s y nc h ro-
ni c z ne g o, t ł u m i ą c e g o w  s y g na ł a c h  w y ż s z e  h a rm oni c z ne , s t e row a ne g o z a  
p om oc ą  p ow i e lony c h  p rz e b i e g ó w  ot rz y m a ny c h  z  s y g na ł u  w e j ś c i ow e g o 
p rz e s u ni ę t e g o o od p ow i e d ni  k ą t . W  p ra c y  z a p re z e nt ow a no ró w ni e ż  w y ni k i  
s y m u la c y j ne  ora z  w y ni k i  b a d a ń  m od e lu  f i lt ru  s y nc h roni c z ne g o t ł u m i ą c e g o 
2. i  3. h a rm oni c z ną . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  t ł u m i e ni e  h a rm oni c z ny c h , s t ru k t u ra lne  p rz e s u ni ę c i e  
f a z ow e . 
 
M at h em at ic al m o d el o f  s y nc h r o no u s  f ilt er  

 
A b s t r a c t  

 
T h e  p a p e r p re s e nt s  m a t h e m a t i c a l m od e l of  f ollow -u p  s y nc h ronou s  f i lt e r, 
w h i c h   a t t e nu a t e  h i g h e r h a rm oni c s  i n s i g na ls  u s i ng  t h e  s a m e  s i g na ls , b u t  
s h i f t e d  b y  a p p rop ri a t e  a ng le . T h e  p a p e r p re s e nt s  a ls o t h e  re s u lt s  re la t i ng  t o 
t h e  m a t h e m a t i c a l ( f i g . 3)  a nd  p h y s i c a l m od e ls  ( f i g . 4 , 5, 6 ) . 
 
K e y w o r d s :  h i g h e r h a rm oni c s  a t t e nu a t i on, f i lt e rs  s t ru c t u ra l p h a s e  s h i f t . 
 
1 .  Wpr o w ad z enie 
 

F i l t r y  s y n c h r on i c z n e n a l eż ą  d o k l a s y  f i l t r ó w g r z eb i en i owy c h , 
r ea l i z owa n y c h  z a r ó wn o w t ec h n i c e a n a l og owej  j a k  i  c y f r owej .  
A n a l og owe f i l t r y  s y n c h r on i c z n e od  l a t  s ą  s t os owa n e g ł ó wn i e 
w t ec h n i c e p om i a r ó w n i eel ek t r y c z n y c h  w c el u  wy el i m i n owa n i a  
h a r m on i c z n y c h  p a r z y s t y c h .  F i l t r y  s y n c h r on i c z n e s k u t ec z n i e r ed u -
k u j ą  ws p ó ł c z y n n i k  s z u m ó w i  u m oż l i wi a j ą  n i em a l  d owol n e z a wę-
ż en i e s z er ok oś c i  p a s m a , c o j es t  t r u d n e d o u z y s k a n i a  
w s t a n d a r d owy c h  f i l t r a c h  RC l u b  L C, z e wz g l ęd u  n a  og r a n i c z on ą  
d ob r oć  el em en t ó w.  T ł u m i en i e wy ż s z y c h  h a r m on i c z n y c h  w s y g n a -
ł a c h  p om i a r owy c h  p r z y  wy k or z y s t a n i u  f i l t r ó w s y n c h r on i c z n y c h  
od b y wa  s i ę z a  p om oc ą  t y c h  s a m y c h  s y g n a ł ó w a l e p r z es u n i ęt y c h  
o od p owi ed n i  k ą t  [ 1 ] .  

F i l t r y  s y n c h r on i c z n e c h a r a k t er y z u j ą  s i ę s t a ł y m  p r z es u n i ęc i em  
f a z owy m  n i ez a l eż n y m  od  c z ęs t ot l i woś c i  s y g n a ł u  wej ś c i oweg o.  
P r z es u n i ęc i e t o z m i en i a  s i ę n a t om i a s t  wr a z  z e z m i a n ą  k on f i g u r a c j i  
f i l t r u , k t ó r a  z a l eż y  od  h a r m on i c z n ej  t ł u m i on ej  p r z ez  f i l t r .  N a  
p r z y k ł a d  p r z y  t ł u m i en i u  2 .  h a r m on i c z n ej  i  j ej  wi el ok r ot n oś c i  
p r z es u n i ęc i e f a z owe, n a z wa n e s t r u k t u r a l n y m  p r z es u n i ęc i em  f a z o-
wy m  f i l t r u , wy n os i  0 , n a t om i a s t  d l a  i n n y c h  s t r u k t u r  f i l t r u  t ł u m i ą -
c y c h  wy ż s z e h a r m on i c z n e p r z es u n i ęc i e t o p r z y j m u j e wa r t oś c i  
r ó ż n e od  z er a .  

R oz wi ą z a n i e u k ł a d owe or a z  wł a ś c i woś c i  n a d ą ż n eg o f i l t r u  s y n -
c h r on i c z n eg o, s k ł a d a j ą c eg o s i ę z  d wó c h  k a s k a d  t ł u m i ą c y c h  od p o-
wi ed n i o h a r m on i c z n e p a r z y s t e i  n i ep a r z y s t e, b ęd ą c e wi el ok r ot n o-
ś c i ą  t r z ec i ej  h a r m on i c z n ej  s k ł a d owej  p od s t a wowej  s y g n a ł u  f i l t r o-
wa n eg o z m i en i a j ą c eg o s i ę w p r z ed z i a l e od  1 6  2 / 3 H z  d o 2 k H z  
p r z ed s t a wi on o w p r a c a c h  [ 2 , 4 ] .  
 

2 .  M o d el m at em at y c z ny  f ilt r u   
s y nc h r o nic z neg o  

 
N a p i ęc i e wej ś c i owe p od a wa n e n a  z m od y f i k owa n y  f i l t r  s y n -

c h r on i c z n y  [ 3 ] , k t ó r eg o og ó l n y  s c h em a t  p r z ed s t a wi on o n a  r y s .  1 , 
m a  p os t a ć  
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...3,2,1),sin()( ψω ,   ( 1 )  

g d z i e:   
Ai  - a m p l i t u d a  i -t ej  h a r m on i c z n ej , 

iψ  - p r z es u n i ęc i e f a z owe i -t ej  h a r m on i c z n ej .  
 
 

  
R y s .  1 .   Z m o d y f i k o w a n y  f i l t r  s y n c h r o n i c z n y  [ 2 ,  4 ]  
F i g .  1 .   M o d i f i e d  s y n c h r o n o u s  f i l t e r   

 
P r z eł ą c z n i k i  P1 i  P2 s ą  z e s ob ą  s p r z ęż on e i  p r z eł ą c z a n e c y k l i c z -

n i e.  K on d en s a t or y  C s ą  p r z ez  r ez y s t or  R k ol ej n o ł ą c z on e z e ź r ó -
d ł em  n a p i ęc i a  ok r eś l on eg o wz or em  ( 1 ) .  

K a ż d a  p r ó b k a  n a p i ęc i a  j es t  p ob i er a n a  w c z a s i e 
N
Tt = , g d z i e T 

j es t  ok r es em  s y g n a ł u  wej ś c i oweg o, a  N j es t  l i c z b ą  p r z ed z i a ł ó w n a  
k t ó r e d z i el on y  j es t  s y g n a ł  wej ś c i owy .  

D l a  t a k  u z y s k a n ej  p r ó b k i  r ó wn a n i e ok r eś l a j ą c e n a p i ęc i e n a  k o-
l ej n y m  k on d en s a t or z e f i l t r u  d ef i n i u j e wz ó r  
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O g ó l n i e, n a  p od s t a wi e s p l ot u  n a p i ęc i e n a  k on d en s a t or z e op i s u j e 

z a l eż n oś ć  
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p r z y  c z y m  s t a n  p oc z ą t k owy  ok r eś l a  r el a c j a  
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O s t a t ec z n i e w s t a n i e u s t a l on y m , p r z y  od p owi ed n i o d ob r a n ej  

d u ż ej  s t a ł ej  c z a s owej , n a p i ęc i a  n a  k on d en s a t or z e n a  p oc z ą t k u   
i  k oń c u  ok r es u  s ą  s ob i e r ó wn e i  wy n os z ą  
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C ał k a w ys t ęp u j ą c a w  r ó w n an iu  ( 5 ) , p r z y z m ian ie  g r an ic  c ał k o-

w an ia m a p os t ać  
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a p r z y w ym u s z e n iu  s yg n ał e m  op is an ym  r ó w n an ie m  
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O s t at e c z n ie  n ap ięc ie  n a k on d e n s at or z e  op is an e  r ó w n an ie m  ( 3 )  

d l a w ym u s z e n ia ok r e ś l on e g o r ó w n an ie m  ( 1 )  w yn os i 
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G d y s t ał a c z as ow a 

 ∞→RC ,          ( 1 0 )  
 
t o r ó w n an ie  ( 3 ) , ok r e ś l aj ą c e  n ap ięc ie  n a k on d e n s at or z e  Ck, m a 
p os t ać  
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Z al e żn oś ć  t a p r z y w ym u s z e n iu  op is an ym  w z or e m  ( 1 )  j e s t  r ó w n a 
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R ó żn ic ę n ap ięć  w ys t ęp u j ą c yc h  n a d w ó c h  k on d e n s at or ac h  *

Cku ,  
z  k t ó r yc h  j e d n o j e s t  p od an e  n a w e j ś c ie  od w r ac aj ą c e , a d r u g ie  n a 
w e j ś c ie  n ie od w r ac aj ą c e  w z m ac n iac z a r ó żn ic ow e g o, ok r e ś l a w yr a-
że n ie  
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g d z ie  q j e s t  p r z e s u n ięc ie m  k l u c z ow an ia i j e s t  ok r e ś l on e  w z or e m  
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a λ j e s t  h ar m on ic z n ą  t ł u m ion ą  p r z e z  f il t r . 
P r z y s p e ł n ion ym  z ał oże n iu  ( 1 0 ) , r ó żn ic ę n ap ięć  p od aw an ą  n a 

w ęz e ł  s u m ac yj n y m ożn a z ap is ać  w  p os t ac i [ 3 ]  
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C z yn n ik  

λ
π isin  w ys t ęp u j ą c y w  w yr aże n iu  ( 1 5 )  od n os i s ię d o 

t ł u m ion e j  h ar m on ic z n e j  λ i j e j  w ie l ok r ot n oś c i d l a d an e j  k as k ad y 
f il t r u  s yn c h r on ic z n e g o.  

W ar t oś ć  n ap ięc ia w yj ś c iow e g o f il t r u  
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b ęd z ie  d ą żył a d o z e r a d l a c z ęs t ot l iw oś c i 1fkfwe λ= , c z yl i f il t r  
b ęd z ie  t ł u m ił  s yg n ał y w e j ś c iow e  b ęd ą c e  w ie l ok r ot n oś c ią  c z ęs t o-
t l iw oś c i λf1  [ 3 ] .  

Z  p r z e d s t aw ion yc h  p ow yże j  r oz w ażań  w yn ik a, że  d l a λ = 2  w ar -
t oś ć  n ap ięc ia *

Cku  w yr ażon e g o w z or e m  ( 1 5 )  w yn os i 
 

 ...3,2,1122
20* =


−=

== l
liu
li

u
Ck

Ck ,  ( 1 8 )  
 

n at om ias t  d l a λ = 3  
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Z  r e l ac j i ( 1 8 )  i ( 1 9 )  w yn ik a, że  p r z y t ł u m ie n iu  p ar z ys t yc h  h ar -

m on ic z n yc h  am p l it u d a s yg n ał u  w yj ś c iow e g o b ęd z ie  d w a r az y 
w ięk s z a od  am p l it u d y s yg n ał u  w e j ś c iow e g o, a p r z y t ł u m ie n iu  3 . 
h ar m on ic z n e j  i j e j  w ie l ok r ot n oś c i am p l it u d a s yg n ał u  w yj ś c iow e g o 
b ęd z ie  3  r az y w ięk s z a. 
W yr aże n ie  ( 1 2 )  u m ożl iw ia p r z e p r ow ad z e n ie  an al iz y w p ł yw u  

k on f ig u r ac j i f il t r u  n a s t r u k t u r al n e  p r z e s u n ięc ie  f az ow e  w p r ow a-
d z an e  p r z e z  f il t r .  

D l a s yg n ał u  w e j ś c iow e g o 
 

 tAtu ωsin)( 1= ,              ( 2 0 )  
 

n ap ięc ie  m a w ar t oś c i z e r ow e  w  c h w il ac h  πω kt = , w z g l ęd n ie   
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N ap ięc ie  ok r e ś l on e  w yr aże n ie m  ( 1 5 ) , d l a 0=iψ , „ p r z e c h od z i”  

p r z e z  z e r o, g d y 
 0π)12(cos =

−−

N
qkn ,    ( 2 2 )  

 
os t at e c z n ie  p r z yj m u j e  p os t ać  
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Z faktu, iż w czasie jednego okresu pobieranych jest N pró bek 
oraz z zal eżnoś ci ( 1 5)  wynika, że wyrażenie ( 2 3 ) , przy ∞→N , 
wyrażone w radianach, ma postać  
 

 
λ
π

2
π' +=nk .           ( 2 4 )  

 
W  cel u okreś l enia struktural nego przesunię cia fazowego nal eży 

od wartoś ci uzyskanej z wyrażenia ( 2 1 )  odjąć  wartoś ć  uzyskaną  
z zal eżnoś ci ( 2 4 )  

 
λ

ξ π
2
π''

1 −=−= nkk .  ( 2 5)  
 
N a rys. 2  przedstawiono wykres odwzorowujący przesunię cie 

harmonicznych w paś mie do 4 0 . harmonicznej przy tł umieniu 
harmonicznych bę dących l iczbami pierwszymi. 

 
 

  
R y s . 2 .  W y k r es  od w z or ow uj ąc y  s t r uk t ur a l n e p r z es un i ę c i e f a z ow e f i l t r u  

s y n c h r on i c z n ego w  z a l eż n oś c i  od  t ł um i on ej  h a r m on i c z n ej  
F i g. 2 .  D i a gr a m  of  s y n c h r on ous  f i l t er  s t r uc t ur a l  p h a s e s h i f t i n g i n  d ep en d en c e  

on  h a r m on i c  a t t en ua t i on   
 
Z wykresu wynika, że fil tr tł umiący harmoniczne parzyste nie 

wprowadza przesunię cia fazowego, natomiast gdy tł umi trzecią 
harmoniczną i jej krotnoś ci to przesunię cie fazowe fil tru wynosi 

o30=ξ , przesunię cie fazowe przy tł umieniu piątej harmonicznej 
wynosi o54=ξ  itd. G dy fil tr jest tak zaprojektowany, że tł umi 
harmoniczne o dużych wartoś ciach to przesunię cie, nazwane 
struktural nym przesunię ciem fazowym, dąży do wartoś ci o90=ξ . 
 
3. W y n i k i  z  m od e l u  m a t e m a t y c z n e g o  

i  z  m od e l u  f i z y c z n e g o 
 

P rzy tł umieniu 3 . harmonicznej i jej wiel okrotnoś ci przez fil tr 
synchroniczny, zgodnie z wykresem przedstawionym na rys. 2 , 
struktural ne przesunię cie fazowe omawianego fil tru wynosi 6π . 
W  cel u uzyskania przesunię cia fazowego ró wnego zeru podję to 
pró bę  opracowania takiej struktury fil tru, któ ra przesunę ł aby 3 . 
harmoniczną o wartoś ć  6π- . W ykorzystując możl iwoś ć  kaska-
dowego ł ączenia fil tró w synchronicznych zbudowano model  
fizyczny fil tru w ukł adzie kaskadowym tł umiącego parzyste har-
moniczne oraz 3 . harmoniczną i jej wiel okrotnoś ci o zerowym 
przesunię ciu fazowym.  

Rysunek 3  przedstawia przebiegi napię ć  wejś ciowego i wyj-
ś ciowego opracowanego model u matematycznego fil tru opisanego 
wzorem ( 1 0 )  dl a ∞→RC  i N = 6 :  rys. 3 a dl a kl asycznej struktury 
fil tru tł umiącego 3 . harmoniczną, rys. 3 b dl a struktury odpowie-
dzial nej za korekcję  fazową, a rys. 3 c wypadkowy sygnał  na 
wyjś ciu fil tru synchronicznego tł umiącego 3 . harmoniczną i nie 
wprowadzającego przesunię cia fazowego ( rys. 3 c) . 

 
 

  
R y s . 3 .  P r z eb i egi  s y gn a ł ó w  n a  w y j ś c i u f i l t r u s y n c h r on i c z n ego, a )  k l a s y c z n ego 

t ł um i ąc ego 3 . h a r m on i c z n ą, 
6
πξ += , b )  op r a c ow a n ego p r z ez  a ut or a , 

w p r ow a d z a j ąc ego k or ek c j ę  f a z ow ą, 
6
πξ −= , c )  s y gn a ł  w y j ś c i ow y   

f i l t r u d l a  p oł ąc z en i a  k a s k a d ow ego 
F i g. 3 .   O ut p ut  s i gn a l  c our s es  of  s y n c h r on ous  f i l t er  a )  c l a s s i c a l , a t t en ua t i on  3 rd 

h a r m on i c , 
6
πξ += , b )  d es i gn ed  b y  a ut h or  w i t h  p h a s e c or r ec t i on , 

6
πξ −= , c )  f i l t er  out p ut  s i gn a l  f or  c a s c a d e c on n ec t i on  

 
O trzymane przebiegi wskazują, że sygnał y wyjś ciowe są prze-

sunię te odpowiednioo 
6
πξ +=  i 

6
πξ −= . P rzesunię cia te pozwa-

l ają wysnuć  wniosek, że kaskadowe poł ączenie fil tró w, wprowa-
dzającego przyspieszenie fazy i opó ź nienie fazy, pozwol i uzyskać  
fil tr o przesunię ciu fazy ró wnym zeru  

N a rys. 4  przedstawiono oscyl ogram sygnał u wyjś ciowego zbu-
dowanego model u fil tru synchronicznego tł umiącego parzyste 
harmoniczne oraz 3 . harmoniczną i jej wiel okrotnoś ci przy pobu-
dzeniu skł adową podstawową. U zyskany wynik wskazuje, że 
opracowany i zbudowany fil tr tł umi wybrane harmoniczne bez 
wprowadzania przesunię cia fazowego. 

 
 

  
R y s . 4 .  O d p ow i ed ź  f i l t r u n a  p ob ud z en i e 1 . h a r m on i c z n ą 
F i g. 4 .  F i l t er  r es p on s e on  1 s t  h a r m on i c  s t i m ul a t i on  

 
O scyl ogramy pokazane na rys. 5 wskazują na sil ne tł umienie 

drugiej harmonicznej przez fil tr synchroniczny. P rzedstawione 
powię kszenie sygnał u wyjś ciowego obrazuje kształ t i wartoś ć  
sygnał u tł umionego. Z poró wnania ampl itud sygnał ó w wynika, że 
tł umienie 2 . harmonicznej wynosi 2 8 ,5 dB . 

Rys. 6  przedstawia stopień  tł umienia trzeciej harmonicznej 
przez fil tr. P okazane powię kszenie sygnał u stł umionego wskazuje, 
że 3 . harmoniczna jest tł umiona bardzo sil nie i ampl ituda sygnał u 
wyjś ciowego jest o rząd mniejsza niż w przypadku tł umienia 
drugiej harmonicznej. T ł umienie 3 . harmonicznej jest na poziomie 
52 ,0  dB . 
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R y s . 5 .  O s c y l og ra m y  p rz e b i e g u  na p i ę c i a  w y j ś c i ow e g o f i l t ru  t ł u m i ą c e g o  

2 . h a rm oni c z ną  
F i g . 5 .  O s c i l l og ra m s  of  f i l t e r ou t p u t  v ol t a g e  a t t e nu a t i ng  2 nd h a rm oni c  

 
 

  
R y s . 6 .  O s c y l og ra m y  p rz e b i e g u  na p i ę c i a  w y j ś c i ow e g o f i l t ru  t ł u m i ą c e g o  

3 . h a rm oni c z ną  
F i g . 6 .  O s c i l l og ra m s  of  f i l t e r ou t p u t  v ol t a g e  a t t e nu a t i ng  3 nd h a rm oni c  

 
 4. P o d s u m o w a n i e  
 

N ad ąż ny  f i l t r  s y nc h r o ni c zny  nal e ż y  d o  k l as y  f i l t r ó w  g r ze b i e -
ni o w y c h .  W ł aś c i w o ś c i  t ł u m i ąc e  f i l t r u  s y nc h r o ni c zne g o  nad ąż aj ą 

za zm i anam i  c zę s t o t l i w o ś c i  s t e r u j ąc e j  f i l t r ,  k t ó r a j e s t  k r o t no ś c i ą 
c zę s t o t l i w o ś c i  s y g nał u  w e j ś c i o w e g o .  M o d e l  m at e m at y c zny  w y j a-
ś ni a s zc ze g ó ł o w o  zas ad ę  d zi ał ani a f i l t r u  o r az u m o ż l i w i a p r o j e k -
t o w ani e  f i l t r ó w  s y nc h r o ni c zny c h  t ł u m i ąc y c h  d o w o l ne  h ar m o ni c z-
ne  b e z w p r o w ad zani a p r ze s u ni ę c i a f azo w e g o .  

Z al e t ą f i l t r u  s y nc h r o ni c zne g o  j e s t  j e g o  w ł aś c i w o ś ć ,  ż e  p r ze s u -
ni ę c i e  f azo w e  f i l t r u ,  nazw ane  s t r u k t u r al ny m ,  ni e  zm i e ni a s i ę  w r az 
z c zę s t o t l i w o ś c i ą s y g nał u  w e j ś c i o w e g o .  S t r u k t u r al ne  p r ze s u ni ę c i e  
f azo w e  m a s t ał ą w ar t o ś ć  u w ar u nk o w aną s t r u k t u r ą f i l t r u ,  k t ó r a 
zal e ż y  o d  r zę d u  t ł u m i o ne j  h ar m o ni c zne j .  J e s t  t o  w aż na w ł aś c i w o ś ć  
f i l t r u .  W  ar t y k u l e  w y k azano ,  na p o d s t aw i e  o p r ac o w ane g o  m o d e l u  
m at e m at y c zne g o  i  zb u d o w ane g o  m o d e l u  f i zy c zne g o ,  m o ż l i w o ś ć  
w y e l i m i no w ani a s t r u k t u r al ne g o  p r ze s u ni ę c i a f azo w e g o  p r ze z 
d o ł ąc ze ni e  d o d at k o w e j  k as k ad y  f i l t r u  w p r o w ad zaj ąc e j  k o r e k c j ę  
f azo w ą [ 5 ] .  
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