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Streszczenie

Intuicja metrologa stanowi podstawe do formutowania zatozen niezbed-
nych w obliczeniach przedzialu ufnos$ci wyniku pomiaru. Intuicja opiera
si¢ 0 wiedz¢ i doswiadczenie, ktdrego nabywa si¢ wraz z praktyka. Zdo-
bywanie dos§wiadczenia mozna przyspieszy¢ wykonujac pomiary wirtual-
nie. Do tego celu predystynowana jest symulacja Monte Carlo. Jest ona
narz¢dziem skutecznym nawet w przypadkach silnej nieliniowosci rowna-
nia pomiaru. Pozwala efektywnie badaé¢ wptyw sposobu sformutowania
zatozen na wynik obliczen przedziatu ufnosci.

Stowa Kkluczowe: zalozenia do obliczen przedziatu ufnosci, symulacja
Monte Carlo.

Intuition and Monte Carlo simulation — a basis
for measurement inaccuracy analysis

Abstract

Metrologist’s intuition provides a basis for formulation of assumptions that
are necessary to calculate the confidence interval. The intuition is based
on knowledge and experience, which is acquired by practice. Gaining
experience may be expedited by making virtual measurements. A Monte
Carlo simulation is well suited for this purpose. It is an effective tool for
confidence interval calculation, even in the case of a strong non-linear
measurement equation, and it enables testing effectively how different
assumptions affect the result of calculations.

Keywords: assumptions for confidence interval calculation, Monte Carlo
simulation.

1. Wstep

Obliczenia niepewnos$ci pomiaru, lub ogélniej — przedziatu uf-
nosci', oparte sa o arbitralne zatozenia formutowane na podstawie
intuicji metrologa. Intuicja rodzi si¢ wiedzy i doswiadczenia,
ktérych zdobywanie przez praktyke realnych, fizycznie realizo-
wanych pomiar6éw, jest procesem dtugotrwalym. Mozna go przy-
spieszy¢ siggajac do pomiarow wirtualnych. Dla dowolnie ztozo-
nych procedur pomiarowych, modelowanych nieliniowymi row-
naniami [1], obliczenia przedziatu ufnosci mozna wykonaé za
pomoca symulacji Monte Carlo (MC) [2]. Czas trwania symulacji,
przy licznodci préby rzedu 10°, zapewniajacej wystarczajaca
doktadnos$é, jest poréwnywalny z czasem obliczen wykonywa-
nych za pomoca specjalistycznego oprogramowania, np. [3],
a opartych o splatanie rozktadow prawdopodobienstwa. Uniwer-
salny charakter symulacji MC i szybkos¢ obliczen pozwalaja
bada¢ skutki réznych sformutowan wspomnianych arbitralnych
zatozen. Symulacja jest dobrym narzedziem do ¢wiczen intuicji
metrologa.

Podstawowym pojeciem przy probabilistycznym podejsciu [4]
do analizy niedoktadnosci pomiaru jest prawdopodobienistwo.

! Rozwazania ograniczono w tej pracy do statycznych pomiaréw laboratoryjnych,
wykonywanych w warunkach powtarzalnosci.

Pojecie to nie jest tak oczywiste, jak si¢ na ogél wydaje. Warto
zainteresowac si¢ nim glebie;j.

2. Prawdopodobienstwo

Pojecie prawdopodobienstwa objasnia przedstawiony nizej
tekst, ograniczony znakami P oraz <, ktory jest skrotem (ze
zmianami redakcyjnymi, nie naruszajacymi istoty rzeczy) artykutu
R. Bartoszynskiego [5].

» Prawdopodobienstwo® to liczbowe wyrazenie mozliwosci
zajécia okreslonego zdarzenia. Stosowane okre$lenie prawdopo-
dobienstwa opiera si¢ na trzech postulatach:
1)dla dowolnego zdarzenia losowego 4 (czyli podzbioru zbioru

zdarzen elementarnych®) prawdopodobienistwo P{A} tego zda-

rzenia jest liczba zawarta migdzy 0 a 1;

2) prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego, tj. takiego, ktdre
zawsze zachodzi (prawdopodobienistwo calego zbioru zdarzen
elementarnych), réwne jest jednosci;

3)jezeli zdarzenia A, 4, ... wylaczaja si¢ wzajemnie, to prawdo-
podobienstwo zdarzenia polegajacego na zajsciu ktoregokol-
wiek z tych zdarzen jest réwne sumie prawdopodo-
bienstw: P{A] VAZ \ } = P{A]} + P{A]} + ...

Te trzy postulaty, zaproponowane przez A. N. Kolmogorowa
w 1933 r., wystarczaja do udowodnienia wszystkich znanych
twierdzen teorii prawdopodobienstwa, nie daja jednak odpowiedzi
na pytanie: jak w konkretnych przypadkach przyporzadkowac
prawdopodobienstwo P{A} zdarzeniu 4A? Dla celow praktycznych
przyporzadkowanie musi spetnia¢ dodatkowy warunek, trudny do
precyzyjnego sformutowania i zwiazany z nastgpujaca intuicja:
wyobrazmy sobie doswiadczenie®, w wyniku ktérego zachodzi
badz zdarzenie A4, badz zdarzenie przeciwne nie-A; jezeli
w identycznych warunkach® przeprowadzi sie serie k niezaleznych
powtorzen do$wiadczenia i w rezultacie zaobserwuje si¢ r razy
zajscie zdarzenia A4, a pozostate k — r razy zaj$cie zdarzenia nie-A,
to utamek® /k powinien by¢ bliski P{A} — tym blizszy, im wigk-
sza jest liczba powtdrzen k. Przy nieograniczonym powtarzaniu
doswiadczenia czegsto$¢ wystepowania danego zdarzenia powinna
zbliza¢ si¢ do prawdopodobienstwa. Trudnos$¢ stanowi precyzyjne
sformutowanie sensu zastrzezenia: ,,w identycznych warunkach
mogacych mie¢ wptyw na zajscie zdarzenia 4”.

,Klasycznie” prawdopodobienstwo okresla reguta P. S. Laplace’a
(XVII w.): niech wynikiem doswiadczenia jest zawsze doktadnie
jedna sposrod k£ wytaczajacych si¢ mozliwosci, a szanse wystapie-
nia kazdej z nich sa takie same oraz, ze r sposrdd tych £ mozliwo-
$ci pociaga za soba zajscie zdarzenia A, a pozostale k —r mozli-
wosci — zajscie zdarzenia przeciwnego nie-A. Wowczas prawdo-
podobienstwo P{A} ma wartos¢ r/k. Trudnos$¢ stanowi sprecyzo-
wanie warunku ,,jednakowe szanse dla kazdej mozliwosci.

W sporze o istote prawdopodobienstwa zasadniczy jest pro-
blem: czy prawdopodobienstwo jest obiektywna cechg zdarzenia,
czy tez jest zwigzane z naszym opisem tego zdarzenia, czy tez
brakiem wiedzy o jego mechanizmie. <

Przyktadem trudno$ci obiektywnej oceny prawdopodobienstwa
jest tzw. paradoks Bertranda [7, 8]. Dotyczy on nastepujacej kon-
strukcji geometrycznej: Na plaszczyznie lezy okrag i przecinajaca
si¢ z nim prosta. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze okrag

2 Historia analiz tego pojgcia sigga XVII w. (B. Pascal, P. Fermat i Ch. Huygens).

3 Zbiér zdarzen elementarnych nazywa sie tez zbiorem petnym zdarzen lub populacja
generalng [6].

* Mowa jest tutaj o doswiadczeniu w znaczeniu eksperymentu, ktérego wynikiem jest
zdarzenie.

* Te same warunki powtarzania do$wiadczenia nazywaja si¢ warunkami powtarzal-
nosci.

© Utamek m/n nazywa si¢ czestoécia wystepowania zdarzenia.



odcina na prostej cigciwg o dtugosci wigkszej niz dlugosé boku
trojkata rownobocznego, wpisanego w okrag? Ze zbioru wszyst-
kich prostych przecinajacych si¢ z okregiem, czyli zbioru pelnego
o licznosci k, nalezy wyodrebni¢ podzbidr o licznosci » prostych,
z ktérych okrag odcina cigciwe o dlugosci wiekszej niz dlugosé
boku trojkata rownobocznego i ktore nazwiemy prostymi sprzyja-
Jjacymi. Prawdopodobienstwem P bedzie granica utamka r/k gdy k
ro$nie nieograniczenie:

P=lim~ (1)

Analizujemy dwa przypadki:

1) Niech proste, przecinajace si¢ z okregiem, tworza wiazke li-
nii réwnolegtych, rozmieszczonych w jednakowych odstepach, jak
na rys. 1, na ktérym proste sprzyjajace narysowano liniami cia-
glymi, a pozostate — liniami przerywanymi. Niech odstepy miedzy
prostymi maleja nieograniczenie. Zauwazamy, ze kierunek prze-
biegu prostych, tworzacych wiazke, moze by¢ dowolny i wniosku-
jemy, ze okresliliSmy zbior pelny prostych przecinajacych sig
z okregiem i zawierajacy si¢ w nim zbior prostych sprzyjajacych.
Positkujac si¢ rys. 1 oceniamy szukane prawdopodobienstwo na
P=1/2.

Rys. 1. Paradoks Bertranda. Przypadek 1)
Fig. 1. Bertrand’s paradox. Case 1)

2) Niech proste, przecinajace si¢ z okregiem, tworza pek linii
przechodzacych przez punkt S na okregu i roztozonych w formie
wachlarza w jednakowych odstgpach katowych, jak na rys. 2, na
ktérym proste sprzyjajqce, jak na rys. 1, narysowano liniami
ciaglymi, a pozostale — liniami przerywanymi. Niech odstgpy
katowe maleja nieograniczenie. Zauwazamy, ze punkt S jest do-
wolnym punktem na okrggu. Znowu zdefiniowalisSmy zbiér petny
prostych przecinajacych si¢ z okregiem i zawierajacy si¢ w nim
zbior prostych sprzyjajqcych. Positkujac sig¢ rys. 2 oceniamy szu-
kane prawdopodobienstwo na P = 1/3.

Rys. 2. Paradoks Bertranda. Przypadek 2)
Fig.2. Bertrand’s paradox. Case 2)

Paradoks jest pozorny — w kazdym z rozpatrywanych przypad-
kow inaczej zdefiniowano zbidr pelny zdarzen: w przypadku 1) —
jako zbior prostych réwnoleglych rozmieszczonych jednostajnie
ze wzgledu na odleglosci mierzone na S$rednicy d (rys. 1),
a w przypadku 2) — jako zbiér prostych przechodzacych przez
punkt S, rozmieszczonych jednostajnie ze wzgledu na katy migdzy
prostymi.

Kolejna sytuacje przedstawia rys. 3. Tu na potokregu rozmiesz-
czono jednostajnie 19 punktéw S, ponumerowanych od 0 do 18.
Przez punkt 0 poprowadzono styczna do okregu, a przez pozostate
punkty — proste réwnolegle do niej. Rozklad punktéw przecigcia
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tych prostych z prostopadta do nich $rednica d nie jest rozktadem
jednostajnym, jak na rys. 1. Funkcja opisujaca ten rozklad wynika
z analizy zalezno$ci geometrycznych, przedstawionych na rys. 4.

Wyobrazamy sobie, ze punkt S przemieszcza si¢ w kierunku
ruchu wskazéwek zegara po potokregu ABZ od potozenia A do od
potozenia B zakreslajac kat £. Sposrdd peku prostych przechodza-
cych przez punkt S (rys. 2) w potozeniu A wybieramy styczng a,
a w potozeniu B — prostg b, réwnolegla do a i réwnoczesnie two-
rzaca kat S ze styczng do okregu w punkcie B. Gdy kat £ rosnie
jednostajnie, punkt B przemieszcza si¢ jednostajnie po okregu,
a prosta b przybiera wszystkie mozliwe potozenia katowe fS
wzgledem stycznej w punkcie B, czyli zbidr prostych b usytuowa-
ny jest wzgledem stycznej w punkcie B tak, jak pek prostych na
rys. 2 wzgledem stycznej a w punkcie S. Z rys. 4 wynika, ze
wspotrzedna x punktu przecigcia prostej b ze srednica d wyraza sig
wzorem:
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Rys. 3. Proste rownolegle przecinajace si¢ z okregiem w punktach
rozmieszczonych jednostajnie na potokregu

Fig. 3. Mutually parallel lines, which are crossing a circle at points
spaced uniformly on a semicircle

Gdy kat S ma rozktad jednostajny, wspoirzedna x ma rozktad

wartosci funkcji sinus, czyli rozklad typu U o funkcji G(x) réz-
niczkowej gestosci prawdopodobienstwa:

2

2
G(x)= n~d-1/1—4-%

0 dla x¢[-d/2,d/2]

dla xel[-d/2,d/2]

Rys. 4. Szkic do obliczen prawdopodobienstwa w przypadku wg rys. 3
Fig. 4.  Sketch for probability calculation for the case shown in Fig. 3

Kojarzac to spostrzezenie z rys. 3 stwierdzamy, iz prawdopodo-
bienstwo tego, ze dlugosé cieciwy jest wigksza od dhugosci boku
trojkata rownobocznego wpisanego w okrag, rowne jest wartosci
calki:

dj4
P= jG(x)~dx=l (4)
3

—d/4

co potwierdza warto$¢ oceny prawdopodobienstwa, otrzymang na
podstawie ogladu rys. 2.
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W tych rozwazaniach wykorzystano pojecie ,,jednakowe szanse
dla kazdej mozliwosci”. Jest ono réwnowazne pojeciu rozkladu
jednostajnego. I tak w przypadku 1) (rys. 1), rozktad jednostajny
przypisano potozeniu punktu przecigcia rozwazanych prostych
rownolegtych z prostopadia do nich $rednica okregu, a w przy-
padku 2) (rys. 2), ten sam rozktad przypisano potozeniu katowemu
prostych przecinajacych si¢ w punkcie S, potozonym na okregu.
Sytuacja pokazana na rys. 2 okazala si¢ rOwnowazna sytuacji
przedstawionej na rys. 3, na ktorym z kolei rozktad jednostajny na
potokregu przypisano punktom przecigcia prostych rownoleglych
z tym polokregiem. Positkujac si¢ rys. 4 wykazano tez, ze to
ostatnie przypisanie prowadzi do rozktadu typu U punktow prze-
cigcia na srednicy.

Oceny prawdopodobiefistwa moga by¢ poprawne tylko w ra-
mach arbitralnych zatozen, zastosowanych przy definiowaniu
prawdopodobienstwa dla danej sytuacji. U zrodta zatozen lezy
czesto pojecie rozktadu jednostajnego (ktore w nastgpstwie dal-
szych analiz moze prowadzi¢ do innych rozktadéw. Zatozenie
o rozkladzie jednostajnym podpiera si¢ zaleceniem, znanym tez
z Przewodnika [9] i sformutowanym w [5] nastgpujaco: » jezeli
nie znane s3 zadne przyczyny, ktore moglyby powodowaé, ze
jedna z mozliwosci ma wigksze szanse wystapienia niz inne,
powinno si¢ wszystkim mozliwosciom przypisa¢ jednakowe
prawdopodobienstwa. Jest faktem empirycznie stwierdzonym, ze
dla szerokiej klasy zjawisk powyzszy sposdb przypisywania
prawdopodobienstwa zdarzeniom dostarcza ,,dobrych” wartosci
prawdopodobiefistwa — obserwowane czestosci’ sq istotnie bliskie
tym prawdopodobienstwom. 4

W odniesieniu do pomiaru prawdopodobienstwo P dotyczy
prawdziwosci orzeczenia o tym, ze btad pomiaru (9), (10) miesci
si¢ w przedziale niepewnosci pomiaru:

PE P{age(-U,U)} )

lub ogdlniej — o tym, ze warto$¢ mierzona miesci si¢ w przedziale
ufnosci.

3. Zmienne losowe pomiaru.
Rownanie pomiaru

Dla ogdlnosci dalej rozwaza si¢ tzw. pomiary posrednie, w kto-
rych warto$¢ ¢ mierzonej wielkosci (czyli warto$¢ tzw. wielkos$ci
wyjsciowej pomiaru) wyznacza si¢ z wartosci x, y, z, ... tzw. wiel-
kosci wejsciowych® na podstawie znanej skadinad zaleznosci
funkcyjnej:

q=1(x,y,z,..) 6)

Zaleznos¢ ta stanowi tzw. rOwnanie pomiaru.

Pomiar posredni moze by¢ jednoczesny gdy wartosci x, y, z, ...
sa wskazaniami (z uwzglednieniem ewentualnych poprawek)
przyrzadow pomiarowych, tworzacych jeden uktad pomiarowy,
lub niejednoczesny gdy wartosci x, y, z, ... sg wartosciami zmie-
rzonymi w osobnych uktadach pomiarowych. Pomiar bezposredni
mozna natomiast traktowaé jako przypadek szczegélny pomiaru
posredniego jednoczesnego, gdy g = x.

Przy probabilistycznym podejsciu do analizy doktadnosci war-
tosci x, y, z, ... oraz ¢ traktuje si¢ jako zmienne losowe. Zmienny-
mi losowymi sa tez bledy:

Axdéfx—xr, Aydgy—yr, Azd;fz—zr, (7

7 Czegstosci zwane sa tez prawdopodobienstwami empirycznymi.

8 Formalnie biorac nalezaloby odrézniaé pojecia zmiennych X, ¥, Z, ... oraz Q od
poje¢ wartosci tych zmiennych x, y, z, ... oraz g. Dla uproszczenia tekstu §wiadomie
rezygnuje si¢ z tego.

przy czym Xx;, V., z, ... s§ hipotetycznymi wartosciami prawdzi-
wymi odpowiednich wielkosci wejsciowych. Z definicji (7) wyni-
kaja zaleznosci:

x=x+Mx, y=y, +4y, z=z +4z, .. ®)

z ktorych wnioskuje sig, ze rozktady prawdopodobienstwa zmien-
nych x, y, z, ... 16znig si¢ od rozkltadéw zmiennych Ax, Ay, Az, ...
tylko warto$ciami oczekiwanymi, a zatem nie stanowi zasadniczej
roznicy to, czy w analizie doktadnosci jako zmienne losowe po-
miaru traktuje si¢ zmienne x, y, z, ... (podejscie Przewodnika [9]),
czy tez zmienne Ax, Ay, Az, ... (tradycyjne podejscie polskie).

Z réownania (6) wynika nastepujace ogdlne wyrazenie, okresla-
jace btad pomiaru:

Aq = qdéfq_qr = f(x7 Y, z, "-)_f(xrr YisZps ) = (9)
=f(x, + A, y, + Ay, z, + Az, ..)—f(x,, y,, 2, ...)

Wyrazenie to mozna wykorzystaé w sytuacji liniowego lub do-
wolnie nieliniowego réwnania pomiaru (6), w szczegolnosci do
obliczen metoda symulacji MC — jedyna metoda, ktdra nie ograni-
cza stopnia nieliniowo$ci réwnania pomiaru (6). Hipotetyczne
warto$ci prawdziwe x,, )y, z;, ... W obliczeniach zastgpuje si¢ ich
estymatami X, Ve, Ze, ... Przy niewielkiej nieliniowosci réwnania
pomiaru (6), wyrazenie (9) sprowadza si¢ do znanej postaci przy-
blizonej:

qu@xw‘Ax-t-a—qX,-Ay-i—@xt,-Az#,. (10)
ox Yer ov|r. Oz Ve

Wzory (9) i (10) wyrazaja prawo propagacji bledow i sg réwna-
niami pomiaru w kategoriach bledow. Wzér (10), jesli moze by¢
stosowany, ma t¢ przewage nad ogdlniejszym wzorem (9), Ze nie
stwarza niebezpieczenstwa zltego uwarunkowania numerycznego
obliczen.

W dalszych wywodach, zgodnie ze wspomnianym podejsciem
polskim, zmiennymi pomiaru bedzie si¢ nazywaé btedy Ax, Ay,
Az, ... oraz Aq.

4. Problem statystycznej niezaleznosci btedow.
Kategorie btedow

Niepewnos¢ rozszerzong pomiaru [9], lub granice przedziatu
ufhosci [2], wyznacza si¢ z rozktadu prawdopodobienstwa zmien-
nej wyjsciowej Ag. Rozklad ten powiazany jest z rozktadami
zmiennych wejsciowych Ax, Ay, Az, ... poprzez rownanie pomiaru
— ogolnie (9) lub, przy spelieniu okreslonych warunkow — (10).
Prostota obliczen wymaga, by bledy Ax, Ay, Az, ... byly staty-
stycznie niezalezne.

Z punktu widzenia analizy statystycznej niezaleznosci bledow
oraz stopnia arbitralno$ci oceny typdw ich rozktadéw dogodnie
jest rozrézni¢ dwie kategorie btedow odpowiadajacych katego-
riom tzw. niepewnosci standardowych, zdefiniowanych w [9]:

A) bledy wywotane efektami losowymi — btedy przypadkowe,
nazywane dalej bledami typu A i oznaczane jako Apx, Apy,
Apz, ... . Estymatorami odchylen standardowych tych bledow
sa niepewnosci standardowe typu A,

B) bledy wywolane efektami systematycznymi [10], traktowane
jednak jako zmienne losowe (randomizowane) w populacji
generalnej pomiaréw wykonywanych w ten sam sposob za
pomoca aparatury tego samego rodzaju i typu, nazywane dalej
btedami typu B i oznaczane jako Agx, Agy, Az, ... . Odchyle-
nia standardowe tych bledow, dla ujednolicenia terminologii,
nazywane sa niepewnos$ciami standardowymi typu B.

Bledow przypadkowych Apx, Apy, Aaz, ... nie mozna traktowac
jako niezaleznych zmiennych losowych, ale tez nie ma potrzeby



oddzielnego oceniania ich rozktadow. Propagacja tych bledéw wg
(9) Iub (10) tworzy btad przypadkowy Aag, ktorego rozktad moz-
na oceni¢ a posteriori, metodami statystycznymi, po wykonaniu
pomiaru zlozonego z n>1 niezaleznych obserwacji wartosci
q;=f(x;, yi, z;, ...). Przy tym warto$ci x;, y;, z;, ... (i=1, ..., n) po-
winny by¢ wyznaczone w tej samej chwili £, Wymog niezalezno-
$ci obserwacji moze oznacza¢ celowo$¢ badania stopnia skorelo-
wania obserwacji i wyznaczania efektywnej liczby obserwacji,
mniejszej od n [11]. Proby okreslania typu rozktadu bledu, np. na
podstawie histogramu, moga mie¢ sens tylko przy duzej liczbie n,
np. rzedu co najmniej 10% To natomiast stoi w sprzecznosci
z wymaganiem, by kolejne obserwacje wykonywaé w warunkach
powtarzalnos$ci. Przy niewielkiej liczbie n nie pozostaje nic inne-
g0, jak zatozy¢ normalny rozktad bledu A,g, estymowaé odchyle-
nie standardowe o, za pomocg odchylenia empirycznego s (11)
i postepowac dalej zgodnie z utarta procedura [9]. Skutki takiego
postepowania przedstawiono czgsciowo w [12]. Szerzej omawia je
rozdz. 6. Rozklad btedu 4,q, a przynajmniej estymata s (11) jego
odchylenia standardowego, okreslany jest zatem a posteriori.

Bledy 4gx, Agy, Apz, ... sa bledami aparaturowymi, btedami po-
prawek itp. Przy umiejgtnym doborze zbioru zmiennych wejscio-
wych x, y, z, ... [9] moga to by¢ bledy statystycznie niezalezne
o rozktadach prawdopodobienistwa okreslonych a priori (przed
pomiarem) na podstawie wiedzy i do§wiadczenia mierzacego [9].
Bledom tym przypisuje si¢ czesto arbitralnie rozktad jednostajny
lub trapezowy. W niektorych sytuacjach moze by¢ uzasadnione
przypisanie innego rozktadu [12].

Problem niezaleznosci zmiennych wejsciowych nie istnieje na-
tomiast w pomiarach posrednich niejednoczesnych, ktére sprowa-
dzaja si¢ do obliczen wg funkcji (6) na podstawie wynikow nieza-
leznych pomiaré6w wartosci x, y, z, ... Rozktady prawdopodobien-
stwa btedow Ax, Ay, Az, ... okreslone sg przez wykonawcdéw po-
miaré6w wartosci x, y, z, ... Dla wykonawcy pomiaru posredniego
niejednoczesnego sa to zatem bitedy typu B o rozktadach znanych
a priori.

5. Zatozenie o normalnym rozktadzie btedéw
przypadkowych obserwacji

Przy niewielkiej liczbie n obserwacji trzeba przyjaé hipoteze
o normalnym rozkladzie bledéw przypadkowych obserwacji
i nieznane odchylenie standardowe o, wartosci $redniej z obser-
wacji przybliza¢ odchyleniem empirycznym s, czyli, wg [9],
niepewnoscia standardowa u, typu A:

> (@ -0y
n-(n—1)

(an

uA:SZ

przy czym gq,, jest srednia arytmetyczng z n zaobserwowanych
wartosci q;, an — 1 = v—liczba stopni swobody.

Rozwazmy sytuacje, gdy btad 4d,g wartosci $redniej
z obserwacji ¢,, jest jedynym (lub zdecydowanie dominujacym)
bledem pomiaru. Niepewno$¢ rozszerzona U dla poziomu ufnosci
p oblicza si¢ wtedy jako iloczyn us przez wspotczynnik rozsze-
rzenia kg(p, v), okreslony wedtug rozktadu Studenta dla danego
poziomu ufnosci p i liczby v:

U=ky(p.v)u, (12)

Wartosci up =s (11) majg znaczny losowy rozrzut, mimo, ze
obserwacje ¢; pochodza z tej samej populacji generalnej obserwa-
¢ji o rozkladzie normalnym z odchyleniem standardowym’ oyp,.
Zdarzaja si¢ przypadki, gdy losowe wartosci ¢; sa bliskie sobie, co
daje mate wartosci s << o, i przypadki, gdy wartosci te sa mocno

® Rozréznia si¢ odchylenie standardowe o, obserwacji ¢; od n°

odchylenia standardowego o, wartosci §redniej gay.

-krotnie mniejszego
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rozrzucone i wtedy s >> o,. To zjawisko szczeg6lnie ostro wyste-
puje przy matej liczbie stopni swobody v=rn— 1. Wartosci nie-
pewnosci rozszerzonej U (12) sa wigc tez mocno rozrzucone przy
powtarzaniu pomiaru ztozonego z n obserwacji mimo, ze warunki
powtarzalnosci sa speilnione. Stad falszywe wnioskowanie, ze
warto$¢ niepewnosci rozszerzonej warto obliczaé tylko z grubsza.
Tymeczasem, pomimo znacznego rozrzutu wartosci U, prawdopo-
dobienstwo'® P (5) tego, ze btad wartosci sredniej Ang miesci sie
w przedziale niepewnosci rozszerzonej jest réwne poziomowi
ufhosci:

P{Aqe(-U.U)}=p (13)

co tatwo sprawdzi¢ za pomoca symulacji MC. Poprawnos$¢ obli-
czen wg (12) wynika stad, ze rozktad Studenta, zwany tez staty-
styka Studenta, jest rozktadem zmiennej losowej #:

1Y A,q/s (14)

6. Skutki innego niz normalny rozktadu btedu
przypadkowego obserwacji

Blad przypadkowy moze mie¢ rozktad inny niz normalny [12],
ale nie mozna tego stwierdzi¢ na podstawie matej liczby » obser-
wacji. Za pomoca symulacji MC mozna natomiast bada¢ rozktad
(statystyke) zmiennej zdefiniowanej wzorem (14) dla dowolnego
rozktadu biedu przypadkowego. Symbol ¢ zwyczajowo przyjety
dla zmiennej Studenta, tj. dla rozkladu utamka A,g/s gdy btad
przypadkowy ma rozktad normalny, niech ma zastosowanie takze
dla innych rozktadéw btedu przypadkowego obserwacji.

Interesujaca moze by¢ statystyka zmiennej ¢ dla obserwacji
o rozktadzie typu U (rys. 5), ktéry moze pochodzi¢ od zaktdcen
od sieci energetycznej albo, jak w przykladzie przytoczonym
w [9] — od cyklicznych zmian temperatury przy dwustawne;j ter-
mostatyzacji uktadu pomiarowego. T¢ statystyke — wynik symula-
cji MC — dla liczby stopni swobody v=1 pokazano na rys. 6 1a)
i 1b) w zestawieniu ze statystyka Studenta. Na wykresie 1b) zasto-
sowano podziatke logarytmiczng na osi rzednych dla uwypuklenia
roznic migdzy statystykami w obszarze tzw. ogonow.

1 |
w08 ‘
0.6
nrm \ /
0,4
exp s » 9
. | ‘ N
3 =2 -1 0 1 2 3

Rys. 5. Rozktady o jednostkowym odchyleniu standardowym: t.U — typu U,
nrm — normalny, exp — Laplace’a

Fig. 5. Distributions with unitary standard deviation: t.U — U-type,
nrm — normal, exp — Laplace’s one

Symulacj¢ wykonano tez dla rozktadu dwustronnie wyktadni-
czego (Laplace’a) [13], ktéry rézni si¢ (rys. 5) od rozktadu nor-
malnego inaczej, niz rozktad typu U.

Za pomoca symulacji MC mozna wyznaczy¢ wspotczynniki
rozszerzenia dla sytuacji dominujacego btedu przypadkowego
o réznych rozkladach prawdopodobienstwa. W tab. 1 zestawiono
warto$ci  wspolczynnikow dla rozktadu typu U i rozkladu
Laplace’a, dla dwoch pozioméw ufnosci: 95% i 99%. W celach
poréwnawczych podano wspotczynniki dla normalnego rozktadu
btedu przypadkowego, czyli dla rozktadu Studenta zmiennej 7 (14).

1 Mowa jest tu o prawdopodobienstwie w populacji generalnej pomiaréw zlozonych
z n obserwacji i wykonywanych w powtarzalnych warunkach, wywotujacych domi-
nujacy blad przypadkowy o rozkladzie normalnym z odchyleniem standardowym
obserwacji Gops.
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Dane z kolumn 4 i 5 tab. 1 pozwalaja oszacowa¢ doktadnosc
oceny wspodlczynnika rozszerzenia, wykonanej za pomocg symu-
lacji MC. Przy zastosowanej tu licznosci proby 10%# jako pewne
mozna przyja¢ dwie cyfry znaczace. Dalsza analiza danych
z tab. 1 pozwala sformutowac nastepujace wnioski:

1) Rozktad Laplace’a bledu przypadkowego obserwacji daje
mniejsze, a rozktad typu U — wigksze wartosci wspolczynnika
rozszerzenia, niz rozktad normalny.

2)Roéznice migdzy wartosciami wspdtczynnikéw rozszerzenia
maleja ze wzrostem liczby stopni swobody.

Whiosek 2) ilustruje ,,dziatanie” centralnego twierdzenia gra-
nicznego rachunku prawdopodobienstwa: Rozktad prawdopodo-
bienstwa wartosci $redniej z obserwacji dazy do rozktadu normal-
nego gdy liczba obserwacji dazy do nieskonczonosci, niezaleznie
od rozkltadu prawdopodobienstwa poszczegdlnych obserwacii.
Statystyki wg rys. 6 daza wigc do rozktadu normalnego gdy v— oo.

la) ! \
0,8
U 1o
std, 1 0.4
02
] .
5% 5 2 4 0 1 2 3 4 s
t
1b) !
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std, 1 I i t
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o= 1
TS 4 3 2 A 0 1 2 3 4 5
t
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Rys. 6. Statystyki zmiennej losowej # wg (14) dla v= 1: linie czarne — statystyka
Studenta, linie szare — symulacje MC dla rozktadow obserwacji:
la), 1b) — typu U, 2a), 2b) — Laplace’a

Fig. 6.  Statistics of random variable 7 by formula (14) for v= 1: black curves —
Student’s statistics, grey curves — MC simulations for different observation
distributions: 1a), 1b) — U-type, 2a), 2b) — Laplace’s one

Tab. 1. Wspolczynniki rozszerzenia dla trzech rozktadow biedu przypadkowego
Tab. 1. Coverage factors for three distributions of the random error

1. 2. 3. 4. 5. 6.
. Rozktad bledu przypadkowego
. Liczba
Poziom Stopni normalny wg
ufnosci swobody typu U symula- rozkladu | Laplace’a
cji MC Studenta

37,3 12,7 12,71 10,1

95% 4 3,44 2,77 2,776 2,49

16 2,14 2,12 2,120 2,06

1 266 64,0 63,66 50,2

99% 4 8,0 4,63 4,604 3,81

16 3,05 2,93 2,921 2,78

Rozktad btedu Ag pomiaru, gdy ma on oba sktadniki: A,g
i Agg, wyznacza si¢ [12] jako splot rozktadu Studenta o v stop-
niach swobody, reprezentujacego rozktad btedu 4,g o nieznanym
odchyleniu standardowym o, estymowanym przez odchylenie

empiryczne s (11), z rozktadem bledu Azg o odchyleniu standar-
dowym op w populacji generalnej. Na podstawie tego splotu
oblicza si¢ niepewno$¢ rozszerzona U na zalozonym poziomie
ufnos$ci. Jezeli, za pomoca symulacji MC, zbada¢ prawdopodo-
bienstwo P (5) tego, ze btad Ag lezy w przedziale niepewnosci
rozszerzonej U, to okazuje si¢ [12, 14], ze prawdopodobienstwo to
jest na ogdt wieksze od zatozonego poziomu ufnosci p:

P{Age(-U, U} > p (15)

mimo, ze obserwacje pochodza z populacji generalnej
o rozktadzie normalnym z niezmiennym odchyleniem standardo-
wym'! Gyps.

Wykres przedstawiony na rys. 7b) oraz wykresy pokazane
w [12, 14] ilustruja nieréwnos¢ (15), ktérej spetnienie mozna
uzna¢ za wystarczajace dla pozytywnej oceny poprawnosci obli-
czenia niepewnosci rozszerzonej U.

Gdy obserwacje pochodza z populacji o odchyleniu standardo-
wym oy, 0 rozktadzie innym, niz normalny, obraz ulega zmianie.
I tak wykres na rys. 7 a) dotyczy sytuacji, gdy obserwacje pocho-
dza z populacji o rozktadzie typu U, a wykres na rys. 7 ¢) — gdy
pochodza one z populacji o rozktadzie obustronnie wyktadniczym.

a) 100%

99%
v=1 98%
= 97% 2N
V=2 96% {E/E ¥
95%E
94% X
93% \E

Tos /%

— 0,01 0,1 1 10
Covs [T

— 0,01 0,1 1 10
Tovs [T

Rys. 7. Prawdopodobienstwo P (5) jako funkcja stosunku oyhs/op 1 liczby v stopni
swobody. Poziom ufnosci p = 95%. Rozklad obserwacji: a) — typu U,
b) — normalny, c) — Laplace’a

Fig. 7. Probability P (5) as a function of ratio oy,s/on and degree of freedom v.
Confidence level p = 95%. Observations distribution: a) — U-type,
b) — normal, ¢) — Laplace’s one

Rysunek 7 przedstawia wyniki symulacji MC przy licznosci
proby 10° oraz przy zatozeniu, ze btad Agg pochodzi z populacji
o rozktadzie jednostajnym. Blizsze rzeczywistosci byloby zatoze-
nie, ze btad ten ma rozktad normalny. Badan dla takiej sytuacji
jeszcze nie zakonczono, ale wstepnie sugeruja one, ze wyniki bedg
r6znié si¢ wynikow przedstawionych na rys. 7 tylko ilociowo.

Na podstawie wynikéw symulacji MC, przedstawionych na
rys. 6 i rys. 7, mozna sformutowac nastgpujacy wniosek: Wiedza
o tym, czy obserwacje maja rozktad normalny, czy innego rodza-
ju, moze miec istotne znaczenie wtedy, gdy liczba obserwacji jest
niewielka oraz odchylenie standardowe o, obserwacji jest kilka-
krotnie wigksze od odchylenia standardowego op btedu typu B.

" Réwno$é prawdopodobienstwa P i poziomu ufnosci p zachodzi w populacji
generalnej pomiarow charakteryzujacych si¢ jednakowym stosunkiem s/op [12].



Nie ma zadnych teoretycznych podstaw do ustalenia, co doktadnie
oznaczajg okreslenia niewielka i kilkakrotnie. Nie ma tez takich
podstaw dla zalecenia, by zaktada¢ poziom ufnosci 95%. Te war-
tosci liczbowe wybiera si¢ arbitralnie, a na to, jakie to sa liczby,
niebagatelny wptyw ma postugiwanie si¢ akurat dziesietnym, a nie
innym systemem pozycyjnym zapisu liczb (dlatego 0,95 uwazamy
za liczbe ,,rozsadnie bliska” liczbie 1), oraz to, Ze niektdre z liczb,
np. 3 1 7, uwazamy za ,,magiczne”. Siggajac do magii i przyglada-
jac sie wykresom na rys. 7 a), przyjmijmy wigc, ze zalozenie
o normalnym rozktadzie obserwacji jest w petni akceptowalne gdy
spelniony jest warunek:

n>7 (16)

7. Podsumowanie

Wyniki symulacji Monte Carlo, przedstawione na rys. 7, po-
twierdzaja dos¢ powszechna, oparta o wieloletnie doswiadczenie,
intuicj¢ metrologéw zalecajaca, by na pomiar laboratoryjny skta-
daty si¢ obserwacje w liczbie »n rzedu 10 (np. 7 ... 15) jako liczbie
stanowiacej kompromis migdzy postulatem zachowania tzw.
warunkOow powtarzalnosci, nakazujacym ograniczanie liczby n
obserwacji, a postulatem dobrej reprezentacji efektéw losowych
za pomocg niepewnosci typu A, nakazujacym zwigkszanie liczby .
Tym samym pokazano, ze symulacja MC jest efektywnym narzg-
dziem weryfikacji hipotez, dotyczacych analizy doktadnosci po-
miarow.
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