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S t r e s z c z e n i e  
 

I nt u ic j a  m e t rolog a  s t a nowi pods t a wę  do f orm u ł owa nia  z a ł oż e ń  nie z b ę d-
ny c h  w ob lic z e nia c h  prz e dz ia ł u  u f noś c i wy nik u  pom ia ru . I nt u ic j a  opie ra  
s ię  o wie dz ę  i doś wia dc z e nie , k t ó re g o na b y wa  s ię  wra z  z  pra k t y k ą . Z do-
b y wa nie  doś wia dc z e nia  m oż na  prz y s pie s z y ć  wy k onu j ą c  pom ia ry  wirt u a l-
nie . D o t e g o c e lu  pre dy s t y nowa na  j e s t  s y m u la c j a  M ont e  C a rlo. J e s t  ona  
na rz ę dz ie m  s k u t e c z ny m  na we t  w prz y pa dk a c h  s ilne j  nie liniowoś c i ró wna -
nia  pom ia ru . Poz wa la  e f e k t y wnie  b a da ć  wpł y w s pos ob u  s f orm u ł owa nia  
z a ł oż e ń  na  wy nik  ob lic z e ń  prz e dz ia ł u  u f noś c i. 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  z a ł oż e nia  do ob lic z e ń  prz e dz ia ł u  u f noś c i, s y m u la c j a  
M ont e  C a rlo. 
 
Intu i ti o n and  M o nte C ar l o  s i m u l ati o n – a b as i s  
fo r  m eas u r em ent i nac c u r ac y anal ys i s  

 
A b s t r a c t  

 
M e t rolog is t ’ s  int u it ion provide s  a  b a s is  f or f orm u la t ion of  a s s u m pt ions  t h a t  
a re  ne c e s s a ry  t o c a lc u la t e  t h e  c onf ide nc e  int e rva l. T h e  int u it ion is  b a s e d  
on k nowle dg e  a nd e x pe rie nc e , wh ic h  is  a c q u ire d b y  pra c t ic e . G a ining  
e x pe rie nc e  m a y  b e  e x pe dit e d b y  m a k ing  virt u a l m e a s u re m e nt s . A M ont e  
C a rlo s im u la t ion is  we ll s u it e d f or t h is  pu rpos e . I t  is  a n e f f e c t ive  t ool f or 
c onf ide nc e  int e rva l c a lc u la t ion, e ve n in t h e  c a s e  of  a  s t rong  non-line a r 
m e a s u re m e nt  e q u a t ion, a nd it  e na b le s  t e s t ing  e f f e c t ive ly  h ow dif f e re nt  
a s s u m pt ions  a f f e c t  t h e  re s u lt  of  c a lc u la t ions . 
 
K e y w o r d s :  a s s u m pt ions  f or c onf ide nc e  int e rva l c a lc u la t ion, M ont e  C a rlo 
s im u la t ion. 
 
1 .  W s tę p  
 

O bl ic zenia niep ewnoś c i p omiar u,  l ub og ó l niej – p r zed ział u uf -
noś c i1,  op ar t e s ą o ar bit r al ne zał oż enia f or muł owane na p od s t awie 
int uic ji met r ol og a.  I nt uic ja r od zi s ię wied zy i d oś wiad c zenia,  
k t ó r yc h  zd obywanie p r zez p r ak t yk ę r eal nyc h ,  f izyc znie r eal izo-
wanyc h  p omiar ó w,  jes t  p r oc es em d ł ug ot r wał ym.  M oż na g o p r zy-
s p ies zyć  s ięg ając  d o p omiar ó w wir t ual nyc h .  D l a d owol nie zł oż o-
nyc h  p r oc ed ur  p omiar owyc h ,  mod el owanyc h  niel iniowymi r ó w-
naniami [ 1 ] ,  obl ic zenia p r zed ział u uf noś c i moż na wyk onać  za 
p omoc ą s ymul ac ji M ont e C ar l o ( M C )  [ 2 ] .  C zas  t r wania s ymul ac ji,  
p r zy l ic znoś c i p r ó by r zęd u 1 0 6,  zap ewniając ej wys t ar c zając ą 
d ok ł ad noś ć ,  jes t  p or ó wnywal ny z c zas em obl ic zeń wyk onywa-
nyc h  za p omoc ą s p ec jal is t yc zneg o op r og r amowania,  np .  [ 3 ] ,   
a op ar t yc h  o s p l at anie r ozk ł ad ó w p r awd op od obieńs t wa.  U niwer -
s al ny c h ar ak t er  s ymul ac ji M C  i s zybk oś ć  obl ic zeń p ozwal ają 
bad ać  s k ut k i r ó ż nyc h  s f or muł owań ws p omnianyc h  ar bit r al nyc h  
zał oż eń.  S ymul ac ja jes t  d obr ym nar zęd ziem d o ć wic zeń int uic ji 
met r ol og a.  

P od s t awowym p ojęc iem p r zy p r obabil is t yc znym p od ejś c iu [ 4 ]  
d o anal izy nied ok ł ad noś c i p omiar u jes t  p r awd op od obieńs t wo.  
                                                     
1 R oz w a ż a n i a  og r a n i c z on o w  t ej  p r a c y d o s t a t yc z n yc h  p om i a r ó w  l a b or a t or yj n yc h ,  
w yk on yw a n yc h  w  w a r u n k a c h  p ow t a r z a l n oś c i . 

P ojęc ie t o nie jes t  t ak  oc zywis t e,  jak  s ię na og ó ł  wyd aje.  W ar t o 
zaint er es ować  s ię nim g ł ębiej.  

 
2 .  P r aw d o p o d o b i eń s tw o  
 

P ojęc ie p r awd op od obieńs t wa objaś nia p r zed s t awiony niż ej 
t ek s t ,  og r anic zony znak ami � or az �,  k t ó r y jes t  s k r ó t em ( ze 
zmianami r ed ak c yjnymi,  nie nar us zając ymi is t ot y r zec zy)  ar t yk uł u 
R .  B ar t os zyńs k ieg o [ 5 ] .  

�P r awd op od obieńs t wo2 t o l ic zbowe wyr aż enie moż l iwoś c i 
zajś c ia ok r eś l oneg o zd ar zenia.  S t os owane ok r eś l enie p r awd op o-
d obieńs t wa op ier a s ię na t r zec h  p os t ul at ac h :   
1 )  d l a d owol neg o zd ar zenia l os oweg o A ( c zyl i p od zbior u zbior u 

zd ar zeń el ement ar nyc h 3)  p r awd op od obieńs t wo P { A } t eg o zd a-
r zenia jes t  l ic zbą zawar t ą międ zy 0  a 1 ;  

2 )  p r awd op od obieńs t wo zd ar zenia p ewneg o,  t j.  t ak ieg o,  k t ó r e 
zaws ze zac h od zi ( p r awd op od obieńs t wo c ał eg o zbior u zd ar zeń 
el ement ar nyc h ) ,  r ó wne jes t  jed noś c i;  

3 )  jeż el i zd ar zenia A1,  A2,  . . .  wył ąc zają s ię wzajemnie,  t o p r awd o-
p od obieńs t wo zd ar zenia p ol eg ając eg o na zajś c iu k t ó r eg ok ol -
wiek  z t yc h  zd ar zeń jes t  r ó wne s umie p r awd op od o-
bieńs t w:  P { A 1 ∨ A2 ∨ . . . } =  P { A 1} + P { A 1} + . . .   
T e t r zy p os t ul at y,  zap r op onowane p r zez A .  N .  K oł mog or owa  

w 1 9 3 3  r . ,  wys t ar c zają d o ud owod nienia ws zys t k ic h  znanyc h  
t wier d zeń t eor ii p r awd op od obieńs t wa,  nie d ają jed nak  od p owied zi 
na p yt anie:  jak  w k onk r et nyc h  p r zyp ad k ac h  p r zyp or ząd k ować  
p r awd op od obieńs t wo P { A } zd ar zeniu A ?  D l a c el ó w p r ak t yc znyc h  
p r zyp or ząd k owanie mus i s p eł niać  d od at k owy war unek ,  t r ud ny d o 
p r ec yzyjneg o s f or muł owania i związany z nas t ęp ując ą int uic ją:  
wyobr aź my s obie d oś wiad c zenie4,  w wynik u k t ó r eg o zac h od zi 
bąd ź  zd ar zenie A ,  bąd ź  zd ar zenie p r zec iwne nie-A ;  jeż el i  
w id ent yc znyc h  war unk ac h 5 p r zep r owad zi s ię s er ię k niezal eż nyc h  
p owt ó r zeń d oś wiad c zenia i w r ezul t ac ie zaobs er wuje s ię r r azy 
zajś c ie zd ar zenia A ,  a p ozos t ał e k – r r azy zajś c ie zd ar zenia nie-A ,  
t o uł amek 6 r/k p owinien być  bl is k i P { A } – t ym bl iż s zy,  im więk -
s za jes t  l ic zba p owt ó r zeń k .  P r zy nieog r anic zonym p owt ar zaniu 
d oś wiad c zenia c zęs t oś ć  wys t ęp owania d aneg o zd ar zenia p owinna 
zbl iż ać  s ię d o p r awd op od obieńs t wa.  T r ud noś ć  s t anowi p r ec yzyjne 
s f or muł owanie s ens u zas t r zeż enia:  „ w id ent yc znyc h  war unk ac h  
mog ąc yc h  mieć  wp ł yw na zajś c ie zd ar zenia A ” .  

„ K l as yc znie”  p r awd op od obieńs t wo ok r eś l a r eg uł a P .  S .  L ap l ac e’ a 
( X V I I I  w. ) :  niec h  wynik iem d oś wiad c zenia jes t  zaws ze d ok ł ad nie 
jed na s p oś r ó d  k wył ąc zając yc h  s ię moż l iwoś c i,  a s zans e wys t ąp ie-
nia k aż d ej z nic h  s ą t ak ie s ame or az,  ż e r s p oś r ó d  t yc h  k moż l iwo-
ś c i p oc iąg a za s obą zajś c ie zd ar zenia A ,  a p ozos t ał e k – r moż l i-
woś c i – zajś c ie zd ar zenia p r zec iwneg o nie-A .  W ó wc zas  p r awd o-
p od obieńs t wo P { A } ma war t oś ć  r/k .  T r ud noś ć  s t anowi s p r ec yzo-
wanie war unk u „ jed nak owe s zans e d l a k aż d ej moż l iwoś c i.  

W  s p or ze o is t ot ę p r awd op od obieńs t wa zas ad nic zy jes t  p r o-
bl em:  c zy p r awd op od obieńs t wo jes t  obiek t ywną c ec h ą zd ar zenia,  
c zy t eż  jes t  związane z nas zym op is em t eg o zd ar zenia,  c zy t eż  
br ak iem wied zy o jeg o mec h anizmie. � 

P r zyk ł ad em t r ud noś c i obiek t ywnej oc eny p r awd op od obieńs t wa 
jes t  t zw.  p ar ad ok s  B er t r and a [ 7 ,  8 ] .  D ot yc zy on nas t ęp ując ej k on-
s t r uk c ji g eomet r yc znej:  N a p ł as zc zyź nie l eż y ok r ąg  i p r zec inając a 
s ię z nim p r os t a.  J ak ie jes t  p r awd op od obieńs t wo t eg o,  ż e ok r ąg  

                                                     
2 H i s t or i a  a n a l i z  t eg o p oj ę c i a  s i ę g a  X V I I  w . ( B . P a s c a l ,  P . F er m a t  i  C h . H u yg en s ) . 
3 Z b i ó r  z d a r z eń  el em en t a r n yc h  n a z yw a  s i ę  t eż  z b i or em  p eł n ym  z d a r z eń  l u b  p op u l a c j ą  
g en er a l n ą  [ 6 ] . 
4 M ow a  j es t  t u t a j  o d o ś w i a d c z eni u  w  z n a c z en i u  ek s p er y ment u ,  k t ó r eg o w yn i k i em  j es t  
z d a r z eni e. 
5 T e s a m e w a r u n k i  p ow t a r z a n i a  d oś w i a d c z en i a  n a z yw a j ą  s i ę  w a r u n k a m i  p ow t a r z a l -
n oś c i . 
6 U ł a m ek  m/n n a z yw a  s i ę  c z ę s t oś c i ą  w ys t ę p ow a n i a  z d a r z en i a . 
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odcina na prostej cięciwę o dł ug oś ci więk szej niż  dł ug oś ć  b ok u 
tró jk ąta ró wnob oczneg o,  wpisaneg o w ok rąg ?  Z e zb ioru wszyst-
k ich  prostych  przecinających  się z ok ręg iem ,  czyl i zb ioru peł neg o 
o l icznoś ci k ,  nal eż y wyodręb nić  podzb ió r o l icznoś ci r prostych ,   
z k tó rych  ok rąg  odcina cięciwę o dł ug oś ci więk szej niż  dł ug oś ć  
b ok u tró jk ąta ró wnob oczneg o i k tó re nazwiem y p ro s t y m i  s p rz y j a -
j ą c y m i .  P rawdopodob ieństwem  P b ędzie g ranica uł am k a r/k g dy k 
roś nie nieog raniczenie:  

k
rP

k ∞→
= lim                                         ( 1 )  

 
A nal izujem y dwa przypadk i:  

1 )  N iech  proste,  przecinające się z ok ręg iem ,  tworzą wiązk ę l i-
nii ró wnol eg ł ych ,  rozm ieszczonych  w jednak owych  odstępach ,  jak  
na rys.  1 ,  na k tó rym  p ro s t e  s p rz y j a j ą c e  narysowano l iniam i cią-
g ł ym i,  a pozostał e – l iniam i przerywanym i.  N iech  odstępy m iędzy 
prostym i m al eją nieog raniczenie.  Z auważ am y,  ż e k ierunek  prze-
b ieg u prostych ,  tworzących  wiązk ę,  m oż e b yć  dowol ny i wniosk u-
jem y,  ż e ok reś l il iś m y zb ió r peł ny prostych  przecinających  się  
z ok ręg iem  i zawierający się w nim  zb ió r p ro s t y c h  s p rz y j a j ą c y c h .  
P osił k ując się rys.  1  oceniam y szuk ane prawdopodob ieństwo na 
P = 1 /2.  
 

 

d

  
R ys .  1 .   P a r a d ok s  B e r t r a n d a .  P r z yp a d e k  1 )  
F ig .  1 .   B e r t r a n d ’ s  p a r a d ox .  C a s e  1 )  
 
2)  N iech  proste,  przecinające się z ok ręg iem ,  tworzą pęk  l inii 

przech odzących  przez punk t S na ok ręg u i rozł oż onych  w f orm ie 
wach l arza w jednak owych  odstępach  k ątowych ,  jak  na rys.  2,  na 
k tó rym  p ro s t e  s p rz y j a j ą c e ,  jak  na rys.  1 ,  narysowano l iniam i 
ciąg ł ym i,  a pozostał e – l iniam i przerywanym i.  N iech  odstępy 
k ątowe m al eją nieog raniczenie.  Z auważ am y,  ż e punk t S jest do-
wol nym  punk tem  na ok ręg u.  Z nowu zdef iniowal iś m y zb ió r peł ny 
prostych  przecinających  się z ok ręg iem  i zawierający się w nim  
zb ió r p ro s t y c h  s p rz y j a j ą c y c h .  P osił k ując się rys.  2 oceniam y szu-
k ane prawdopodob ieństwo na P = 1 /3 .  
 
 

 Sa

  
R ys .  2 .   P a r a d ok s  B e r t r a n d a .  P r z yp a d e k  2 )  
F ig .  2 .   B e r t r a n d ’ s  p a r a d ox .  C a s e  2 )  
 
P aradok s jest pozorny – w k aż dym  z rozpatrywanych  przypad-

k ó w inaczej zdef iniowano zb ió r peł ny zdarzeń:  w przypadk u 1 )  – 
jak o zb ió r prostych  ró wnol eg ł ych  rozm ieszczonych  jednostajnie 
ze wzg l ędu na odl eg ł oś ci m ierzone na ś rednicy d ( rys.  1 ) ,   
a w przypadk u 2)  – jak o zb ió r prostych  przech odzących  przez 
punk t S,  rozm ieszczonych  jednostajnie ze wzg l ędu na k ąty m iędzy 
prostym i.   

K ol ejną sytuację przedstawia rys.  3 .  T u na pó ł ok ręg u rozm iesz-
czono jednostajnie 1 9  punk tó w S,  ponum erowanych  od 0  do 1 8 .  
P rzez punk t 0  poprowadzono styczną do ok ręg u,  a przez pozostał e 
punk ty – proste ró wnol eg ł e do niej.  R ozk ł ad punk tó w przecięcia 

tych  prostych  z prostopadł ą do nich  ś rednicą d nie jest rozk ł adem  
jednostajnym ,  jak  na rys.  1 .  F unk cja opisująca ten rozk ł ad wynik a 
z anal izy zal eż noś ci g eom etrycznych ,  przedstawionych  na rys.  4 .  

W yob raż am y sob ie,  ż e punk t S przem ieszcza się w k ierunk u 
ruch u wsk azó wek  zeg ara po pó ł ok ręg u A B Z  od poł oż enia A  do od 
poł oż enia B  zak reś l ając k ąt β .  Spoś ró d pęk u prostych  przech odzą-
cych  przez punk t S ( rys.  2)  w poł oż eniu A  wyb ieram y styczną a,   
a w poł oż eniu B  – prostą b ,  ró wnol eg ł ą do a i ró wnocześ nie two-
rzącą k ąt β ze styczną do ok ręg u w punk cie B .  G dy k ąt β roś nie 
jednostajnie,  punk t B  przem ieszcza się jednostajnie po ok ręg u,   
a prosta b  przyb iera wszystk ie m oż l iwe poł oż enia k ątowe β 
wzg l ędem  stycznej w punk cie B ,  czyl i zb ió r prostych  b  usytuowa-
ny jest wzg l ędem  stycznej w punk cie B  tak ,  jak  pęk  prostych  na 
rys.  2 wzg l ędem  stycznej a w punk cie S.  Z  rys.  4  wynik a,  ż e 
wspó ł rzędna x punk tu przecięcia prostej b  ze ś rednicą d wyraż a się 
wzorem :  




 +⋅=⋅=
2
πsin

2
cos

2
ββ ddx                 ( 2)  
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R ys .  3 .   P r os t e  r ó w n ol e g ł e  p r z e c in a j ą c e  s ię  z  ok r ę g ie m  w  p u n k t a c h   

r oz m ie s z c z on yc h  j e d n os t a j n ie  n a  p ó ł ok r ę g u  
F ig .  3 .   M u t u a l l y p a r a l l e l  l in e s ,  w h ic h  a r e  c r os s in g  a  c ir c l e  a t  p oin t s   

s p a c e d  u n if or m l y on  a  s e m ic ir c l e  
 
G dy k ąt β m a rozk ł ad jednostajny,  wspó ł rzędna x m a rozk ł ad 

wartoś ci f unk cji sinus,  czyl i rozk ł ad typu U  o f unk cji G ( x )  ró ż -
niczk owej g ęstoś ci prawdopodob ieństwa:  

 
[ ]

[ ]




−∉

−∈
⋅−⋅⋅=

2,2   dla   0

2,2   dla   
41π

2
)G(

2

2

ddx

ddx

d
xdx           ( 3 )  

 
 

 
 A B

d

β

β

xb

a
S

Z   
R ys .  4 .   S z k ic  d o ob l ic z e ń  p r a w d op od ob ie ń s t w a  w  p r z yp a d k u  w g  r ys .  3  
F ig .  4 .   S k e t c h  f or  p r ob a b il it y c a l c u l a t ion  f or  t h e  c a s e  s h ow n  in  F ig .  3  
 
K ojarząc to spostrzeż enie z rys.  3  stwierdzam y,  iż  prawdopodo-

b ieństwo teg o,  ż e dł ug oś ć  cięciwy jest więk sza od dł ug oś ci b ok u 
tró jk ąta ró wnob oczneg o wpisaneg o w ok rąg ,  ró wne jest wartoś ci 
cał k i:  

3
1d)G(

4

4

=⋅= ∫
−

d

d

xxP            ( 4 )  

 
co potwierdza wartoś ć  oceny prawdopodob ieństwa,  otrzym aną na 
podstawie og l ądu rys.  2.  
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W tych rozważaniach wykorzystano pojęcie „jednakowe szanse 
dla każdej m ożliwoś ci” . J est ono ró wnoważne pojęciu  rozkł adu  
jednostajneg o. I  tak w przypadku  1 )  ( rys. 1 ) ,  rozkł ad jednostajny 
przypisano poł ożeniu  pu nktu  przecięcia rozważanych prostych 
ró wnoleg ł ych z prostopadł ą  do nich ś rednicą  okręg u ,  a w przy-
padku  2 )  ( rys. 2 ) ,  ten sam  rozkł ad przypisano poł ożeniu  ką towem u  
prostych przecinają cych się w pu nkcie S ,  poł ożonym  na okręg u . 
S ytu acja pokazana na rys. 2  okazał a się ró wnoważna sytu acji 
przedstawionej na rys. 3 ,  na któ rym  z kolei rozkł ad jednostajny na 
pó ł okręg u  przypisano pu nktom  przecięcia prostych ró wnoleg ł ych 
z tym  pó ł okręg iem . P osił ku ją c się rys. 4  wykazano też,  że to 
ostatnie przypisanie prowadzi do rozkł adu  typu  U  pu nktó w prze-
cięcia na ś rednicy. 

O ceny prawdopodob ieństwa m og ą  b yć  poprawne tylko w ra-
m ach arb itralnych zał ożeń,  zastosowanych przy def iniowaniu  
prawdopodob ieństwa dla danej sytu acji. U  ź ró dł a zał ożeń leży 
często pojęcie rozkł adu  jednostajneg o ( któ re w następstwie dal-
szych analiz m oże prowadzić  do innych rozkł adó w. Z ał ożenie  
o rozkł adzie jednostajnym  podpiera się zaleceniem ,  znanym  też  
z Przewodnika [ 9 ]  i sf orm u ł owanym  w [ 5 ]  następu ją co:  � jeżeli 
nie znane są  żadne przyczyny,  któ re m og ł yb y powodować ,  że 
jedna z m ożliwoś ci m a większe szanse wystą pienia niż inne,  
powinno się wszystkim  m ożliwoś ciom  przypisać  jednakowe 
prawdopodob ieństwa. J est f aktem  em pirycznie stwierdzonym ,  że 
dla szerokiej klasy zjawisk powyższy sposó b  przypisywania 
prawdopodob ieństwa zdarzeniom  dostarcza „dob rych”  wartoś ci 
prawdopodob ieństwa – ob serwowane częstoś ci7 są  istotnie b liskie 
tym  prawdopodob ieństwom .� 

W odniesieniu  do pom iaru  prawdopodob ieństwo P dotyczy 
prawdziwoś ci orzeczenia o tym ,  że b ł ą d pom iaru  ( 9 ) ,  ( 1 0 )  m ieś ci 
się w przedziale niepewnoś ci pom iaru :  

 
{ }),(def UUqPP −∈= ∆           ( 5 )  

 
lu b  og ó lniej – o tym ,  że wartoś ć  m ierzona m ieś ci się w przedziale 
u f noś ci. 

 
3. Z m i e n n e  l os ow e  p om i a r u .  

R ó w n a n i e  p om i a r u  
 

D la og ó lnoś ci dalej rozważa się tzw. pom iary poś rednie,  w któ -
rych wartoś ć  q m ierzonej wielkoś ci ( czyli wartoś ć  tzw. wielkoś ci 
wyjś ciowej pom iaru )  wyznacza się z wartoś ci x ,  y ,  z ,  ... tzw. wiel-
koś ci wejś ciowych8 na podstawie znanej ską diną d zależnoś ci 
f u nkcyjnej:  

 
...),,,f( zyxq =        ( 6 )  

 
Z ależnoś ć  ta stanowi tzw. ró wnanie pom iaru . 

P om iar poś redni m oże b yć  jednoczesny g dy wartoś ci x ,  y ,  z,  ... 
są  wskazaniam i ( z u wzg lędnieniem  ewentu alnych poprawek)  
przyrzą dó w pom iarowych,  tworzą cych jeden u kł ad pom iarowy,  
lu b  niejednoczesny g dy wartoś ci x ,  y ,  z,  ... są  wartoś ciam i zm ie-
rzonym i w osob nych u kł adach pom iarowych. P om iar b ezpoś redni 
m ożna natom iast traktować  jako przypadek szczeg ó lny pom iaru  
poś rednieg o jednoczesneg o,  g dy q = x. 

P rzy prob ab ilistycznym  podejś ciu  do analizy dokł adnoś ci war-
toś ci x ,  y ,  z,  ... oraz q traktu je się jako zm ienne losowe. Z m ienny-
m i losowym i są  też b ł ędy:  
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def zzzyyyxxx −=−=−= ∆∆∆  ( 7 )  
 

                                                     
7 Częstości zwane są też prawdopodobieństwami empirycznymi.  
8 F ormal nie biorąc nal eżał oby odró żniać  poj ęcia zmiennych  X ,  Y ,  Z,  . . .  oraz Q od 
poj ęć  wartości tych  zmiennych  x ,  y ,  z ,  . . .  oraz q .  D l a u proszczenia tek stu  świadomie 
rezyg nu j e się z teg o.  

przy czym  xr ,  yr ,  zr ,  ... są  hipotetycznym i wartoś ciam i prawdzi-
wym i odpowiednich wielkoś ci wejś ciowych. Z  def inicji ( 7 )  wyni-
kają  zależnoś ci:  
 

...,,, rrr zzzyyyxxx ∆∆∆ +=+=+=             ( 8 )  
 

z któ rych wniosku je się,  że rozkł ady prawdopodob ieństwa zm ien-
nych x ,  y ,  z,  ... ró żnią  się od rozkł adó w zm iennych ∆x ,  ∆y ,  ∆z,  ... 
tylko wartoś ciam i oczekiwanym i,  a zatem  nie stanowi zasadniczej 
ró żnicy to,  czy w analizie dokł adnoś ci jako zm ienne losowe po-
m iaru  traktu je się zm ienne x ,  y ,  z,  ... ( podejś cie Przewodnika [ 9 ] ) ,  
czy też zm ienne ∆x ,  ∆y ,  ∆z,  ... ( tradycyjne podejś cie polskie) . 

Z  ró wnania ( 6 )  wynika następu ją ce og ó lne wyrażenie,  okreś la-
ją ce b ł ą d pom iaru :  
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Wyrażenie to m ożna wykorzystać  w sytu acji linioweg o lu b  do-

wolnie nielinioweg o ró wnania pom iaru  ( 6 ) ,  w szczeg ó lnoś ci do 
ob liczeń m etodą  sym u lacji M C  – jedyną  m etodą ,  któ ra nie og rani-
cza stopnia nieliniowoś ci ró wnania pom iaru  ( 6 ) . H ipotetyczne 
wartoś ci prawdziwe xr ,  yr ,  zr ,  ... w ob liczeniach zastępu je się ich 
estym atam i xe ,  ye ,  ze ,  ... P rzy niewielkiej nieliniowoś ci ró wnania 
pom iaru  ( 6 ) ,  wyrażenie ( 9 )  sprowadza się do znanej postaci przy-
b liżonej:  
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Wzory ( 9 )  i ( 1 0 )  wyrażają  prawo propag acji b ł ędó w i są  ró wna-

niam i pom iaru  w kateg oriach b ł ędó w. Wzó r ( 1 0 ) ,  jeś li m oże b yć  
stosowany,  m a tę przewag ę nad og ó lniejszym  wzorem  ( 9 ) ,  że nie 
stwarza nieb ezpieczeństwa zł eg o u waru nkowania nu m eryczneg o 
ob liczeń. 

W dalszych wywodach,  zg odnie ze wspom nianym  podejś ciem  
polskim ,  zm iennym i pom iaru  b ędzie się nazywać  b ł ędy ∆x ,  ∆y ,  
∆z,  ... oraz ∆q. 

 
4. P r o b l e m  s t a t y s t y c z n e j  n i e z a l e ż n o ś c i  b ł ęd ó w . 

K a t e g o r i e  b ł ęd ó w  
 

N iepewnoś ć  rozszerzoną  pom iaru  [ 9 ] ,  lu b  g ranice przedział u  
u f noś ci [ 2 ] ,  wyznacza się z rozkł adu  prawdopodob ieństwa zm ien-
nej wyjś ciowej ∆q. R ozkł ad ten powią zany jest z rozkł adam i 
zm iennych wejś ciowych ∆x ,  ∆y ,  ∆z,  ... poprzez ró wnanie pom iaru  
– og ó lnie ( 9 )  lu b ,  przy speł nieniu  okreś lonych waru nkó w – ( 1 0 ) . 
P rostota ob liczeń wym ag a,  b y b ł ędy ∆x ,  ∆y ,  ∆z,  ... b ył y staty-
stycznie niezależne. 

Z  pu nktu  widzenia analizy statystycznej niezależnoś ci b ł ędó w 
oraz stopnia arb itralnoś ci oceny typó w ich rozkł adó w dog odnie 
jest rozró żnić  dwie kateg orie b ł ędó w odpowiadają cych kateg o-
riom  tzw. niepewnoś ci standardowych,  zdef iniowanych w [ 9 ] :  
A )  b ł ędy wywoł ane ef ektam i losowym i – b ł ędy przypadkowe,  

nazywane dalej b ł ędam i typu  A  i oznaczane jako ∆Ax ,  ∆Ay ,  
∆Az,  ... . E stym atoram i odchyleń standardowych tych b ł ędó w 
są  niepewnoś ci standardowe typu  A ,  

B )  b ł ędy wywoł ane ef ektam i system atycznym i [ 1 0 ] ,  traktowane 
jednak jako zm ienne losowe ( random izowane)  w popu lacji 
g eneralnej pom iaró w wykonywanych w ten sam  sposó b  za 
pom ocą  aparatu ry teg o sam eg o rodzaju  i typu ,  nazywane dalej 
b ł ędam i typu  B  i oznaczane jako ∆Bx ,  ∆By ,  ∆Bz ,  ... . O dchyle-
nia standardowe tych b ł ędó w,  dla u jednolicenia term inolog ii,  
nazywane są  niepewnoś ciam i standardowym i typu  B . 

B ł ędó w przypadkowych ∆Ax ,  ∆Ay ,  ∆Az,  ... nie m ożna traktować  
jako niezależnych zm iennych losowych,  ale też nie m a potrzeb y 
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oddzielnego oceniania ich rozkładó w. P ropagacj a t ych błędó w wg 
(9 )  lub (10 )  t worzy błąd przypadkowy ∆Aq, kt ó rego rozkład moż -
na ocenić  a pos t eriori, met odami s t at ys t ycznymi, po wykonaniu 
pomiaru złoż onego z n > 1 niezależ nych obs erwacj i wart oś ci 
qi = f (xi, yi, zi, ...) . P rzy t ym wart oś ci xi, yi, zi, ... (i = 1, ..., n)  po-
winny być  wyznaczone w t ej  s amej  chwili ti. W ymó g niezależ no-
ś ci obs erwacj i moż e oznaczać  celowoś ć  badania s t opnia s korelo-
wania obs erwacj i i wyznaczania ef ekt ywnej  liczby obs erwacj i, 
mniej s zej  od n [ 11] . P ró by okreś lania t ypu rozkładu błędu, np. na 
pods t awie his t ogramu, mogą mieć  s ens  t ylko przy duż ej  liczbie n, 
np. rzędu co naj mniej  10 2. T o nat omias t  s t oi w s przecznoś ci  
z wymaganiem, by kolej ne obs erwacj e wykonywać  w warunkach 
powt arzalnoś ci. P rzy niewielkiej  liczbie n nie pozos t aj e nic inne-
go, j ak założ yć  normalny rozkład błędu ∆Aq, es t ymować  odchyle-
nie s t andardowe σA za pomocą odchylenia empirycznego s (11)   
i pos t ępować  dalej  zgodnie z ut art ą procedurą [ 9 ] . S kut ki t akiego 
pos t ępowania przeds t awiono częś ciowo w [ 12 ] . S zerzej  omawia j e 
rozdz. 6 . R ozkład błędu ∆Aq, a przynaj mniej  es t ymat a s (11)   j ego 
odchylenia s t andardowego, okreś lany j es t  zat em a pos t eriori. 

B łędy ∆Bx, ∆By, ∆Bz, ... s ą błędami aparat urowymi, błędami po-
prawek it p. P rzy umiej ęt nym doborze zbioru zmiennych wej ś cio-
wych x, y, z, ... [ 9 ]  mogą t o być  błędy s t at ys t ycznie niezależ ne  
o rozkładach prawdopodobieńs t wa okreś lonych a priori (przed 
pomiarem)  na pods t awie wiedzy i doś wiadczenia mierzącego [ 9 ] . 
B łędom t ym przypis uj e s ię częs t o arbit ralnie rozkład j ednos t aj ny 
lub t rapezowy. W  niekt ó rych s yt uacj ach moż e być  uzas adnione 
przypis anie innego rozkładu [ 12 ] . 

P roblem niezależ noś ci zmiennych wej ś ciowych nie is t niej e na-
t omias t  w pomiarach poś rednich niej ednoczes nych, kt ó re s prowa-
dzaj ą s ię do obliczeń wg f unkcj i (6 )  na pods t awie wynikó w nieza-
leż nych pomiaró w wart oś ci x, y, z, ... R ozkłady prawdopodobień-
s t wa błędó w ∆x, ∆y, ∆z, ... okreś lone s ą przez wykonawcó w po-
miaró w wart oś ci x, y, z, ... D la wykonawcy pomiaru poś redniego 
niej ednoczes nego s ą t o zat em błędy t ypu B  o rozkładach znanych 
a priori. 
 
5. Z a ł o ż e n i e  o  n o r m a l n y m  r o z k ł a d z i e  b ł ę d ó w  

p r z y p a d k o w y c h  o b s e r w a c j i  
 

P rzy niewielkiej  liczbie n obs erwacj i t rzeba przyj ąć  hipot ezę  
o normalnym rozkładzie błędó w przypadkowych obs erwacj i  
i nieznane odchylenie s t andardowe σA wart oś ci ś redniej  z obs er-
wacj i przybliż ać  odchyleniem empirycznym s, czyli, wg [ 9 ] , 
niepewnoś cią s t andardową uA t ypu A : 
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przy czym qa v  j es t  ś rednią aryt met yczną z n zaobs erwowanych 
wart oś ci qi, a n – 1 = ν – liczbą s t opni s wobody. 

R ozważ my s yt uacj ę, gdy błąd ∆Aq wart oś ci ś redniej   
z obs erwacj i qa v  j es t  j edynym (lub zdecydowanie dominuj ącym)  
błędem pomiaru. N iepewnoś ć  rozs zerzoną U dla poziomu uf noś ci 
p oblicza s ię wt edy j ako iloczyn uA przez ws pó łczynnik rozs ze-
rzenia kS(p, ν) , okreś lony według rozkładu S t udent a dla danego 
poziomu uf noś ci p i liczby ν : 

 
AS ),( upkU ⋅= ν     (12 )  

 
W art oś ci uA = s (11)  maj ą znaczny los owy rozrzut , mimo, ż e 

obs erwacj e qi pochodzą z t ej  s amej  populacj i generalnej  obs erwa-
cj i o rozkładzie normalnym z odchyleniem s t andardowym9 σ o b s . 
Z darzaj ą s ię przypadki, gdy los owe wart oś ci qi s ą blis kie s obie, co 
daj e małe wart oś ci s < <  σA i przypadki, gdy wart oś ci t e s ą mocno 
                                                     
9 Rozróżnia się odchylenie standardowe σob s  ob serwacj i qi od n 0 , 5 -k rotnie m niej szeg o 
odchylenia standardoweg o σA wartoś ci ś redniej  q a v . 

rozrzucone i wt edy s >> σA. T o zj awis ko s zczegó lnie os t ro wys t ę-
puj e przy małej  liczbie s t opni s wobody ν = n – 1. W art oś ci nie-
pewnoś ci rozs zerzonej  U (12 )  s ą więc t eż  mocno rozrzucone przy 
powt arzaniu pomiaru złoż onego z n obs erwacj i mimo, ż e warunki 
powt arzalnoś ci s ą s pełnione. S t ąd f ałs zywe wnios kowanie, ż e 
wart oś ć  niepewnoś ci rozs zerzonej  wart o obliczać  t ylko z g r ub sza . 
T ymczas em, pomimo znacznego rozrzut u wart oś ci U, prawdopo-
dobieńs t wo 1 0  P (5 )  t ego, ż e błąd wart oś ci ś redniej  ∆Aq mieś ci s ię 
w przedziale niepewnoś ci rozs zerzonej  j es t  ró wne poziomowi 
uf noś ci: { } pUUqP =−∈ ),(A∆         (13 )  
 
co łat wo s prawdzić  za pomocą s ymulacj i M C . P oprawnoś ć  obli-
czeń wg (12 )  wynika s t ąd, ż e rozkład S t udent a, zwany t eż  s t at y-
s t yką S t udent a, j es t  rozkładem zmiennej  los owej  t: 

 
sqt A

def ∆=           (14 )  
 

 
6. S k u t k i  i n n e g o  n i ż  n o r m a l n y  r o z k ł a d u  b ł ę d u  

p r z y p a d k o w e g o  o b s e r w a c j i  
 

B łąd przypadkowy moż e mieć  rozkład inny niż  normalny [ 12 ] , 
ale nie moż na t ego s t wierdzić  na pods t awie małej  liczby n obs er-
wacj i. Z a pomocą s ymulacj i M C  moż na nat omias t  badać  rozkład 
(s t at ys t ykę)  zmiennej  zdef iniowanej  wzorem (14 )  dla dowolnego 
rozkładu błędu przypadkowego. S ymbol t zwyczaj owo przyj ęt y 
dla zmiennej  S t udent a, t j . dla rozkładu ułamka ∆Aq/s gdy błąd 
przypadkowy ma rozkład normalny, niech ma zas t os owanie t akż e 
dla innych rozkładó w błędu przypadkowego obs erwacj i.  

I nt eres uj ąca moż e być  s t at ys t yka zmiennej  t dla obs erwacj i  
o rozkładzie  t ypu U  (rys . 5 ) , kt ó ry moż e pochodzić  od zakłó ceń 
od s ieci energet ycznej  albo, j ak w przykładzie przyt oczonym  
w [ 9 ]  – od cyklicznych zmian t emperat ury przy dwus t awnej  t er-
mos t at yzacj i układu pomiarowego. T ę s t at ys t ykę − wynik s ymula-
cj i M C  − dla liczby s t opni s wobody ν = 1 pokazano na rys . 6  1a)   
i 1b)  w zes t awieniu ze s t at ys t yką S t udent a. N a wykres ie 1b)  zas t o-
s owano podziałkę logaryt miczną na os i rzędnych dla uwypuklenia 
ró ż nic między s t at ys t ykami w obs zarze t zw. og onó w . 
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Rys. 5 .  Rozk ł ady o j ednostk owym  odchyleniu  standardowym :  t.U  − typ u  U ,   
nrm  − norm alny,  ex p  − L ap lace’ a 

F ig . 5 .  D istrib u tions with u nitary standard dev iation:  t.U  − U -typ e,   
nrm  − norm al,  ex p  − L ap lace’ s one 

 
S ymulacj ę wykonano t eż  dla rozkładu dwus t ronnie wykładni-

czego (L aplace’ a)  [ 13 ] , kt ó ry ró ż ni s ię (rys . 5 )  od rozkładu nor-
malnego inaczej , niż  rozkład t ypu U .  

Z a pomocą s ymulacj i M C  moż na wyznaczyć  ws pó łczynniki 
rozs zerzenia dla s yt uacj i dominuj ącego błędu przypadkowego  
o ró ż nych rozkładach prawdopodobieńs t wa. W  t ab. 1 zes t awiono 
wart oś ci ws pó łczynnikó w dla rozkładu t ypu U  i rozkładu  
L aplace’ a, dla dwó ch poziomó w uf noś ci: 9 5 %  i 9 9 % . W  celach 
poró wnawczych podano ws pó łczynniki dla normalnego rozkładu 
błędu przypadkowego, czyli dla rozkładu S t udent a zmiennej  t (14 ) . 

                                                     
1 0  M owa j est tu  o p rawdop odob ień stwie w p op u lacj i g eneralnej  p om iarów zł ożonych 
z n ob serwacj i i wyk onywanych w p owtarzalnych waru nk ach,  wywoł u j ą cych dom i-
nu j ą cy b ł ą d p rzyp adk owy o rozk ł adzie norm alnym  z odchyleniem  standardowym  
ob serwacj i σob s . 
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Dane z kolumn 4  i 5  t ab. 1  p ozwalaj ą os zac ować  d okład noś ć  
oc eny  ws p ó łc zy nnika rozs zerzenia,  wy konanej  za p omoc ą s y mu-
lac j i M C . P rzy  zas t os owanej  t u lic znoś c i p ró by  1 0 6/n j ako p ewne 
moż na p rzy j ąć  d wie c y f ry  znac ząc e. Dals za analiza d any c h   
z t ab. 1  p ozwala s f ormułować  nas t ę p uj ąc e wnios ki: 
1 )  R ozkład  L ap lac e’ a błę d u p rzy p ad koweg o obs erwac j i d aj e 

mniej s ze,  a rozkład  t y p u U  – wię ks ze wart oś c i ws p ó łc zy nnika 
rozs zerzenia,  niż  rozkład  normalny . 

2 )  R ó ż nic e mię d zy  wart oś c iami ws p ó łc zy nnikó w rozs zerzenia 
malej ą ze wzros t em lic zby  s t op ni s wobod y . 
W nios ek 2 )  ilus t ruj e „ d ziałanie”  c ent ralneg o t wierd zenia g ra-

nic zneg o rac h unku p rawd op od obień s t wa: R ozkład  p rawd op od o-
bień s t wa wart oś c i ś red niej  z obs erwac j i d ąż y  d o rozkład u normal-
neg o g d y  lic zba obs erwac j i d ąż y  d o nies koń c zonoś c i,  niezależ nie 
od  rozkład u p rawd op od obień s t wa p os zc zeg ó lny c h  obs erwac j i. 
S t at y s t y ki wg  ry s . 6  d ąż ą wię c  d o rozkład u normalneg o g d y  ν → ∞. 
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R ys .  6 .   St a t ys t yk i z m ien n ej  l os ow ej  t w g  ( 14)  d l a  ν = 1:  l in ie c z a rn e – s t a t ys t yk a  

St u d en t a ,  l in ie s z a re − s ym u l a c j e M C  d l a  roz k ł a d ó w  obs erw a c j i:   
1a ) ,  1b)  − t yp u  U,  2 a ) ,  2 b)  − L a p l a c e’ a  

F ig .  6 .   St a t is t ic s  of  ra n d om  v a ria bl e t by f orm u l a  ( 14)  f or ν = 1:  bl a c k  c u rv es  – 
St u d en t ’ s  s t a t is t ic s ,  g rey c u rv es  − M C  s im u l a t ion s  f or d if f eren t  obs erv a t ion  
d is t ribu t ion s :  1a ) ,  1b)  − U-t yp e,  2 a ) ,  2 b)  − L a p l a c e’ s  on e 

 
 
T a b.  1.   W s p ó ł c z yn n ik i roz s z erz en ia  d l a  t rz ec h  roz k ł a d ó w  bł ę d u  p rz yp a d k ow eg o 
T a b.  1.   C ov era g e f a c t ors  f or t h ree d is t ribu t ion s  of  t h e ra n d om  error 
 

1.  2 .  3 .  4.  5 .  6 .  
R oz k ł a d  bł ę d u  p rz yp a d k ow eg o 

n orm a l n y w g  P oz iom  
u f n oś c i 

L ic z ba  
St op n i 

s w obod y t yp u  U s ym u l a - 
c j i M C  

roz k ł a d u  
St u d en t a  

L a p l a c e’ a  

1 3 7 , 3  12 , 7  12 , 7 1 10 , 1 
4 3 , 44 2 , 7 7  2 , 7 7 6  2 , 49  9 5 %  
16  2 , 14 2 , 12  2 , 12 0  2 , 0 6  
1 2 6 6  6 4, 0  6 3 , 6 6  5 0 , 2  
4 8 , 0  4, 6 3  4, 6 0 4 3 , 8 1 9 9 %  
16  3 , 0 5  2 , 9 3  2 , 9 2 1 2 , 7 8  

 
R ozkład  błę d u ∆q p omiaru,  g d y  ma on oba s kład niki: ∆Aq  

i ∆Bq,  wy znac za s ię  [ 1 2 ]  j ako s p lot  rozkład u S t ud ent a o ν s t op -
niac h  s wobod y ,  rep rezent uj ąc eg o rozkład  błę d u ∆Aq o nieznany m 
od c h y leniu s t and ard owy m σΑ,  es t y mowany m p rzez od c h y lenie 

emp iry c zne s ( 1 1 ) ,  z rozkład em błę d u ∆Bq o od c h y leniu s t and ar-
d owy m σB w p op ulac j i g eneralnej . N a p od s t awie t eg o s p lot u 
oblic za s ię  niep ewnoś ć  rozs zerzoną U na założ ony m p oziomie 
uf noś c i. J eż eli,  za p omoc ą s y mulac j i M C ,  zbad ać  p rawd op od o-
bień s t wo P ( 5 )  t eg o,  ż e błąd  ∆q leż y  w p rzed ziale niep ewnoś c i 
rozs zerzonej  U ,  t o okazuj e s ię  [ 1 2 ,  1 4 ] ,  ż e p rawd op od obień s t wo t o 
j es t  na og ó ł wię ks ze od  założ oneg o p oziomu uf noś c i p: 

 
pUUqP ≥−∈ )},({∆        ( 1 5 )  

 
mimo,  ż e obs erwac j e p oc h od zą z p op ulac j i g eneralnej   
o rozkład zie normalny m z niezmienny m od c h y leniem s t and ard o-
wy m 1 1  σ o b s .  

W y kres  p rzed s t awiony  na ry s . 7  b)  oraz wy kres y  p okazane  
w [ 1 2 ,  1 4 ]  ilus t ruj ą nieró wnoś ć  ( 1 5 ) ,  kt ó rej  s p ełnienie moż na 
uznać  za wy s t arc zaj ąc e d la p ozy t y wnej  oc eny  p op rawnoś c i obli-
c zenia niep ewnoś c i rozs zerzonej  U. 

G d y  obs erwac j e  p oc h od zą z p op ulac j i o od c h y leniu s t and ard o-
wy m σ o b s  o rozkład zie inny m,  niż  normalny ,  obraz uleg a zmianie. 
I  t ak wy kres  na ry s . 7  a)  d ot y c zy  s y t uac j i,  g d y  obs erwac j e p oc h o-
d zą z p op ulac j i o rozkład zie t y p u U ,  a wy kres  na ry s . 7  c )  – g d y  
p oc h od zą one z p op ulac j i o rozkład zie obus t ronnie wy kład nic zy m. 
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R ys .  7 .   P ra w d op od obień s t w o P ( 5 )  j a k o f u n k c j a  s t os u n k u  σobs/σB i l ic z by ν s t op n i 

s w obod y.  P oz iom  u f n oś c i p = 9 5 % .  R oz k ł a d  obs erw a c j i:  a )  – t yp u  U,   
b)  – n orm a l n y,  c )  – L a p l a c e’ a  

F ig .  7 .   P roba bil it y P ( 5 )  a s  a  f u n c t ion  of  ra t io σobs/σB a n d  d eg ree of  f reed om  ν .  
C on f id en c e l ev el  p = 9 5 % .  O bs erv a t ion s  d is t ribu t ion :  a )  – U-t yp e,   
b)  – n orm a l ,  c )  – L a p l a c e’ s  on e 

 
R y s unek 7  p rzed s t awia wy niki s y mulac j i M C  p rzy  lic znoś c i 

p ró by  1 0 6 oraz p rzy  założ eniu,  ż e błąd  ∆Bq p oc h od zi z p op ulac j i  
o rozkład zie j ed nos t aj ny m. B liż s ze rzec zy wis t oś c i by łoby  założ e-
nie,  ż e błąd  t en ma rozkład  normalny . B ad ań  d la t akiej  s y t uac j i 
j es zc ze nie zakoń c zono,  ale ws t ę p nie s ug eruj ą one,  ż e wy niki bę d ą 
ró ż nić  s ię  wy nikó w p rzed s t awiony c h  na ry s . 7  t y lko iloś c iowo. 

N a p od s t awie wy nikó w s y mulac j i M C ,  p rzed s t awiony c h  na  
ry s . 6  i ry s . 7 ,  moż na s f ormułować  nas t ę p uj ąc y  wnios ek: W ied za  
o t y m,  c zy  obs erwac j e maj ą rozkład  normalny ,  c zy  inneg o rod za-
j u,  moż e mieć  is t ot ne znac zenie wt ed y ,  g d y  lic zba obs erwac j i j es t  
ni e w i e l k a  oraz od c h y lenie s t and ard owe σ o b s  obs erwac j i j es t  k i l k a -
k r o t ni e  wię ks ze od  od c h y lenia s t and ard oweg o σB błę d u t y p u B . 
                                                     
1 1  R ó w n oś ć  p ra w d op od obień s t w a  P i p oz iom u  u f n oś c i p z a c h od z i w  p op u l a c j i 
g en era l n ej  p om ia ró w  c h a ra k t eryz u j ą c yc h  s ię  j ed n a k ow ym  s t os u n k iem  s/σB [ 12 ] .  
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Nie ma żadnych teoretycznych p ods taw  do us tal enia,  co dokł adnie 
oznaczaj ą  okreś l enia niewielka i kilkakr o t nie. Nie ma też takich 
p ods taw  dl a zal ecenia,  b y zakł adać  p oziom uf noś ci 9 5 % . T e w ar-
toś ci l iczb ow e w yb iera s ię  arb itral nie,  a na to,  j akie to s ą  l iczb y,  
nieb ag atel ny w p ł yw  ma p os ł ug iw anie s ię  akurat dzies ię tnym,  a nie 
innym s ys temem p ozycyj nym zap is u l iczb  ( dl ateg o 0 , 9 5  uw ażamy 
za l iczb ę  „ rozs ą dnie b l is ką ”  l iczb ie 1 ) ,  oraz to,  że niektó re z l iczb ,  
np . 3  i 7 ,  uw ażamy za „ mag iczne” . S ię g aj ą c do mag ii i p rzyg l ą da-
j ą c s ię  w ykres om na rys . 7  a) ,  p rzyj mij my w ię c,  że zał ożenie  
o normal nym rozkł adzie ob s erw acj i j es t w  p eł ni akcep tow al ne g dy 
s p eł niony j es t w arunek:  

7≥n             ( 1 6 )  
 

 
7. P o d s u m o w a n i e  
 

W yniki s ymul acj i M onte C arl o,  p rzeds taw ione na rys . 7 ,  p o-
tw ierdzaj ą  doś ć  p ow s zechną ,  op artą  o w iel ol etnie doś w iadczenie,  
intuicj ę  metrol og ó w  zal ecaj ą cą ,  b y na p omiar l ab oratoryj ny s kł a-
dał y s ię  ob s erw acj e w  l iczb ie n rzę du 1 0  ( np . 7  ... 1 5 )  j ako l iczb ie 
s tanow ią cej  komp romis  mię dzy p os tul atem zachow ania tzw . 
w arunkó w  p ow tarzal noś ci,  nakazuj ą cym og raniczanie l iczb y n 
ob s erw acj i,  a p os tul atem dob rej  rep rezentacj i ef ektó w  l os ow ych 
za p omocą  niep ew noś ci typ u A ,  nakazuj ą cym zw ię ks zanie l iczb y n. 
T ym s amym p okazano,  że s ymul acj a M C  j es t ef ektyw nym narzę -
dziem w eryf ikacj i hip otez,  dotyczą cych anal izy dokł adnoś ci p o-
miaró w . 
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