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S t r e s z c z e n i e  
 

S f or m u ł ow an o zad an i e  j e d n oc ze s n e g o p os zu ki w an i a p ol i op t y m al n e j  
f u n kc j i  s t e r ow an i a p r oc e s u  or az p ar am e t r ó w  kon s t r u kc y j n y c h  ob i e kt u ,   
w  kt ó r y m  t e n  p r oc e s  p r ze b i e g a.  Z ap r op on ow an o d y s kr e t y zac j ę  zm i e n n y c h  
n i e zal e ż n y c h  j ako s p os ó b  zam i an y  n a zad an i e  p ol i op t y m al i zac j i  s t at y c zn e j ,  
zn ac zn i e  ł at w i e j s ze  d o r ozw i ą zan i a.  Pod kr e ś l on o r ol ę  s p os ob u  d y s kr e t y za-
c j i .  Pr ze d s t aw i on o p r zy kł ad  s t e r ow an i a s am oc h od e m ,  i  r ozw i ą zan o g o za 
p om oc ą  al g or y t m u  g e n e t y c zn e g o.  I n n y m  p r zy kł ad e m  j e s t  u kł ad  s t e r ow an i a 
p r oc e s e m  s t e r ow an i a n i e l i n i ow e g o.  Pr ze d s t aw i on o op r og r am ow an i e  
zad an i a.  O m ó w i on o ot r zy m an e  w y n i ki .  Pr ze d y s ku t ow an o m e t od y kę  
p os t ę p ow an i a.  
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  p ol i op t y m al i zac j a p r oc e s u ;  d y s kr e t y zac j a;  zam i an a 
zad an i a op t y m al i zac j i  d y n am i c zn e j  n a zad an i e  op t y m al i zac j i  s t at y c zn e j  
 
P ol y op t im iz a t ion  of  n on -l in ea r  p r oces s es  

 
A b s t r a c t  

 
An  op t i m i zat i on  p r ob l e m  of  c on t r ol  f u n c t i on s  an d  ob j e c t  p ar am e t e r s  
s i m u l t an e ou s l y ,  i s  f or m u l at e d .  D i s c r e t i zat i on  of  i n d e p e n d e n t  var i ab l e s  i s  t o 
c on ve r t  an  or i g i n al  p r ob l e m  i n t o a s t at i c  op t i m i zat i on  p r ob l e m ,  m u c h  
e as i e r  t o b e  s ol ve d .  A w ay  of  d i s c r e t i zat i on  i s  i m p or t an t  on  t h e  ad e q u ac y  
an d  ac c u r ac y  of  a s ol u t i on .  T w o e x am p l e s  ar e  i n c l u d e d :  a c on t r ol  of  a c ar ,  
an d  an  au t om at i c  c on t r ol  b y  t h e  b i -s t ab l e  r e g u l at or .  C om p u t e r  c od e s  ar e  
g i ve n .  A g e n e r al  m e t h od ol og y  i s  p r op os e d .  
 
K e y w o r d s :  p ol y op t i m i zat i on ,  d i s c r e t i zat i on ,  c on ve r s i on  of  d y n am i c  t o 
s t at i c  op t i m i zat i on  p r ob l e m  
 
1 .  Ws t ę p  
 

W  p rakt yc e in ż yn iers kiej  i ekon omic z n ej  p oliop t ymaliz ac j a c ią g le 
n ie „ t raf ił a p od s t rz ec h y” . P rz yc z yn  j es t  wiele,  p rawdop odob n ie 
g ł ówn a t o t a,  ż e p ot rz eb n y j es t  duż y wys ił ek,  a z  t rudem uz ys kan y 
rez ult at  p oz os t aj e wą t p liwy z e wz g lę du n a dys kus yj n oś ć  z as t os owa-
n yc h  kryt eriów i og ran ic z eń  i n iep ewn oś ć  modelu mat emat yc z n eg o.  

T yp owym ź ródł em rez erwy p rakt yków wob ec  róż n yc h  f orm ma-
t emat yc z n ej  op t ymaliz ac j i j es t  t o,  ż e op t ymaliz uj e s ię  p aramet ry 
ob iekt u a n ie p roc es ,  g dyż  t o drug ie p rowadz i do s f ormuł owan ia 
b ardz o t rudn eg o z adan ia op t ymaliz ac j i dyn amic z n ej ,  kt óre n ie ma 
in ż yn iers kic h  met od roz wią z an ia. J eś li p rob lem j es t  c ią g ł y,  met o-
dą  j es t  an aliz a warian c yj n a,  dla kt órej  j edn ak b rak met od og ól-
n yc h ;  n at omias t  j eś li p rob lem j es t  dys kret n y – p rac oc h ł on n e me-
t ody komb in at oryc z n e,  z  róż n ymi h eurys t ykami. 

W  t ej  p rac y lan s uj e s ię  dys kret yz ac j ę  z mien n yc h  n iez ależ n yc h   
i s f ormuł owan ie s t at yc z n eg o z adan ia op t ymaliz ac j i. J ak p okaż e-
my,  t akie uj ę c ie j es t  w p eł n i p rakt yc z n e i z ap ewn ia wys t arc z aj ą c ą  
dokł adn oś ć . 
 

2 .  Ter m in ol og ia  
 

D an a j es t  przestrzeń zmiennych niezależnych { }1 2 3, , ,Z z z z t=  
g dz ie zi s ą  z mien n ymi p rz es t rz en n ymi a t j es t  c z as em,  n a p rz ykł ad 

t rz y wymiary z b iorn ika i c z as  z eg arowy. N a t ej  p rz es t rz en i  
def in iuj e s ię  z b iór w ielk o ś ci w yj ś cio w ych p roc es u,  

{ }, 1,...,iy y i n= = – t o s ą  t e wielkoś c i,  kt óre c h arakt eryz uj ą  p rz e-
b ieg  p roc es u,  n a p rz ykł ad t emp erat ura,  c iś n ien ie i t rz y s kł adowe 
p rę dkoś c i c iec z y w z b iorn iku. K aż da z  n ic h  moż e b yć  f un kc j ą  
ws z ys t kic h  lub  n iekt óryc h  z mien n yc h  n iez ależ n yc h : . 

( )1 2 3, , ,i iy f z z z t= . 
Z auważ my,  ż e f un kc j e fi s ą  t akż e z ależ n e od p aramet rów kon -

s t rukc yj n yc h  p ob iekt u oraz  od f un kc j i wymus z eń  z ewn ę t rz n yc h  
( )1 2 3, , ,j ju u z z z t=  

 
( )1 2 3, , , , ,i i jy f u p z z z t=                            ( 1 )  

 
W ymu szeniami n az ywamy ł ą c z n ie z mien n e s t eruj ą c e oraz  z a-

kł óc en ia. 
 
S tan pro cesu  okreś la z b iór z mien n yc h  wyj ś c iowyc h ,  z at em s t a-

n em p roc es u s 0 w dan ym p un kc ie p rz es t rz en i i w dan ej  c h wili 
c z as u 0 1 2 3, , ,Z z z z t=     n az wiemy wekt or wart oś c i z mien n yc h  
wyj ś c iowyc h :   

 
( )1 2 3

0 1 2 3, , , , , ,..., nz z z t
s s y y y y= =    .                  ( 2 )  

 
P ro cesem  n az wiemy c ią g  s t an ów ob iekt u,  n p . kolej n e wart oś c i 

kon kret n ej  wielkoś c i wyj ś c iowej  wz dł uż  kon kret n ej  t raj ekt orii  
w p rz es t rz en i z mien n yc h  n iez ależ n yc h ,  n p . roz kł ad t emp erat ury 
wz dł uż  okreś lon ej  krawę dz i z b iorn ika,  alb o z mian y t emp erat ury 
w c z as ie w kon kret n ym miej s c u z b iorn ika,  alb o wys okoś c i p un k-
t ów g eodez yj n yc h  drog i w f un kc j i ws p ół rz ę dn yc h  g eog raf ic z n yc h ,  
alb o wys okoś ć  p oz iomu f aluj ą c ej  wody it p . 

 
K ryteriu m czą stk o w ym n az wiemy wielkoś ć ,  kt óra b ę dz ie c h a-

rakt eryz ował a j akoś ć  p roc es u w okreś lon ym ob s z arz e p rz es t rz en i 
z mien n yc h  n iez ależ n yc h .  

Z  reg uł y t o b ę dz ie f un kc j on ał  okreś lan y n a z def in iowan yc h  
p rz edz iał ac h  z mien n yc h  n iez ależ n yc h ,  n a p rz ykł ad wart oś ć  ś red-
n ia,  alb o wart oś ć  maks ymaln a it p . N a p rz ykł ad dla p roc es u wy-
mian y c iep ł a moż e t o b yć  t emp erat ura wymien n ika,  alb o j eg o moc  
c iep ln a,  alb o en erg ia c iep ln a,  dla p roc es u reg ulac j i t o moż e b yć  
p rz ereg ulowan ie,  c z as  reg ulac j i,  z ap as  s t ab iln oś c i it p . 

 

( )
31 2

1 2 3

maxmax max max

1 2 3
mi n mi n mi n mi n

.= ∫ ∫ ∫ ∫
zz z t

i
z z z t

k dz dz dz f dt      i=1,..., r    ( 3 )  

 
g dz ie ( ), 1,..., , , 1,..., ,i jf f y i n u j m p= = =   

L ic z b a kryt eriów z wykle n ie j es t  duż a ( r =  2  – 4 ) . 
K ryt eria c z ą s t kowe s ą  n iez ależ n ymi c z ą s t kowymi miarami j a-

koś c i p roc es u,  n a p rz ykł ad j es t  t o s p rawn oś ć ,  n iez awodn oś ć ,  
ef ekt ywn oś ć ,  dokł adn oś ć  it p . [ 1 ] . 

 
O g raniczenia f u nk cyj ne 
 

( ), 1,..., , , 1,..., , 0= = = ≤i i i jog og y i n u j m p    i = 1,...,g    ( 4 )  
 

O g raniczenia przed ział o w e  n a z mien n e n iez ależ n e s ą  z def i-
n iowan e p rz ez  dop us z c z aln e p rz edz iał y ic h  wart oś c i. 

 
P arametry c h arakt eryz uj ą  n aj c z ę ś c iej  ob iekt  w kt órym z ac h odz i 

p roc es . N ie z ależ ą  od c z as u,  n aj c z ę ś c iej  n ie z ależ ą  t akż e od p oz o-



74    PAK vol. 53, nr 8/ 2 0 0 7  
 

stałych zmiennych niezależ nych. O ne takż e mog ą b yć  zmiennymi 
decyzyjnymi. 
 
3. S f o r m u ł o w a n i e  z a d a n i a  p o l i o p t y m a l i z a c j i  
 
Sformułowanie zadania polioptymalizac j i dynamic znej  

 
N ależ y znaleź ć  takie f unkcje uj i takie p ar ametr y p , ab y kr yter ia 

cząstkow e miały w ar toś ci ekstr emalne dla okr eś lonych p r zedziałó w  
zmiennych niezależ nych,  p r zy sp ełnieniu og r aniczeń  na zmienne 
w yjś ciow e or az na zmienne ster ujące (model jest dany w  [ 5 ] ). 

 
Sformułowanie zadania polioptymalizac j i s tatyc znej  

 
P oniew aż  zadanie op tymalizacji dynamicznej jest z r eg uły tr udne 

do r ozw iązania (choć b y ze w zg lę du na nieliniow oś ci modelu ma-
tematyczneg o or az r ó w nania r ó ż niczkow e (nier zadko cząstkow e),  
zaw sze nieliniow e,  dokonuje się  dyskr etyzacji zmiennych nieza-
leż nych i p oszukuje się  kolejnych w ar toś ci zmiennych ster ujących 
jako skoń czonych ciąg ó w  ich w ar toś ci. 
 
4 . P r z y k ł a d  s t e r o w a n i a  s a m o c h o d e m  
 
1 .  O b iek t optymalizac j i ( proc es )   

 
A uto p r zejeż dż a z nier uchomeg o star tu do celu odleg łeg o o L ,  

p o p łaskiej p oziomej dr odze,  i tam ma się  zatr zymać . J est nap ę dzane 
zmienną siłą P i hamow ane zmienną siłą H.  
 

2 .  Z mienne niezależ ne 
 
J est to czas t i dług oś ć  s,  ale zw iązane są oczyw istą zależ noś cią:  

0

( )
t

s s t dt= ∫ � ,   zatem jest tylko jedna zmienna niezależ na. 

 
3 .  W arunk i poc zą tk owe 
 
D la t = 0  s = 0  or az ds/dt = 0  
 

4 .  Szuk ane funk c j e s teruj ą c e 
 
P oszukuje się  siły nap ę dzającej P(s) i siły hamującej H(s) 
 

5 .  D ane 
 
M aksymalna dop uszczalna siła nap ę dzająca. r ozw ijana p r zez 

silnik lub  hamulce Pm a x  = 1 5 0 0  N ;  dr og a do p r zejechania od 
star tu do celu L = 3 0 0  m;  masa auta M = 1 0 0 0  kg ;  w sp ó łczynnik 
doskonałoś ci kształtu (op or ó w  p ow ietr za) c = 0 , 3 . 

 

6 .  K ryteria 
 
K r yter ia cząstkow e:  T  – całkow ity czas p r zejazdu;   
P r aca EP EH= +   E P – p r aca siły P ;  E H – p r aca siły H 
K r yter ium skalar ne (g lob alne):  
 

( ) ( )1= − + ⋅ + ∈F w T w EP EH     w  0, 1          (5 ) 
 

7 .  O g ranic zenia przedziałowe 
 
S iła nap ę dow a nie moż e p r zekr oczyć  w ar toś ci maksymalnej:  
 

[ ]0, maxP P∈                                   (6 ) 
 
S iła hamująca (ujemna) nie moż e p r zekr oczyć  w ar toś ci mak-

symalnej (założ ono,  ż e jej maksymalna w ar toś ć  b ezw zg lę dna jest 
taka sama jak siły nap ę dow ej):  
 

[ ]max,0H P∈ −                                    (7 ) 
 
P r zejechana dr og a p o czasie T :  
 

t Ts L
=

≥                               (8 ) 
 

8 .  O g ranic zenia funk c j onalne ( model matematyc zny proc es u)  
 
W  tej w er sji p r zyję to skr ajnie up r oszczony model,  w  tym:  
• p ominię to siłę  tar cia sucheg o;  
• p ominię to sp r aw noś ć  silnika i jeg o nieliniow e char akter ystyki,  

p r zyjmując jako kr yter ium p r acę  ‘ netto’ ,  czyli na kołach,  a nie 
zuż ycie p aliw a;  

( )( ) ( )21s P s c s sign sM= − ⋅ ⋅�� � �                (9 ) 
 
P r ę dkoś ć  p o p r zejechaniu dr og i L na mecie nie p ow inna b yć  

w ię ksza niż  0 , 0 5  m/s. 
P oniew aż  moż na założ yć ,  iż  w  danej chw ili nie b ę dzie p r zyło-

ż ona r ó w nocześ nie siła P i siła H ,  zatem moż na oznaczyć  je ob ie 
symb olem P(t) (p amię tając,  ż e ujemna w ar toś ć  oznacza hamow a-
nie),  i w ó w czas łączna p r aca E P+ E H  w yr azi się  w zor em:  

 
( ) ( ) ( )

0 0

+ = ⋅ = ⋅ ⋅∫ ∫L T

EP EH P s ds P t s t dt�       (1 0 ) 

 
W  modelu p ominię to takż e dynamikę  ster ow ania silnika. P omi-

nię to r ó w nież  og r aniczenie na p r zysp ieszenie d2s/ dt2 (komf or t 
p asaż er ó w  i p r zeciąż enia auta). 

 
9 .  D ys k retyzac j a  

 
K w antujemy zmienną niezależ ną:  dług oś ć  s,  p o to ab y zadanie 

op tymalizacji dynamic znej  zamienić  na zadanie op tymalizacji 
s tatyc znej . D zię ki temu ter az zamiast szukania f unkcji:  siła nap ę -
dzająca P(s) i siła hamująca H(s) należ y znaleź ć  ich w ar toś ci P(k) 
g dzie k = 1 , 2 , … , n, jest numer em odcinka dr og i. 

Z atem szukane zmienne decyzyjne są:  P(1 ),  P(2 ),  ...,  P(n). 
P oniew aż  p r ob lem jest ciąg ły,  konieczna jest ap r oksymacja 

f unkcji ster ującej P(t) lub  P(s) mię dzy dyskr etnymi p unktami  
k = 1 , ...,  n.  

M oż e b yć  na p r zykład liniow a:  
 

( ) ( )( 1) ( ) ( )( 1) ( )
P k P kP s s s k
s k s k

+ −
= −

+ −
                 (1 1 ) 

 
1 0 .  I ntuic yj ne rozwią zanie 

 
W ydaje się ,  ż e g dyb y kr yter ium op tymalizacji b ył czas p r zejaz-

du T (tzn. dla w sp ó łczynnika w ag i w = 1 ), to p r zy p ominię ciu 
tar cia r ozw iązaniem b yłb y nastę p ujący p r zeb ieg  sił:  w  p r zedziale 
dr og i <  0 ,  L/2  >  siła P = Pm a x ,  a w  p r zedziale <  L/2 ,  L >  siła 
hamow ania H = -Pm a x . 

N atomiast dla b . duż ych w ar toś ci w w ar toś ci sił dąż ą do zer a  
a czas T  do nieskoń czonoś ci. G dyb y w p r ow adzić  siłę  tar cia suche-
g o,  siła hamow ania p ow inna b yć  w ó w czas r ó w na zer o. 

T e sp ostr zeż enia moż na w ykor zystać  do w er yf ikacji op r og r a-
mow ania. 
 

1 1 .  R ozwią zanie 
 
W ykor zystano alg or ytm g enetyczny1. U tw or zono nastę p ującą 

f unkcję  któ r a ob licza dw a kr yter ia:  czas koń cow y T  or az łączną 
p r acę  siły nap ę dow ej i siły hamow ania. 
                                                     
1  W y k o rz y s t a n o  p a k i e t  o p t y m a l i z a c j i  j e d n o - i  w i e l o k ry t e ri a l n e j ,  n a p i s a n y  w  ś ro d o -

w i s k u  M A T L A B .  J e s t  d o s t ę p n y  w  h t t p : / / w w w . t u -h a rb u rg . d e / ~ rt s a p ;  a u t o re m  j e s t  
A n d re y  P o p o v .  
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Funkcja obliczania kryteriów: 
 
function F = fcel_auto_gen(x) 
glob al   P P  k ar a y y  
P P =x;  
[ t,  xx,  y y ] = s im (' auto1 ' ,  2 0 0 );  
%  ogr anicz enia:  
[ a b ] =s iz e(y y );  
k ar a=0 ;  
og(1 )= y y (a, 5 )-0 . 0 5 ;   %  p r ę d k oś ć   
%  na m ecie nie m oż e b y ć  w ię k s z a od  0 . 0 5  m / s  
w aga=1 e3 ;  if og(1 ) > 0  k ar a=og(1 )^ 2 * w aga;  
els e k ar a=0 ;  
end  
og(2 )= y y (a, 3 );   %  p oz os tał o d o p r z ej ech ania  
%  auto m us i d oj ech ać  d o m ety  
w aga=3 * 1 e3 ;  if og(2 ) > 0  k ar a=k ar a+ og(2 )^ 2 * w aga;  
end  
F = [ ] ;  
F(1 ) = y y (a, 1 )+ k ar a/ 1 0 0 ;  %  cz as  p r z ej az d u 
F(2 ) = y y (a, 2 )* 1 e-4 + k ar a/ 1 0 0 ;  %  s k alow ana p r aca 
 

P lik uruch om ieniowy: 
 
%  p lik  ur uch am ia op ty m aliz acj ę  s k alar ną  
%  p r oces u 
%  s ter ow ania autem  z a p om ocą  s ił y  
%  od  s ilnik a i od  h am ulcó w   
clear  all 
glob al   P P  k ar a y y  % glob al t y y  L  P P  P unk ty Z m iany S ily  M  k  s k ala 
L =3 0 0 ;   %  od leglos c d o p r z ej ech ania 
P unk ty Z m iany S ily =[ 0  0 . 2 * L  0 . 4 * L  0 . 6 * L  0 . 8 * L  L ] ;  
 
M =1 0 0 0 ;  %  m as a s am och od u 
cx=0 . 3 ;  %  w s p .  d os k on.  k s z tał tu 
Fp  = 2 ;  %  p ole p ow .  cz oł ow ej  s am och od u 
r o = 1 ;  %  gę s toś ć  p ow ietr z a 
k  = cx* Fp  * r o/ 2 ;  
s k ala = 1 ;  %  w s p .  s k ali j ed nos tek  
P m ax=1 5 0 0 ;  %  m ax s ila r oz w ij ana p r z ez  s ilnik / h am ulec 
op t = G A op t(-1 );  
op t. M axI ter  = 1 3 0 ;  
op t. S elect = 1 ;  
op t. B es t. R ate = 0 . 2 ;   
op t. T olX =-1 ;  
n=6 ;  
b ound s =[ ] ;  
gr anica=[ -P m ax P m ax 1 e-4 ] ;  
for  i=1 : n 
        b ound s  = [ b ound s ;  gr anica] ;   
end  
 % gr anica=[ -P m ax 0  1 e-4 ] ;  
% for  i=n/ 2 + 1 : n 
   %  b ound s  = [ b ound s ;  gr anica] ;   
   % end  
 
[ R G enes ,  R Fit,  R ecG enes ,  R ecFit]  = G A M O m inB C  
(' fcel_auto_gen_P ar eto' ,  b ound s ,  op t);  
 
P P  = R G enes (1 , : );  %  d la 1 -go r oz w ią z ania P ar eto 
figur e(2 ) 
[ tt, xx, y y ] =s im (' auto1 ' , 1 0 0 );  
s ub p lot(1 3 1 ) 
p lot(tt, y y (: , 4 )) 

title(' d r oga' ) 
gr id  
s ub p lot(1 3 2 ) 
p lot(tt, y y (: , 2 )) 
title(' p r aca' ) 
gr id  
s ub p lot(1 3 3 ) 
p lot(tt, y y (: , 5 )) 
title(' p r ed k os c' ) 
gr id  
figur e(3 ) 
p lot(R Fit(: , 1 ), R Fit(: , 2 ), ' o' );   
title(' w ar ianty  p oli-op ty m alne' ) 
xlab el(' k r y t. 1 :  cz as  p r z ej az d u,  s ek ' ) 
y lab el(' k r y t. 2 :  p r aca,  k J ' ) 
 
M o d e l  p r o c e s u  w  S i m u l i nk u  p o k a z u j e  r y s u ne k  1 . 
 
 

  
R y s . 1 .  M o d el  p r o c es u  p r z ej az d u  s am o c h o d u  w  S im u l ink u ;  O u t 1 = T ,   

O u t 2 = E P + E H  
F ig . 1 .  G r ap h ic al  S im u l ink  m o d el  o f  t h e p r o c es s  o f  a c ar  r u n;  O u t 1 = T ,  

O u t 2 = E P + E H  
 
 

W yniki p oliop tym alizacji 
 
P o  1 3 0  g e ne r a c j a c h  o t r z y m a no  z b i ó r  w a r i a nt ó w  p o l i o p t y m a l ny c h  

p o k a z a ny  na  r y s u nk u  2 . 
 
 

  
R y s . 2 .  W ar iant y  p o l io p t y m al ne z nal ez io ne  p o  1 3 0  it er ac j ac h  ( g ener ac j ac h )  
F ig . 2 .  P o l y o p t im al  v ar iant s  s et  f o u nd  b y  t h e G enet ic  A l g o r it h m  in 1 3 0   

g ener at io ns  
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Tab. 1. P r z y k ł ad ow e  z nal e z ione  op t y m al ne  f unk c j e  st e r ow ania P ( i) ,  i =  1, … , 6   
or az  w ar t oś c i k r y t e r ió w  F ( 1)  i F ( 2 )  d l a 5 w ar iant ó w  p ol iop t y m al ny c h 

Tab. 1.  V al ue s of  c r it e r ia and  c ont r ol  f unc t ions P ( i) ,  i =  1, … , 6  f or  5 P ol y op t im al  
v ar iant s 

 

War-
i an t  

C z as  
p rz e -
j az d u  

S k al o -
w an a 
p rac a 

K o l e j n e  w art o ś c i  s i ł y  ( z d y s k e t y z o w an e  w z d ł u ż  d ro g i )  

x  1000,  N  

 F ( 1) ,  s  F ( 2) ,  k J  P ( 1)  P ( 2)  P ( 3)  P ( 4)  P ( 5)  P ( 6)  

1 66. 9 7 9 9  7 . 3046 1. 18 54 0. 0552 -0. 0535 -0. 1335 -0. 3566 -0. 0648  

2 66. 37 7 9  7 . 48 35 1. 18 54 0. 0553 -0. 0535 -0. 1333 -0. 3566 -0. 0648  

3 64. 4006 8 . 458 5 1. 2554 0. 0455 -0. 0532 -0. 1345 -0. 37 37  -0. 0646 

4 65. 367 6 7 . 7 300 1. 2554 0. 0445 -0. 0532 -0. 1346 -0. 37 37  -0. 0646 

5 55. 5629  8 . 5260 1. 1655 0. 0554 -0. 0535 -0. 0336 -0. 3566 -0. 2348  

 
 
 

  
R y s. 3 .  W ar iant y  p ol i-op t y m al ne  z nal e z ione   p o 6 5 it e r ac j ac h ( g e ne r ac j ac h)  ( + ) ,   

p o 13 0  it e r ac j ac h  ( * ) ,  i p o 2 0 0  it e r ac j ac h ( o)  
F ig . 3 . P ol y -op t im al  v ar iant s se t  f ound  by  t he  G e ne t ic  A l g or it hm  in 6 5 g e ne r at ions 

( + ) ,  in 13 0  g e ne r at ions ( * )  and  in 2 0 0  g e ne r at ions ( o)  
 
N a r y sun kac h  4 a i  4 b   p okaz an o r ez ult at y  st er ow an i a d la c h r o-

m osom u n r  5  ( T ab li c a) .  
 
 

  
R y s. 4 a. R e z ul t at  st e r ow ania g e ne m  nr  5 ( Tabl . 1)  o w ar t oś c iac h P ( i)  =  1.16 55   

0 .0 554    -0 .0 53 5   -0 .0 3 3 6    -0 .3 56 6    -0 .2 3 4 8  
F ig . 4 a. Tim e  c har ac t e r ist ic s of  t he  c ont r ol  by  t he  c hr om osom  no 5 ( Tabl e  1)  
 
R y sun ek 4  p okaz uj e r oz kł ad  f un kc j i  st er uj ą c ej  ( si ł a P )  w  f un kc j i  

d r og i  s i  w  f un kc j i  c z asu t .  T u w i d ać  w y g ł ad z aj ą c e d z i ał an i e i n t er -
p olac j i  ( op c j a I n te r p o l a ti o n -E x tr a p o l a ti o n  w  b loku L ook-U p  
T ab le w  S i m uli n ku) .  U ż y t kow n i k m oż e w p r ow ad z i ć  i n n y  sp osó b ,  
n p .  f un kc j ę B ez i er a) .  
 
 

  
R y s. 4 b. F unk c j a st e r uj ą c e j  ( sił a P )  w  f unk c j i d r og i s i w  f unk c j i c z asu t   

( w ar iant  nr  5)  
F ig . 4 b. D r iv e  f or c e  P  as a f unc t ion of  t he  d ist anc e  ( s)  and  t im e  ( t )  f or    

t he  c ont r ol  by  t he  c hr om osom  no 5 ( Tabl e  1)  
 

 
Uwagi 
 
K aż d e kolej n e ur uc h om i en i e alg or y t m u g en et y c z n eg o – n aw et  

p r z y  t y c h  sam y c h  p ar am et r ac h  – p r z y n osi  n a og ó ł  n i ec o i n n e 
w y n i ki ,  p on i ew aż  j est  t o alg or y t m  losow y !  N at om i ast  w y d ł uż an i e 
p r oc esu op t y m ali z ac j i  ( z w i ększ an i e li c z b y  g en er ac j i )  p r z y n osi  
p op r aw ę z b i or u P ar et o ( p at r z  r y sun ek 3 ) .  
 
5. P r z y k ł a d :  uk ł a d  r eg ul a c j i   

d w u-p o ł o ż en i o w ej  [ 2 ]  
 

R oz w aż m y  si ln i e n i eli n i ow y  ukł ad  r eg ulac j i  p okaz an y  n a r y -
sun ku 5 .  O t w ar t y  z b i or n i k n ap eł n i an y  j est  st r um i en i em  c i ec z y  m,  
kt ó r y  j est  st er ow an y  d w up oł oż en i ow y m  p r z ekaź n i kow y m  r eg ulat o-
r em  z  h i st er ez ą .  W i elkoś c i ą  r eg ulow an ą  j est  p oz i om  c i ec z y  h  
w  z b i or n i ku:  n ależ y  ut r z y m ać  st ał ą  w ar t oś ć  h = hz a d  p om i m o w y p ł y -
w u c i ec z y  z e z b i or n i ka ( st r um i eń  mz ) .   

 
 

 

h 

h 
h za d  

m z 

m 

- 
+ 

r e g u l a t o r  
2-p o l o ze n .  

w e ze l  
s u m a c y j n y  

za w o r

c z. p o m i a r .  

za w o r  
s t e r u j a c y

a k l o c a j a c y  z 

  
R y s. 5. O bie k t  op t y m al iz ac j i:  p r oc e s r e g ul ac j i p oz iom u c ie c z y  w  z bior nik u z a 

p om oc ą  r e g ul at or a d w up oł oż e niow e g o:  m  –st r um ie ń  nap e ł niania  
( w ie l k oś ć  st e r uj ą c a) ,  h – c hw il ow y  p oz iom  c ie c z y  ( w ie l k oś ć  st e r ow ana) ,  
hz ad  – sy g nał  w ar t oś c i z ad ane j ,  m z  – st r um ie ń  w y p ł y w u ( z ak ł ó c e nie )  

F ig . 5.  C ont r ol  p r oc e ss:  st abil iz at ion of  t he  l e v e l  h in t he  t ank  by  an on-of f   
c ont r ol l e r :  m  – sup p l y  st r e am  ( t he  c ont r ol  sig nal ) ,  h – l e v e l  ( t he  c ont r ol l e d  
v ar iabl e ) ,  m z  – out l e t  st r e am  ( d ist ur banc e )  

 
Z akł ó c en i am i  są :  c i ś n i en i e c i ec z y  z asi laj ą c ej  p ( t)  ( p r z ed  z aw or em )   

i  st r um i eń  w y p ł y w u mz ( t) .  
Z  t eor i i  r eg ulac j i  w i ad om o,  ż e r eg ulat or  d w up oł oż en i ow y  p ow od u-

j e osc y lac y j n y  p r z eb i eg  p r oc esu r eg ulac j i ,  n aw et  w  st an i e ust alon y m .  
C elem  op t y m ali z ac j i  j est  z n alez i en i e t aki c h  n ast aw  r eg ulat or a 

( są  t o t ut aj  z m i en n e d ec y z y j n e) ,  ab y  c z ęst oś ć  osc y lac j i  b y ł a j ak 
n aj m n i ej sz a i  ab y  od c h y len i a r eg ulac j i  b y ł y  j ak n aj m n i ej sz e ( z a-
t em  są  t o t ut aj  kr y t er i a op t y m ali z ac j i ) .  
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Zarówno częstość oscylacji jak i odchyłki regu lacji zależ ą  od 
przeb iegów czasowych zakłóceń :  mz(t) i p(t). D latego optym aliza-
cję m oż em y przeprowadzić tylko dla zdeterm inowanych przeb ie-
gów tych zakłóceń ,  np. dla stałego ciśnienia zasilania p(t) =  const 
oraz dla stałego położ enia zaworu  zakłócają cego. 

 
Sformułowanie zadania optymalizac j i 

 
1 .  K ryteria optymalizac j i 
 

( ) ( ) ( )
0 0

kryt(1)
t t

z a de t dt h t h t dt= = −  ∫ ∫  → m in – całka z b ez-

względnej wartości odchyłki regu lacji,  oraz  
kryt(2 ) → m in – liczb a oscylacji w określonym  czasie;  
 
2 .  Z mienne dec yzyj ne 

 
zm dec(1 ) =   strm asy  – wartość liczb owa stru m ienia zasilania zb iornika,   
zm dec(2 ) =  prog  – wartość sygnału  wejściowego,  przy której 
regu lator otwiera zawór gdy odchyłka rośnie,  
zm dec(3 ) =   hist – histereza regu latora. 

 
Zatem  wartość sygnału  wejściowego,  przy której regu lator za-

m yka zawór gdy odchyłka m aleje wyniesie:  prog – hist. 
Zwróćm y u wagę,  ż e nie s ą  to f u nkcje czasu . 
 

3 .  O g ranic zenia 
 
• W szystkie zm ienne decyzyjne powinny b yć dodatnie,  co im pli-

ku je logika zadania,  
• zmd e c ( 1 )  <  w y d  – z przyczyn konstru kcyjnych stru m ień  nie 

m oż e b yć większy niż  m aksym alna wydajność instalacji zasila-
ją cej. 
 
A naliza m odelu  m atem atycznego [ 2 ] ,  prowadzi do następu ją -

cych wniosków (intu icyjnie zrozu m iałych):  
• ab y k r y t1  b yło jak najm niejsze,  pr o g  powinien b yć m inim alny 

przy m ałej histerezie,  lecz przy większej histerezie m a m inim u m  
wewną trz zakresu  natom iast h i s t powinna b yć m inim alna przy 
m ałej wartości pr o g  ,  lecz przy większej wartości pr o g  m a m i-
nim u m  wewną trz zakresu ;  

• ab y k r y t2   b yło jak najm niejsze,  pr o g  → m ax  i jednocześnie 
h i s t→ m ax ,  zatem  jest to kryteriu m  m onotoniczne ze względu  
na te dwie zm ienne decyzyjne;  

• z przedstawionych wykresów nie wynika,  jaka jest charaktery-
styka ob u  kryteriów ze względu  na pierwszą  zm ienną  decyzyj-
ną :  s tr ma s y . 
K om prom is leż y gdzieś wewną trz przeanalizowanego ob szaru . 
 
 
 

0 1 2 30

10

20
0

5

10

15

20

p r ó g  z a l .
h i s t

fu
nc

f u n c  =  0. 1* w a g a * k r y t ( 1) + ( 1-
w a g a ) * k r y t ( 2)

  
R y s .  6 .   O b r az  s k al ar ne j  f u nk c j i  c e l u  d l a w ag a= 0 , 5  
F i g .  6 .   S c al ar  ob j e c t i v e  f u nc t i on f or  w e i g h t i ng  f ac t or  w ag a= 0 , 5  

 
 

T en wniosek potwierdza analiza rysu nku  6 ,  na którym  pokazano 
przeb ieg skalarnej f u nkcji celu  b ędą cej kom b inacją  liniową  ob u  
kryteriów:   

 
( ) ( ) ( )f sk waga kryt 1 1 waga kryt 2= ⋅ ⋅ + − ⋅  

 
W spółczynnik skali sk =  0 .1  dob rano tak,  ab y u dział ob u  kryte-

riów b ył w przyb liż eniu  ten sam . 
M inim u m  leż y w okolicy pu nktu  [ prog,  hist]  =   [ 1 , 2 ] . S tą d wnio-

sek konstru kcyjny,  ż e wartość  pr o g  nie powinna b yć zb yt du ż a,  
natom iast h i s t  znacznie większa,  to znaczy wyłą cza-nie powinno 
następować sym etrycznie na lewo przy u jem nej wartości odchyłki 
regu lacji. 

A b y ocenić sytu ację kom prom isową ,  przeprowadzono poli-
optym alizację,  wykorzystu ją c klasyczny gradientowy algorytm  
optym alizacji,  ze skalarną  f u nkcją  celu  f. 

W yniki pokazano na rysu nku  7 . 
 
 

100 12 0 14 0 16 0 18 0 2 00 2 2 0 2 4 0 2 6 0 2 8 0 3 0010

12

14

16

18

2 0

2 2

2 4

2 6

2 8

3 0

c a ł k a  z  o d c h y ł k i

lic
zb

a p
rze

łac
ze

ń

w y n i k i  p o l i o p t y m a l i z a c j i

 
R y s .  7 .  Z b i ó r  r oz w i ą z ań  p ol i op t y m al ny c h  d l a k ol e j ny c h  w ar t oś c i :  w ag a =  0 . 2 5 ,  

0 . 3 5 ,  . . .  ,  0 . 9 5  ( ni e k t ó r e  p u nk t y  ni e m al  p ok r y w aj ą  s i ę )  
F i g .  7 .  Pol y op t i m al  v ar i ant s  f or  t h e  w e i g h t  c oe f f i c i e nt  s e q u e nt al l y  c h ang e d   

( s om e  p oi nt s  ar e  v e r y  c l os e  e ac h  t o ot h e r )  
 

 
6. P r o c e d u r a  f o r m u ł o w a n i a  i  r o z w i ą z y w a n i a  

z a d a n i a  p o l i o p t y m a l i z a c j i  
 
1 . S f orm u łowanie zadania polioptym alizacji:  kryteriu m  nadrzęd-

ne,  kryteria czą stkowe 
2 . O kreślenie f u nkcji steru ją cych;  
3 . U stalenie zakresu  optym alizacji;  u stalenie czy param etry procesu   

(i ob iektu ) też  są  zm iennym i decyzyjnym i;  
4 . Zdef iniowanie ograniczeń ;  
5 . D yskretyzacja zm iennych niezależ nych;  
6 . U ru chom ienie m odelu  m atem atycznego procesu ,  sym u lacje dla 

róż nych sterowań ,  weryf ikacja m odelu  (w całym  zakresie 
zm ienności;  nie m u si b yć dokładnie);  

7 . E ksperym enty optym alizacyjne z jednym  kryteriu m  (pozostałe 
u stawione jako ograniczenia) – to weryf ikacja procedu ry opty-
m alizacyjnej;  

8 . Zgru b ne określenie przedziałów zm ienności poszczególnych 
kryteriów,  odpowiednie ich wyskalowanie,  tak ab y ich wartości 
b yły współm ierne;  

9 . W yb ór m etody optym alizacji:   
a) jeśli algorytm  genetyczny,  u tworzyć f u nkcję kary od ograni-

czeń  i dodać do wszystkich kryteriów  
b ) jeśli m etoda gradientowa,  u tworzyć zastępcze kryteriu m  ska-

larne,  na przykład jako waż oną  su m ę kryteriów czą stkowych;  
1 0 . B ardzo starannie przetestować działanie algorytm u . 
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7. I n n e  p r o b l e m y :  d y s k r e t y z ac j a  
i  w y g ł ad z an i e  p o s z u k i w an y c h  f u n k c j i  

 
J eś l i  p os zuk ujemy  f un k c ji  s t er ow an i a w  p r zes t r zen i  zmi en n y c h  

n i ezal eżn y c h  – g d y  s ą  c i ą g ł e – p ow i n n y  zos t ać  d y s k r et y zow an e,  
jeś l i  zad an i e op t y mal i zac ji  ( c zy  p ol i op t y mal i zac ji )  ma b y ć  s f or -
muł ow an e jak o zad an i e op t y mal i zac ji  s t at y c zn ej.  A b y  zmn i ejs zy ć  
l i c zb ę  p r zed zi ał ó w  ( c o p r zy ś p i es zy  ob l i c zen i a)  b ez d ot k l i w eg o 
p og or s zen i a d ok ł ad n oś c i ,  możn a r ozw aży ć  możl i w oś ć  n i er ó w n o-
mi er n eg o p od zi ał u:  zag ę ś c i ć  w  t y c h  ob s zar ac h ,  g d zi e k r y t er i a s ą  
n ajb ar d zi ej w r ażl i w e n a s t er ow an i e.  

In n y m b ar d zo s k ut ec zn y m s p os ob em d r as t y c zn eg o zmn i ejs ze-
n i a l i c zb y  zmi en n y c h  d ec y zy jn y c h  jes t  zas t os ow an i e f un k c ji  w y -
g ł ad zają c y c h :  n p .  f un k c ji  s p l ajn ó w  l ub  f un k c ji  B ezi er ’ a [ 4 ] .  

W  t y m d r ug i m p r zy p ad k u d od at k ow o n al eży  zw r ó c i ć  uw ag ę  n a 
og r an i c zen i a p r zed zi a-ł ow e w ar t oś c i  f un k c ji  s t er ow an i a.  

W ar t o zw r ó c i ć  uw ag ę  n a g r up ę  f un k c ji  i n t er p ol ac y jn y c h  op r og r a-
mow an y c h  w  M A T L A B ’ i e:   
• INT E R P 1 ,   
• INT E R P 1 Q ,   
• INT E R P F T ,   
• S P L INE ,   
• INT E R P 2 ,   
• INT E R P 3 ,   
• INT E R P N.  

 
Przykład 

 
D an a jes t  f un k c ja za p omoc ą  t ab l i c y  od c i ę t y c h  i  r zę d n y c h .  Nap i s a-

n o f un k c ję  w  M A T L A B ’ i e o n azw i e bezier6.  
 
function [odciete,rz edne] = b ez ier6 ( odc,rz )  
%  ob licz a nie  2 0  odciety ch  i rz edny ch  funk cj i B ez ier' a  
%  dla  da ny ch  6  w ierz ch olk ow :  P 0  do P 5  o na s tep .  w s p olrz . :  
%  odc - w ek tor odciety ch  p -k tow  w ez low y ch  
%  rz  - w ek tor rz edny ch  p -k tow  w ez low y ch  
%  t - p a ra m etr 0 ,0 0  . . .  1 ,0 0  
 
P 0 = [odc( 1 )  rz ( 1 ) ] ;  
P 1 = [odc( 2 )  rz ( 2 ) ] ;  
P 2 = [odc( 3 )  rz ( 3 ) ] ;  
P 3 = [odc( 4 )  rz ( 4 ) ] ;  
P 4 = [odc( 5 )  rz ( 5 ) ] ;  
P 5 = [odc( 6 )  rz ( 6 ) ] ;   
w  =  [1  1 . 2  1 . 2  1 . 4  1  1 ] ;   % w a g i k olej ny ch  w ierz ch olk ow  
p = 0 : 0 . 0 5 : 1 ;  
for j = 1 : 2 1 , 
    t= p ( j ) ;  
odciete( j ) = ( 1 -t) ^ 5 * P 0 ( 1 )  + 5 * t* ( 1 -t) ^ 4 * P 1 ( 1 )   + 1 0 * t^ 2 * ( 1 -t) ^ 3 * P 2 ( 1 )   
+ 1 0 * t^ 3 * ( 1 -   t) ^ 2 * P 3 ( 1 )    +5 * t^ 4 * ( 1 -t) * P 4 ( 1 )   + t^ 5 * P 5 ( 1 ) ;  
rz edne( j ) = ( 1 -t) ^ 5 * P 0 ( 2 )  + 5 * t* ( 1 -t) ^ 4 * P 1 ( 2 ) * w ( 1 )   
+ 1 0 * t^ 2 * ( 1 -t) ^ 3 * P 2 ( 2 ) * w ( 2 )  +  1 0 * t^ 3 * ( 1 -t) ^ 2 * P 3 ( 2 ) * w ( 3 )   
+ 5 * t^ 4 * ( 1 -t) * P 4 ( 2 ) * w ( 4 )  + t̂ 5 * P 5 ( 2 ) * w ( 5 ) ;  

end 
clf 
h old off 
p lot( odciete,rz edne) ;  
h old 
p lot( odc,rz ) ;  
 
P r zy k ł ad ow y  r ezul t at  p ok azuje r y s un ek  8 .  

Nal eży  p od k r eś l i ć ,  że w  p r oc es i e s y mul ac ji  ( a w i ę c  ob l i c zan i a 
f un k c ji  c el u p od c zas  op t y mal i zac ji )  w y k or zy s t uje s i ę  f un k c ję  
i n t er p ol ow an ą ,  a n i e d y s k r et y zow an ą ,  n i e ma w i ę c  ut r at y  d ok ł ad -
n oś c i  op t y mal i zac ji .  

 
 

  
R y s .  8 .  P r z y k ł a d  a pr o k s y ma c j i  f u n k c j i  d y s k r e t n e j :  r z  =  [  2    2    1   -2   -2    0 ] ,   

d a n e j  w  pu n k t a c h :  o d c  =   [  0    1    2    3    4    5 ]  z a  po mo c ą   
f u n k c j i  B e z i e r ’ a  

F i g .  8 .  Appr o x i ma t i o n  o f  a  f u n c t i o n  g i v e n  b y  c o -o r d i n a t e s  :   
o d c  =   [  0    1    2    3    4    5 ] ,  r z  =  [  2    2    1   -2   -2    0 ] ,  b y  t h e  6 -t h  o r d e r  
B e z i e r  f u n c t i o n  ( e x a mpl e )  

 
 

8 . W n i o s k i  
 
1 .  Z ak r es em op t y mal i zac ji  p ow i n i en  b y ć  jed n oc ześ n i e i  p r oc es   

i  ob i ek t  w  k t ó r y m t en  p r oc es  p r zeb i eg a,  ozn ac za t o że n al eżał o-
b y  r ozw i ą zy w ać  zad an i e op t y mal i zac ji  d y n ami c zn ej,  c o jes t   
w  p r ak t y c e n i ezw y k l e t r ud n e;  

 
2 .  P r zez d y s k r et y zac ję  zmi en n y c h  n i ezal eżn y c h  możn a t ak i e 

zad an i e s f or muł ow ać  jak o zad an i e ( p ol i -) op t y mal i zac ji  s t at y c z-
n ej,  s t os un k ow o ł at w e d o  r ozw i ą zan i a;  

 
3 .  Is t ot n e d l a d ok ł ad n oś c i  t ak i eg o up r os zc zon eg o zad an i a jes t  

s p os ó b  d y s k r et y zac ji  zmi en n y c h  n i ezal eżn y c h ;  
 
4 .  B ar d zo un i w er s al n y m al g or y t mem ( p ol i -) op t y mal i zac ji  s t at y c z-

n ej – c h oć  ob l i c zen i ow o c zas oc h ł on n y m – jes t  al g or y t m g en e-
t y c zn y .  
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