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S t r e s z c z e n i e  
 

W  a rt y k u le  p rz e d s t a w i ono re p re z e nt a c j ę  „ w a rt oś ć  ś re d ni a -w a ri a nc j a ” . 
Pok a z a no p rz y k ł a d ow y  s p os ó b  w y p row a d z a ni a  f ormu ł  w  z w y k ł y c h  s y s t e -
ma c h  li c z b ow y c h  z e  w z oró w  z a p i s a ny c h  w  re p re z e nt a c j i  w a rt oś ć  ś re d ni a -
w a ri a nc j a  ora z  p oró w na no d w a  s p os ob y  i mp le me nt a c j i  s p rz ę t ow e j  oma -
w i a ne j  re p re z e nt a c j i . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  w a rt oś ć  ś re d ni a -w a ri a nc j a , p rz e c i ą ż e ni e  op e ra t oró w . 
 
H ard w are i m pl em en t at i o n  o f  represen t at i o n   
o f  v al u e m ean -v ari an c e 

 
A b s t r a c t  

 
I n t h i s  p a p e r t h e  re p re s e nt a t i on of  me a n-va ri a nc e  h a s  b e e n p re s e nt e d . 
E x e mp la ry  w a y  of  b ri ng i ng  ou t  f ormu la s  i n c ommon nu me ri c a l s y s t e ms  
f rom e x p re s s i ons  of  re p re s e nt a t i on of  va lu e  me a n-va ri a nc e  h a s  b e e n  
d e mons t ra t e d . T w o w a y s  of  h a rd w a re  i mp le me nt a t i on of  re p re s e nt a t i on of  
va lu e  me a n-va ri a nc e  h a ve  b e e n c omp a re d . 
 
K e y w o r d s :  va lu e  me a n-va ri a nc e , ove rri d i ng  op e ra t ors . 
 
1 .  Wpro w ad z en i e 
 

L i c z b y  w y k o r z y s t y w a n e  w  o b l i c z e n i a c h  m o ż e m y  p o g r u p o w a ć  
w  p i ę ć  z b i o r ó w :  z b i ó r  l i c z b  n a t u r a l n y c h , c a ł k o w i t y c h , 
w y m i e r n y c h , r z e c z y w i s t y c h  o r a z  z e s p o l o n y c h . P r z y  c z y m  k a ż d y   
z  t y c h  z b i o r ó w  j e s t  r o z s z e r z e n i e m  p o p r z e d n i e g o . N a j s z e r s z y m   
z  n i c h  j e s t  z b i ó r  l i c z b  z e s p o l o n y c h  z a w i e r a j ą c y  w s z y s t k i e  l i c z b y  
n a t u r a l n e , c a ł k o w i t e , w y m i e r n e , r z e c z y w i s t e  o r a z  l i c z b y  u r o j o n e  
n i e  w y s t ę p u j ą c e  w  p o z o s t a ł y c h  z b i o r a c h .  

W y k o n u j ą c  o b l i c z e n i a  z  u ż y c i e m  j a k i c h k o l w i e k  z  l i c z b  
n a l e ż ą c y c h  d o  t y c h  z b i o r ó w  z a k ł a d a m y , ż e  w a r t o ś c i , k t ó r e  t e  
l i c z b y  r e p r e z e n t u j ą  s ą  d o k ł a d n e . J e d n a k  w  i s t o c i e  t a k  n i e  j e s t . A b y  
m ó c  w y k o n a ć  o b l i c z e n i a  m u s i m y  n a j p i e r w  p r z e p r o w a d z i ć  
e s t y m a c j ę  p u n k t o w ą , s p r o w a d z a j ą c  n a s z ą  n i e p e w n o ś ć  p o m i a r o w ą  
d o  j e d n e j  w a r t o ś c i . N a t u r a l n y m  r o z s z e r z e n i e m  w s z y s t k i c h  t y c h  
z b i o r ó w  l i c z b  b y ł b y  z a t e m  z b i ó r  l i c z b  z a w i e r a j ą c y c h  w i ę c e j  n i ż  
j e d e n  e s t y m o w a n y  p a r a m e t r . P r z y k ł a d e m  t e g o  r o d z a j u  z b i o r u  l i c z b  
j e s t  z b i ó r  l i c z b  w  r e p r e z e n t a c j i  „ w a r t o ś ć  ś r e d n i a -w a r i a n c j a ” .  
W  r e p r e z e n t a c j i  t e j  m a m y  d w a  e s t y m o w a n e  p a r a m e t r y :  w a r t o ś ć  
ś r e d n i ą  i  w a r i a n c j ę . Z e  w z g l ę d u  n a  t o , ż e  z b i ó r  t e n  z a w i e r a  o n  d w a  
p a r a m e t r y  b ę d ą c e  l i c z b a m i  d o w o l n e g o  t y p u , m o ż e  o n  b y ć  
r o z s z e r z e n i e m   l i c z b  n a t u r a l n y c h , c a ł k o w i t y c h , w y m i e r n y c h  
r z e c z y w i s t y c h , j a k  i  z e s p o l o n y c h . R e p r e z e n t a c j a  t a  m a  s z e r o k i e  
z a s t o s o w a n i e  w  a n a l i z a c h  e k o n o m i c z n y c h  m i ę d z y  i n n y m i  d o  
p r z y g o t o w a n i a  d a n y c h  d o  g r u p o w a n i a  d a n y c h  i  k l a s y f i k a c j i  [ 1 -5 ] . 

I m p l e m e n t u j ą c  a l g o r y t m y  z a w i e r a j ą c e  l i c z b y  w  r e p r e z e n t a c j i  
„ w a r t o ś ć  ś r e d n i a -w a r i a n c j a ” , m o ż e m y  p o s t ę p o w a ć  d w o j a k o . 
N a j p r o s t s z y m  i  d a j ą c y m  n a j b a r d z i e j  c z y t e l n y  k o d  s p o s o b e m  j e s t  
p r z e c i ą ż e n i e  o p e r a t o r ó w  d o d a w a n i a , o d e j m o w a n i a , m n o ż e n i a   
i  d z i e l e n i a . M o ż e m y  r ó w n i e ż  n a  p o d s t a w i e  w z o r ó w  w  r e p r e z e n t a c j i  
s p l o t o w e j  w y p r o w a d z i ć  o d p o w i e d n i e  w z o r y  d l a  z w y k ł y c h  l i c z b . 
W  a r t y k u l e  z o s t a n i e  p r z e d s t a w i o n e  p o r ó w n a n i e  i m p l e m e n t a c j i  

s p r z ę t o w e j  o b u  s p o s o b ó w  p r z y  z a s t o s o w a n i u  d o  k i l k u  w y b r a n y c h  
p r z y k ł a d ó w . 

 
2 .  R eprez en t ac j a w art o ś ć  ś red n i a-w ari an c j a 
 

K a ż d y  z b i ó r  p e w n y c h  w a r t o ś c i  m o ż e m y  b a r d z o  d o b r z e  
s c h a r a k t e r y z o w a ć  z a  p o m o c ą  r o z k ł a d u . W i e l o k r o t n e  ł ą c z e n i e  
z b i o r ó w  o  r ó ż n y c h  r o z k ł a d a c h , w  m y ś l  c e n t r a l n e g o  t w i e r d z e n i a  
g r a n i c z n e g o , p r o w a d z i  d o  p o w s t a n i a  z b i o r u , k t ó r e g o  r o z k ł a d  c o r a z  
b a r d z i e j  p r z y p o m i n a  r o z k ł a d  n o r m a l n y , s t ą d  p r z y  d u ż y c h  z b i o r a c h  
d a n y c h  z  r e g u ł y  m a m y  d o  c z y n i e n i a  z  t y m  r o z k ł a d e m . R o z k ł a d  
n o r m a l n y  c h a r a k t e r y z u j ą  d w a  p a r a m e t r y  – w a r t o ś ć  ś r e d n i a   
i  w a r i a n c j a . P o s i a d a j ą c  o b a  t e  p a r a m e t r y  m o ż e m y  w y z n a c z y ć  
o d p o w i a d a j ą c y  i m  r o z k ł a d  n o r m a l n y . 

W  r e f e r a c i e  [ 6 ]  z a p r o p o n o w a n o  s y s t e m  l i c z b o w y  d l a  o b l i c z e ń  
n a  r o z k ł a d a c h  o r a z  j e g o  r e p r e z e n t a c j ę  u p r o s z c z o n ą  „ w a r t o ś ć  
ś r e d n i a -w a r i a n c j a ”  d l a  r o z k ł a d u  n o r m a l n e g o . W  s y s t e m i e  t y m  
d o d a w a n i e  i  m n o ż e n i e  z d e f i n i o w a n o  z  w y k o r z y s t a n i e m  
a k s j o m a t ó w  c i a ł a . P o z o s t a ł e  d w i e  o p e r a c j e  – o d e j m o w a n i e   
i  d z i e l e n i e  z d e f i n i o w a n o  n a  p o d s t a w i e  d w ó c h  p o p r z e d n i c h   
z  w y k o r z y s t a n i e m  e l e m e n t u  p r z e c i w n e g o  i  o d w r o t n e g o . 

T e n  s y s t e m  l i c z b o w y  d z i ę k i  t e m u , ż e  s p e ł n i a  w s z y s t k i e  
a k s j o m a t y  g r u p y  a b e l o w e j , m o ż e  z a s t ą p i ć  z w y k ł e  s y s t e m y  
l i c z b o w e  w  p r z y p a d k u  w i e l u  p r o s t y c h  m e t o d . D z i ę k i  t e m u , o p r ó c z  
i n f o r m a c j i  o  w a r t o ś c i  ś r e d n i e j , u z y s k u j e m y  r ó w n i e ż  i n f o r m a c j ę   
o  w a r i a n c j i  o t r z y m a n e g o  w y n i k u . 
 
3 .  O b l i c z an i e param et ró w  pro st ej  
 
N i e c h  m a m y  d a n y  w z ó r  n a  p r o s t ą  [ 7 ] :  
 

 baxy += .                           ( 1 )  
 
P a r a m e t r y  a i  b d l a  p r o s t e j  p r z e c h o d z ą c e j  p r z e z  p u n k t y  ( )211 ,p xx  i  ( )212 ,p xx ′′  m o ż e m y  w y l i c z y ć  z e  w z o r ó w  [ 7 ] :  
 

 
11

22

xx

xx
a

−′
−′= ,                             ( 2 )  

 
o r a z  [ 7 ]  
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W  r e p r e z e n t a c j i  w a r t o ś ć  ś r e d n i a -w a r i a n c j a  w z ó r  n a  p a r a m e t r  a 

p r z y j m i e  p o s t a ć  [ 2 ] :  
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N a t o m i a s t  p a r a m e t r  b m o ż e m y  z d e f i n i o w a ć  n a s t ę p u j ą c o :  
  ( ) ( )( ) ( )212

1
2
212

2
11

22
22 ;;;; σσσσσσ aaaaa xxxxxxxxb −−−=−= . ( 5 )  

 
W y k o r z y s t u j ą c  p r z e c i ą ż e n i e  o p e r a t o r ó w  p o w y ż s z e  w z o r y  

m o ż e m y  z a p i s a ć :  
 
a = (x2p - x2) / (x1 p - x1 ) ;         
b  = x2 - a* x1 ;  
 
N a t o m i a s t  b e z  p r z e c i ą ż e n i a  o p e r a t o r ó w :  
 
t m p = 1 / (x1 _ s r  - x1 p_ s r ) ;  
a_ s r  = (x2_ s r -x2p_ s r ) *  t m p;  
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a_w =  (x2_w-x2p _w) *  t m p  - (x2_s r -x2p _s r )  
* (x2_w-x2p _w) *  t m p  *  t m p ;    
b _s r  = x2_s r  - a_s r * x1 _s r ;  
b _w = x2_w - a_s r * x1 _w - x1 _s r * a_w;  
 
W  t y m  p r z y p a d k u  r ó ż n i c e  w  l i c z b i e  e l e m e n t ó w  s ą  c z t e r o k r o t n e  

d l a  b r a m e k  N A N D  o r a z  1 0 -2 0 %  d l a  p r z e r z u t n i k ó w  F l i p -f l o p  n a  
k o r z y ś ć  p r o g r a m u  b e z  p r z e c i ą ż e n i a  o p e r a t o r ó w .  J e d y n i e  l i c z b a  
A L U  j e s t  p o n a d  d w u k r o t n i e  m n i e j s z a  w  p r z y p a d k u  p r o g r a m u   
z  p r z e c i ą ż e n i e m  o p e r a t o r ó w .  
W  p r o g n o z o w a n i u  j a k o  w s p ó ł r z ę d n e  1x  i  1x′  n a j c z ę ś c i e j  

p r z y j m u j e  s i ę  c z a s .  W  t y m  p r z y p a d k u  m o ż e m y  z a ł o ż y ć , ż e  
w a r i a n c j a  d l a  w s z y s t k i c h  c h w i l  c z a s u  j e s t  t a k a  s a m a .  W z o r y  ( 4 )   
i  ( 5 )  u l e g n ą  w ó w c z a s  u p r o s z c z e n i u  i  p r z y j m ą  p o s t a ć  [ 2 ] :  
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W z ó r  n a  w y l i c z e n i e  w s p ó ł c z y n n i k a  b b ę d z i e  t a k i  s a m  j a k  ( 5 ) .  
P o w y ż s z e  w z o r y  m o ż e m y  z a p i s a ć  w  p o s t a c i  p r o g r a m u  

k o r z y s t a j ą c  z  p r z e c i ą ż e n i a  o p e r a t o r ó w :  
 
a = (x2p  - x2) ;  
t m p  = 1 / (x1 p -x1 ) ;  
a. s e t _s r (a. g e t _s r () * t m p ) ;   
a. s e t _w(a. g e t _w() * t m p ) ;   
ap . s e t _s r (a. g e t _s r () * x1 ) ;  
ap . s e t _w(a. g e t _w() * x1 ) ;  
b  = x2 - ap ;  
 
N a t o m i a s t  p r o g r a m  b e z  p r z e c i ą ż e n i a  o p e r a t o r ó w  b ę d z i e  

w y g l ą d a ł  n a s t ę p u j ą c o :  
 
t m p  = 1 / (x1 _s r  - x1 p _s r ) ;  
a_s r  = (x2_s r -x2p _s r ) * t m p ;  
a_w =  (x2_w-x2p _w) * t m p ;    
b _s r  = x2_s r  - a_s r * x1 _s r ;  
b _w = x2_w - x1 _s r * a_w;  
 
W  t y m  p r z y p a d k u  z e  w z g l ę d u  n a  o g r a n i c z e n i e  p r z e c i ą ż e n i a  

o p e r a t o r ó w  d o  d o d a w a n i a  i  o d e j m o w a n i a  r ó ż n i c e  w  l i c z b i e  
e l e m e n t ó w  n i e  p r z e k r a c z a j ą  0 ,5 %  n a  k o r z y ś ć  p r o g r a m u  b e z  
p r z e c i ą ż e n i a  o p e r a t o r ó w .  
 4. P o d s u m o w a n i e  
 

D l a  k a ż d e g o  z  z a p r e z e n t o w a n y c h  w z o r ó w  w y j ś c i o w y c h  
n a p i s a n o  d w a  w a r i a n t y  p r o g r a m ó w .  J e d e n  z  z a s t o s o w a n i e m  
p r z e c i ą ż e n i a  o p e r a t o r ó w , d r u g i  b e z  p r z e c i ą ż e n i a , z  w y k o r z y s t a n i e m  
w y p r o w a d z o n y c h  f o r m u ł  z e  w z o r ó w  w y j ś c i o w y c h .  W y n i k i  
p r z e d s t a w i o n o  w  t a b e l i  1 .   
 

Tab. 1.  P o r ó w nani e  l i c z by  e l e m e nt ó w  ni e z bę dny c h  dl a w y k o nani a i m p l e m e nt ac j i  
w z o r ó w  

Tab. 1.  Th e  C o m p ar i s o n o f  nu m be r  o f  e l e m e nt s  r e q u i r e d f o r  f o r m u l as '  
i m p l e m e nt at i o n 

 
P r z y  p r z e c i ą ż e ni u  o p e r at o r ó w  B e z  p r z e c i ą ż e ni a o p e r at o r ó w  

L p . W z ó r  br am k i  
N A N D  

p r z e r z u t ni k i  
F l i p  f l o p  A L U s  br am k i  

N A N D  
p r z e r z u t ni k i  

F l i p  f l o p  A L U s  

1 W ar t o ś ć  
ś r e dni a 1528 6 4 0 7 80 34 0 

2 W ar i anc j a 27 6 6  6 3 2 27 6 6  6 3 2 
3 W s p ó ł c z y n-

ni k i  a i  b 2137 0 16 4 5 57 6 0 148 8 

4 
W s p ó ł c z y n-
ni k  a i  b be z  

w ar i anc j i  
c z as u  

5430 132 4 5400 132 4 

 
N a j m n i e j s z ą  r ó ż n i c ę  u z y s k a n o  d l a  w a r i a n c j i .  W  t y m  p r z y p a d k u  

w  o b u  w a r i a n t a c h  k o m p i l a t o r  w  p r o c e s i e  o p t y m a l i z a c j i  u z y s k a ł  
i d e n t y c z n y  w y n i k  l i c z b y  e l e m e n t ó w .  W  p o z o s t a ł y c h  p r z y p a d k a c h  
k o m p i l a t o r  d u ż o  l e p i e j  r a d z i ł  s o b i e  z  o p t y m a l i z a c j ą  d l a  f o r m u ł  
z a p i s a n y c h  w  z w y k ł y m  s y s t e m i e  l i c z b o w y m .  R ó ż n i c e  w  l i c z b i e  
b r a m e k  N A N D  s ą  d w u k r o t n e  i  c z t e r o k r o t n e , n a t o m i a s t  r ó ż n i c e   
w  l i c z b i e  p r z e r z u t n i k ó w  s ą  d u ż o  m n i e j s z e , a l e  r ó w n i e ż  w y r a ź n e .  
J e d y n i e  z  o p t y m a l i z a c j ą  l i c z b y  A L U  k o m p i l a t o r  r a d z i ł  s o b i e  l e p i e j  
p r z y  p r z e c i ą ż a n i u  o p e r a t o r ó w .  P r o g r a m y  z a p r e z e n t o w a n e   
w  a r t y k u l e  z o s t a ł y  w y k o n a n e  d l a  u k ł a d u  X i l i n x  S p a r t a n  3 .  
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