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Streszczenie

Obserwowany rozwoj elektroniki i wszechobecna miniaturyzacja, obja-
wiajaca si¢ coraz wigkszg iloscia urzadzen realizujacych coraz bardziej
skomplikowane zadania. Rozwdj pociaga za soba konieczno$¢ opracowy-
wania nowych, bardziej efektywnych metod panowania nad ogromem
zaleznosci. Ztozono$¢ uktadow dawno przerosta mozliwosci pojedynczej
osoby i obecnie takimi zadaniami obciaza si¢ specjalizowane systemy
komputerowe, jednak tego typu system nalezy odpowiednio przygotowac.
Pozadane jest, aby dawal wyniki optymalne w jak najkrétszym czasie.
Ztozonos¢ probleméw wystepujacych w czasie automatycznego przygo-
towania uktadéw cyfrowych powoduje, ze w praktyce stosowane sa algo-
rytmy heurystyczne, dajace wyniki przyblizone i nie zawsze w najkrot-
szym mozliwym czasie. Pogon za nowymi rozwiazaniami doprowadzita
do pomyshu wykorzystania grafow doskonatych, ktore przez swoje wia-
snosci pozwalaja zmniejszy¢é wymagania czasowe a zatem i wymagang
moc obliczeniowa, dajac w zamian wyniki optymalne. Algorytmy wyko-
rzystujace specyficzne wihasnosci grafow doskonatych charakteryzuja sig
ztozonoscia obliczeniowa na poziomie wielomianowym. Zanim mozna
bedzie operowaé na grafach doskonalych nalezy sprawdzi¢ czy dany graf
jest grafem doskonatym. Najnowsze prace wskazuja, ze grafy doskonate
mozna rozpoznawaé¢ (posrod innych metod) z uzyciem algorytmow wy-
szukiwania dziur nieparzystych. Jednoczesnie obserwuje sig¢, ze znaczaca
wigkszo$¢ graféw opisujacych rzeczywiste uktady zawiera si¢ w podkla-
sach grafow doskonatych. W roku 1960, Claude Berge wysunat teze
mowiacq ze graf jest doskonaty wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera ani
dziur nieparzystych ani anty-dziur nieparzystych. Teza jest znana jako
Strong Perfect Graph Conjecture. (Chvatal i Sbihi zaproponowali nazwe
grafu Bergea) wg propozycji Dziura natomiast, jest bezcigciwowym
cyklem o dlugosci przynajmniej cztery, zas anty-dziura jest dopelnieniem
takiego cyklu. Dziury i anty-dziury sg natomiast parzyste i nieparzyste
zgodnie z parzystoscia ich liczby wierzchotkow. Nieparzysta dziura jak
i nieparzysta anty-dziura nie sa doskonate, bowiem ich liczby klikowe
wynoszg odpowiednio 2 oraz 2k+1 natomiast liczby chromatyczne maja
odpowiednio 3 oraz k+1, co jednoznacznie uniemozliwia im by¢ grafem
doskonatym (liczba chromatyczna grafu doskonatego G, jest rowna liczbie
kliki grafu, dla kazdego indukowanego podgrafu grafu G). Artykul ma na
celu wskazanie potencjalnej uzytecznosci algorytméw do rozpoznawania
graféw doskonatych. Zagadnienia wystgpujace w procesach automatycznej
syntezy dajg si¢ rozwiaza¢ w czasie wielomianowym, gdzie dla grafow
w ogolnosci problem zlozonosci nalezy do klasy probleméw NP-
zupetnych. Zastosowanie grafow doskonatych jako posredniego modelu
formalnego jest o tyle uzyteczne, ze znaczaca wigkszo$¢ zaleznosci,
opisujacych rzeczywiste uktady sekwencyjne, daje w wyniku grafy nale-
zace do podklasy grafow doskonatych [5].

Stowa Kkluczowe: grafy doskonale, algorytmy rozpoznawania grafow
doskonatych, teoria graféw, automatyczna synteza sterownikow.

Perfect Graphs Using Odd-Hole Free Graph
Properties In Automatic High Level Synthesis

Abstract

This paper should to point out potential strenght of prerfect graph
algorithms - specially algorithms with use of odd-hole-free graph - for
automated synthesis of digital circuits. Typically known problems are NP-
complete but using perfect graphs complexity is decreasing to polynomial.

Studies in this matter shows that plenty of dependencies describing real
sequential circuits can be described using perfect graphs. There shown
the analysis of digital controller described in SFC. In analysis was used
methods for testing perfect graphs.

Keywords: prefect graphs, odd-hole free graphs, prefect graphs recognizing
algorithms, graph theory, automatic synthesis of digital controllers.

1. Wstep

Opierajac si¢ na wlasnosciach graféw doskonatych, mozna po-
stawi¢ teze, ze jesli uklad opisany zostat za pomoca grafow do-
skonatych to kazdy z elementéw uktadu (kazdy z podgrafow)
rowniez jest opisany grafem doskonatym. Daje to mozliwosé
dekompozycji systemu i weryfikacje poszczegdlnych modutow.
Prowadzi to do stwierdzenia, ze poprawnie zaprojektowany uktad,
reprezentowany przez graf niebedacy doskonatym, potencjalnie
zawiera biedy lub nie zostat zaprojektowany w nalezyty sposob.
Nie jest mozliwe w chwili obecnej stwierdzi¢ czy ukltady zawsze
sg opisywane grafami doskonatymi, jednak zdecydowana wigk-
szo$¢ nalezy do podklas grafow doskonatych [5].

Artykul ma na celu rozwinigcie tematyki wskazanej w [7] oraz
potencjatu i uzytecznosci algorytmow do rozpoznawania grafow
doskonatych. Zagadnienia wystgpujace w procesach automatycz-
nej syntezy dajg si¢ rozwiazaé w czasie wielomianowym, gdzie
dla grafow w ogolnosci problem ztozonos$ci nalezy do klasy pro-
bleméw NP-zupehych.

Zastosowanie algorytméw rozpoznajacych grafy doskonate na
podstawie wyszukiwania dziur jest tez posrednio metodg okresle-
nia przynaleznosci grafow do podklasy graféw doskonatych, co
jest nie bez znaczenia przy zastosowaniu posredniego modelu
formalnego opartego o grafy doskonate. Jesli graf jest grafem
doskonatym, catkowicie pozbawionym dziur, to z definicji musi
naleze¢ do klasy grafow trojkatnych, bedacych jedna z podklas
uzyteczng podczas proceséw automatycznej syntezy uktadow. Jest
tez wstgpem do rozpoznania graféw interwatowych przydatnych
w procesach harmonogramowania. Istnieje mozliwo$¢ rozpozna-
nia przynaleznosci grafu do graféw doskonatych poprzez wyszu-
kiwanie dziur nieparzystych, co powodowatoby dalsze uproszcze-
nie ztozonosci obliczeniowej algorytmow.

Zastosowanie graféw doskonatych jako posredni model formal-
ny jest o tyle uzyteczne, ze znaczaca wigkszo$¢ zaleznosci, opisu-
jacych rzeczywiste uktady sekwencyjne, daje w wyniku grafy
nalezace do podklasy grafow doskonatych [5], co pozwala przy-
puszczaé, ze sprawdzajac powstajace grafy opisujace uktad bedzie
mozna zweryfikowaé jego poprawnos¢, jak rowniez jego czesci.

Artykut jest kontynuacja rozwazan zawartych w [8].

2. Dziury, Antydziury i Grafy Doskonate
Rozpoznawanie przez wyszukiwanie nieparzystych dziur

Algorytmy rozpoznawania grafow doskonatych opieraja si¢
o metod¢ poszukiwania nieparzystych dziur (ang. odd-hole)
w grafach prostych skonczonych [6]. Dowiedziono, ze graf jest
grafem doskonatym wtedy i tylko wtedy, gdy jest grafem Berge’a.
Natomiast graf Berge’a mozna rozpozna¢, gdy ani graf ani jego
dopehienie nie zawieraja nieparzystych dziur. Nieparzysta dziura
nigdy nie bedzie grafem doskonalym. Jesli wigec graf zawiera
nieparzysta dziurg to - w mysl definicji - istnieje mozliwos$¢ indu-
kowania podgrafu niebedacego grafem doskonatym, przez co graf
nie moze by¢ doskonaty.

Dziura, (ang. graph hole) to alternatywna nazwa dla bezcig-
ciwowego cyklu o dlugosci przynajmniej 4, dla uproszczenia
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nazywanego dziura (Chvatal). Dziury sa nazywane parzystymi,
jesli maja parzysta liczbe wierzchotkow oraz nieparzyste, jesli
liczba wierzchotkéw jest nieparzysta. Dopetnienie dziury jest
nazywane anty-dziura (ang. graph antihole). Zadna nieparzysta
dziura nie jest grafem doskonatym, (bowiem liczba kliki jest
rowna 2 a liczba chromatyczna 3), jednoczesnie anty-dziura tez
nie nalezy do graféw doskonatych (liczba kliki anty-dziury z 2k+1
wierzchotkami jest réwna k a jej liczba chromatyczna wynosi
k+1).

Jednoczesnie brak dziur w grafie powoduje, ze graf jest albo
prosty albo zawiera podgraf 2-gwiezdny (ang. 2-star) lub dwu-
dzielny, (ang. 2-join). To stwierdzenie jest podiozem wyjscia do
algorytméw rozpoznawania, czy graf przynalezy do rodziny gra-
fow doskonatych, poprzez roztozenie grafu G na m podgraféw
i stwierdzenie czy kazdy z G; gdzie i=1,2,...,m - prostszy podgraf
jest grafem bez nieparzystych dziur. Nalezy wspomnieé, ze wy-
szukanie 2-gwiazdy jest problemem, ktéry mozna rozwigzad
w czasie wielomianowym. Rozpoznanie 2-gwiazdy opartej
o wierzchotki u i v, w czasie wielomianowym polega na spraw-
dzeniu czy zostang rozlaczone niesasiadujace wierzchotki x iy,
przez usuniecie wszystkich sasiadéw u i v z wyjatkiem x i y. Na-
tomiast wielomianowy algorytm wyszukiwania podgrafu
2-dzielnego mozna znalez¢ w [11, 12].

Autorzy [6] podaja metodg¢ rozpoznawania grafow doskonatych
z uzyciem dekompozycji 2-gwiazd oraz dekompozycji 2-dzielnej
oraz algorytmy tworzenia grafow spetniajacych inne kryteria na
potrzeby tych algorytméw.

V1 V1

V5 \Z V5 \Z

Rys. 1. Graf G (a) oraz jego dopehienie (b) zawierajace nieparzysta ,,dziure”
Fig. 1.  Graph G (a) and complement (b) containing ,,0dd-hole”

Przyktadem grafu zawierajacego nieparzysta ,,dziur¢” moze by¢
graf G (rys. 1). Mozna w nim wyr6znié dziurg, na ktora sktada si¢
cykl bez cigciw V,V,, Vs, Ve V7, V;. Jednoczesnie mozna zauwazycd,
ze w dopehieniu grafu tez mozna wyrdzni¢ tego rodzaju kon-
strukcje zawierajaca te same wierzcholki. Dla dopetnienia zauwa-
zamy cykl V;, VsV, V, Ve Vi rdwniez bedacy nieparzysta dziura.
Jak wida¢ - opierajac si¢ na definicji graféw Berge’a, ten graf
nie jest grafem Berg’a, a co za tym idzie nie jest grafem dosko-
natym.

W ostatnich latach zaprezentowane byly dwa algorytmy rozpo-
znawania grafow doskonatych o ztozonosci wielomianowej
,,Recognizing Berge Graphs” [14] - algorytm o ztozonosci rzedu
O(n’) oraz ,A Polynomial Algorithm for Recognizing Perfect
Graphs” [6] - algorytm o zlozonosci rzedu O(n°), jednak jak
widaé problem nadal pozostaje ztozono$¢ obliczeniowa algoryt-
mow. Problem powstaje przez koniecznos¢ wykorzystania ,,czysz-
czenia” grafu [14].

Michele Conforti, Gérard Cornuéjols, i Kristina Vuskovi¢ udo-
wodnili, ze kazdy graf Berge’a bez kwadratow (dziur o dlugosci
4) przynalezy do dwoéch podstawowych klas: graféow dwudziel-
nych oraz liniowych graféw dwudzielnych. Inaczej moéwiac, po-
siadaja jedna z dwoch btednych struktur ,.star-cutset” lub ,,2-join”.
Skoro gratfy dwudzielne i liniowe grafy dwudzielne sa doskonate
oraz to, ze najmniejszy niedoskonaly graf Berge’a nie zawiera
zadnej z tych struktur, to oznacza, ze kazdy z graféw Berge’a
niezawierajacy kwadratow jest doskonaty.

Do przyblizenia zagadnienia wyszukiwania dziur mozna poshu-
zy¢ si¢ ponizszym algorytmem [13]. Nie jest to algorytm doskona-
ly, jednak pozwala zrozumie¢ proces poszukiwan.
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wejscie: graf spojny nieskierowany G
wyjscie: tak/nie w zaleznosci czy graf zawiera dziury.

1. Inicjowanie i wyzerowanie tablic not_in_hole/[ ] i in_path[ ]
wylicz macierz sasiedztwa A/ ] grafu G;
2. dla kazdego wierzchotka u grafu G wykonaj
2.1 in_pathfu] € 1;
2.2 dla kazdej krawedzi vw grafu G wykonaj
jesli u jest sasiadem v I nie jest sasiadem w i not_in_hole[(u; v);w] = 0 to wtedy
in_path[v] € 1;
process(u, v, w);
in_path[v] € 0;
23 in_pathfu] € 0;
3. Wypisz: graf G nie zawiera dziury.

process(a; b; ¢)
1. inpath[c] € 1;
2. dla kazdego wierzchotka d sasiadujacego z ¢ w grafie G wykonaj
2.1 jesli d nie jest sasiadem a ani b w grafie G
to wtedy {fabcd jest P4 grafu G}
22 je$li in_path[d] = 1
to wtedy wypisz graf G posiada dziurg; STOP.
w przeciwnym razie jesli not_in_hole[(b; ¢); d] = 0
to wtedy process(b; c; d);
3. in_pathf[c] € 0;
4. not in hole[(a; b); c] € 1;
not in hole[(c; b); a] € 1;

Rys. 2. Algorytm wyszukiwania dziur w grafie; [13]
Fig.2. Hole finding algorithm for general graphs; [13]

Zastosowanie powyzszego algorytmu pozwolitoby znalezé od-
powiedz, czy w grafie znajdujg si¢ dziury, co jak powiedziano
wczesniej daje odpowiedz czy graf moze przynaleze¢ do klasy
grafow trojkatnych.

wejscie: graf spojny nieskierowany G
wyjscie: tak/nie w zaleznosci czy graf zawiera dziury.

1. Inicjowanie i zerowanie tablic visited_P3[ ] oraz in_path/ ];
wylicz macierz sasiedztwa grafu G;
2. dla kazdego wierzchotka grafu G wykonaj
2.1 in_path[u] ? 1;
2.2 dla kazdej krawedzi vw grafu G wykonaj
jesli u nie sasiaduje z v ani w i visited_P3[(v,w), u] = 0 wtedy
in_path[v] ? 1;
process(v, u,w);
in path{v] ? 0;
2.3 in_path[u] ? 0;
3. Wypisz: G nie posiada anty-dziur.

process(a, b, ¢)
Jinpathfc] ? 1;
.visited_P3[(a, ¢), b] ? 1;
visited P3[(c, a), b] ? 1;
3. dla kazdego wierzchotka d sasiadujacego z b w grafie G wykonaj
3.1 jesli d jest sasiadem a i nie jest sasiadem ¢ w grafie G wtedy
{abcd jest a P4 of G}
32 jesliin_path[d] = 1 wtedy
Wypisz: G posiada anty-dziure; stop;
else
jesli visited P3[(b, d), c] = 0 wtedy process(b, ¢, d);
4.in pathfc] ? 0,

oo

Rys. 3. Algorytm wyszukiwania anty-dziur w grafie; [13]
Fig. 3. Anti-Hole finding algorithm for general graphs; [13]

Rozpoznawanie grafu za pomoca dziur nieparzystych sprowa-
dza sie¢ do uzycia algorytmow opracowanych przez zespoty bada-
czy — matematykow [5, 14]. Metoda ta jest jednak do$¢ problema-
tyczna, bowiem nalezy sprawdza¢ wystegpowanie dziur nieparzys-
tych do pewnej ich wielkosci (np. 1, 3, 5, 7, 9...). Algorytmy dzia-
tajace w/g tego zatozenia majg ztozono$¢ obliczeniowa, ktora poten-
cjalnie bedzie mogta wykluczy¢ t¢ metode jako uzyteczng w szybkiej
zautomatyzowanej syntezie. Ztozonos¢ w notacji N() siega N(ng).

Lepsza byla by metoda uzywania zaleznos$ci wynikajacych
z zalezno$ci powstajacych podczas konstrukcji graféw. Z uwagi
na ich specyfike, gdzie poprawny, indukowany podgraf jest gra-
fem doskonatym, wynika, ze kazdy mniejszy uktad bedacy czescia
wigkszego, opisanego grafem doskonalym bedzie tez opisany
grafem doskonatym. Istnieje przypuszczenie (prace trwaja), ze jest
mozliwo$¢ zbudowania zaleznoséci pozwalajacych na odwrdcenie
procesu dekompozycji. Czyli kompozycja z mozliwosciag wyko-
rzystania zbadanych wczesniej zaleznosci w stosunku do modutu
i umieszczeniu go wewnatrz biblioteki. Znajac parametry wynika-
jace z zastosowania algorytmoéw grafow doskonalych, mozna
bedzie z ich uzyciem budowaé wigksze uktady spetniajace kryte-
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rium doskonatosci. Daje to mozliwos¢ dalszego zaoszczedzenia
czasu na weryfikacje juz rozpoznanych modutéow. Oczywiscie
koniecznym jest zachowanie pewnych zaleznosci. Jednoczes$nie
jest kolejnym elementem przyblizajacym prace nad systemem
automatycznej syntezy z uzyciem grafow doskonatych.

3. Zastosowanie (przyktad)

Przedstawione w [7] metody, w potaczeniu z metodami opisa-
nymi w innych pracach pozwalaja na przeprowadzenie uproszczo-
nej przyktadowej analizy. Niech dany jest opis uktadu w postaci
grafu SFC. Za przyktad niech postuzy sie¢ pochodzaca z zataczni-
ka standardu IEC 1131-3 [15]. Oryginalny sposdb interpretacji
uktadowej  sterownika rekonfigurowalnego  przedstawiono
w pracach M. Adamskiego [16, 17]. Ponizej przedstawiono opis
sterowania mieszalnikiem juz w postaci makrosieci Petriego.

Rys. 4. Makrosie¢ Petriego odpowiadajaca modelowi SFC [15]
Fig. 4.  Petrie macro-net eqivalent to SFC model from [15]

Rys. 5. Graf zgodnosci - modelu z rys. 4
Fig. 5. Compatibility graph of the model from fig. 4

Analiza dyskretna przestrzeni stanéw lokalnych automatu
wspotbieznego, modelujacego program sterownika logicznego,
generuje grafy, ktore podczas analizy okazaly si¢ by¢ grafami
doskonatymi. Po wyznaczeniu relacji wspodtbieznosci miedzy
miejscami makrosieci, np. analizujac graf znakowan makrosieci,
uzyskano graf zgodnosci (wspotbieznosci) migdzy miejscami. Na
podstawie analizy stwierdzono, ze graf ten jest
- zlozony z trzech sktadowych spojnosci,

- kazda z nich odpowiada sktadowej automatowej,
- skladowe sg grafami doskonatymi,
- przynalezy do podklasy grafow tréjkatnych”,
- przynalezy do podklasy grafow poréwnywalnosci .
* (w tym przypadku)

W zwiazku z tym jego kolorowanie daje si¢ wykona¢ w czasie
wielomianowym. W rezultacie kolorowania otrzyma si¢ trzy
sktadowe podsieci automatowe:

L: {MP], MP35 MPS’ MP7} = {Pls P59 p6’ P7’ P9’ Pl()a plls PIZ’ P13}
II: {MP,, MP¢} = {Py, Ps, Py, P14, Pis}
HI: {MP,} = {Pg, P16}

4. Podsumowanie
Metody projektowania uktadéw obecnie uzywane bardzo szero-

ko stosuja formalne modele posrednie, do wewnetrznej i ze-
wnetrznej reprezentacji struktur uktadow logicznych. Powszechnie
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stosowane sg rozwigzania na bazie grafow czy sieci Petriego.
Analiza wigkszej liczby sieci Petriego, opisujacej rzeczywiste
uktady sterowania podsuwa przypuszczenie, ze relacja uporzad-
kowania przestrzeni standéw lokalnych takiej sieci jest opisana
grafem doskonatym. Wniosek ten potwierdza posrednio [5],
w ktdrej przeprowadzono znaczna liczbe testdw na grafach opisu-
jacych rzeczywiste uktady cyfrowe. Wyniki prac eksperymental-
nych w tej dziedzinie wskazuja, ze znaczaca wigkszos¢ rzeczywi-
stych uktadéw cyfrowych opisanych grafami nalezacymi do klasy
grafow doskonatych daje si¢ wlasciwie pokolorowaé w prosty
sposob w czasie wielomianowym. Jednoczesnie brak jest prostego
algorytmu rozpoznawania grafow doskonatych metoda wyszuki-
wania nieparzystych dziur. Istniejace metody sprowadzaja pro-
blem do dekompozycji grafu na mniejsze czgsci gdzie dokonywa-
ne sa sprawdzenia wlasno$ci, ktore sa wykonywalne w czasie
wielomianowym.

Poszukiwane sa metody rozpoznawania, czy relacja wspotbiez-
no$ci w przestrzeni stanow lokalnych dowolnego sterownika
logicznego jest opisana grafem doskonatym. Algorytmy rozpo-
znawania grafow trdjkatnych, porownywalnosci i interwatowych
zostaty zrealizowane praktycznie z wykorzystaniem jezyka C.
Jednoczesnie trwaja prace nad implementacjg algorytméw wielo-
mianowych rozpoznawania grafow przez wyszukiwanie dziur
nieparzystych [6, 14].
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