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Streszczenie

Dotychczasowe podejscie do implementacji automatéow skonczonych
w uktadach FPGA skfada sie z dwdch etapow: kodowania stanow automa-
tu oraz mapowania powstatych funkcji w strukturze uktadu. W przypadku
mapowania za pomoca dekompozycji funkcjonalnej trudno jest znalezé
,,dobra” metod¢ kodowania standw, szczegdlnie przy zastosowaniu proce-
su syntezy wielopoziomowej. Artykul opisuje algorytm funkcjonalnej
dekompozycji symbolicznej, ktdry zamiast osobnego etapu kodowania
wprowadza sukcesywne kodowanie stanow gwarantujace dobrg jakos$c
dekompozycji, oraz przedstawia dzialanie tego algorytmu na przykladzie
wybranego automatu skonczonego.

Stowa Kkluczowe: funkcjonalna dekompozycja symboliczna, automat
skonczony, FSM, FPGA.

Symbolic Functional Decomposition
Algorithm for FSM Implementation
in FPGA Structures

Abstract

The following paper presents an algorithm of symbolic functional
decomposition for implementation of finite state machines in FPGA
circuits. The idea of symbolic functional decomposition does not require
a separate step of encoding the FSM’s states. This method uses a description
of the FSM that maintains a symbolic representation of the machine’s
states and introduces their encoding gradually, during each of the iterations
of the decomopsition process; such approach guarantees high quality of the
final decomposition. This paper presents an algorithm of symbolic functional
decomposition based on blanket algebra. Each of the algorithm’s steps is
described in detail, as well as presented on an example FSM.

Keywords: symbolic functional decomposition, finite state machine, FSM,
FPGA.

1. Wprowadzenie

Ponizszy artykul przedstawia algorytm funkcjonalnej
dekompozycji symbolicznej automatéw skonczonych dla celow
implementacji w strukturach FPGA. Dotychczasowe podejscia do
tego zagadnienia opieraly si¢ na dwoch krokach: zakodowaniu
stanow automatu w celu stworzenia binarnej tablicy przejsé¢/wyjsé
»atwej” do zamapowania, oraz samym mapowaniu otrzymanej
funkcji w strukturze docelowej (komdrkach LUT). W przypadku
uktadow FPGA w procesie mapowania wykorzystywany jest
algorytm dekompozycji funkcjonalnej; niestety jego ztozonosé
powoduje, ze trudno jest znalez¢ algorytm kodowania dajacy
dobre  rezultaty, szczegélnie @ w  przypadku  syntezy
wielopoziomowej [1, 2, 3].

Metoda funkcjonalnej dekompozycji symbolicznej, zapropono-
wana w [4] i [5], eliminuje ten problem i nie wymaga osobnego
etapu kodowania stanéw. Zastosowanie tej metody do wielopo-
ziomowej implementacji automatéw skonczonych w uktadach

FPGA zostalo opisane w [6]. Metoda ta opiera si¢ na reprezentacji
automatu utrzymujacej przez caly proces dekompozycji
symboliczng reprezentacj¢ jego standw, wprowadzajac kodowanie
stopniowo na kazdym z kolejnych iteracji procesu dekompozycji.
Takie podejscie gwarantuje wysokg jako$¢ ostatecznej
dekompozycji automatu.

Ponizszy  artykut przedstawia algorytm funkcjonalnej
dekompozycji symbolicznej oparty na rachunku nakry¢; jego
dziatanie zostalo takze przedstawione na przyktadowym
automacie.

2. Funkcjonalna dekompozycja symboliczna
i przyktadowy automat skofnczony

2.1. Funkcjonalna dekompozycja
symboliczna

Niech X oznacza zbiér wejs¢ automatu skonczonego
okreslonego tablica przejs¢/wyjs¢, a ¥ — zbior jego wyjs¢. Niech O
i Q° beda wielowartosciowymi zmiennymi zawierajacymi
aktualny i nastgpny stan automatu. Niech U i V oznaczaja dwa
podzbiory X takie, ze U #* V = X. Niech Oy i Qpy oznaczaja
zmienne wielowartosciowe kodujace zmienng Q. Niech Sy i1 fy
oznaczaja nakrycia generowane przez zbiory zmiennych
wejsciowych Vi U. Niech By, i fg, oznaczaja nakrycia
generowane przez wielowartosciowe zmienne Qp i Q. Niech fy
i Bo- oznaczaja nakrycia generowane przez zbiér zmiennych
wyjsciowych i wielowartosciowg zmienng Q.

Twierdzenie o istnieniu funkcjonalnej dekompozycji symbo-
liczne;j.

Automat skonczony ma funkcjonalng  dekompozycje
symboliczna wzgledem U, Qy, Oy i V jesli istnieje nakrycie fg
takie, ze By« Bo, < B oraz By * Bou * Bo < Br, gdzie Br =Py By

Algorytm funkcjonalnej dekompozycji symbolicznej zaktada
automat skonczony o n zmiennych wejsciowych X = {x;, x,, ...,
x,} 1 m zmiennych wyjsciowych Y = {y, v, ..., y,}. Algorytm
zaklada tez, ze podzial zmiennych wejsciowych na zbiory Ui V
(bezposrednie i posrednie czgsci zbioru X) zostal zdefiniowany,
oraz ze zostala okreslona architektura bloku posredniego G
(w szczegdlnosci — liczba jego wyjsé).

2.2. Przyktadowy automat skonczony

Algorytm zostat zilustrowany na przykladzie automatu
skonczonego z tabeli 1a.
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Tab. la. Tablica przejs¢/wyjs¢ automatu; b. Symboliczne kodowanie zmiennej Q;
c. Blok H koncowej dekompozycji; d. Blok G koncowej dekompozycji

Tab. la. State transition table of an FSM; b. Symbolic encoding of the Q variable;
c. The H block of the final decomposition; d. The G block of the final
decomposition

o
s

X X2 X3 X4 Q Q yi Y2 Qu Qv
1 - 0 0 init0 initl 0 0 ul vl
2 0 1 0 0 initl initl 0 0 u2 vl
3 - 1 - init1 init2 1 0 u2 vl
4 1 1 0 init2 init4 1 0 u2 v2
5 - 1 1 1 init4 init4 1 0 u3 v4
6 - - 0 1 init4 IOWait 0 1 u3 v4
7 0 0 0 - IOWait IOWait 0 1 u4 v3
8 1 0 0 - IOWait initl 0 1 ud v3
9 0 1 1 0 I0Wait read0 0 0 u4 v3
10 1 1 0 0 IO Wait write0 1 1 u4 v3
11 0 1 1 1 I0Wait RMACK 1 1 u4 v3
12 1 1 0 1 IOWait WMACK 0 0 u4 v3
13 - 0 1 - IOWait init2 0 1 u4 v3
14 0 0 1 0 RMACK RMACK 1 1 ul v4
15 0 1 1 1 RMACK read0 0 0 ul v4
16 1 1 0 0 WMACK WMACK 0 0 ul v2
17 1 0 0 1 WMACK writeQ 0 1 ul v2
18 0 0 0 1 read0 readl 1 1 u2 v4
19 0 0 1 0 readl IOWait 0 1 u3 v2
20 0 1 0 0 write0 IOWait 0 1 u3 vl
c d.
X X g & Qu Qu Qv yi v X3 Xy Qv g @
1 - - 0 0 ul u2 vl 0 0 0 0 vl 0 0
2 0 1 0 0 u2 u2 vl 0 0 1 vl 0 1
3 - 0 1 u2 u2 v2 1 0 0 - v2 0 1
4 1 - 0 0 u2 u3 v4 1 0 1 0 v2 0 0
5 - 1 1 1 u3 u3 v4 1 0 0 0 v3 0 0
6 - - 1 0 u3 u4 v3 0 1 0 1 v3 0 1
7 o 0 0 - u4 u4 v3 0 1 1 0 V3 1 0
8 1 0 0 u4 u2 vl 0 1 1 1 v3 1 1
9 0 1 1 0 u4 u2 v4 0 0 0 1 v4 1 0
10 1 1 0 0 u4 u3 vl 1 1 1 - v4 1 1
11 0 1 1 1 u4 ul v4 1 1
12 1 1 0 1 u4 ul v2 0 0
13 - 0 1 u4 u2 v2 0 1
14 0 0 1 1 ul ul v4 1 1
15 0 1 1 1 ul u2 v4 0 0
16 1 1 0 1 ul ul v2 0 0
17 1 0 0 1 ul u3 vl 0 1
18 0 0 1 0 u2 u3 v2 1 1
19 0 0 0 0 u3 u4 v3 0 1
20 0 1 0 0 u3 u4 v3 0 1

3. Algorytm funkcjonalnej dekompozyciji
symbolicznej automatéw skonczonych

3.1. Zarys algorytmu

Algorytm implementacji automatéw skonczonych do uktadow
FPGA, opisany szczegdtowo ponizej, operuje na nakryciach
generowanych przez zmienne wejsciowe, wyjsciowe i posrednie
przedstawione na rysunku 1.

Algorytm sktada si¢ z pigciu powtarzajacych si¢ iteracyjnie
etapow:

1. Wyznaczenie nakry¢ generowanych przez definicj¢ automatu

(w szczegblnosci By i fr).

2. Wyznaczenie nakry¢ generowanych przez bezposrednie i posrednie
podzbiory zmiennych wyjsciowych (By1 fy).

3. Konstrukcja nakrycia generowanego przez bezposredni podzbior
zmiennej standw automatu (fy,) na podstawie r-przydatnosci.

4. Konstrukcja nakrycia generowanego przez blok G (fs) na
podstawie kolorowania grafu.

5. Konstrukcja nakrycia generowanego przez posredni podzbidr
zmiennej standéw automatu (f3p,) na podstawie kolorowania grafu.

3.2. Nakrycia generowane przez definicje
automatu

Algorytm rozpoczyna dziatanie od wyznaczenia nakryé
generowanych przez zmienne wejsciowe i wyjsciowe automatu
(B 1 Py oraz nakrycia generowane przez stany automatu
(Bo 1 Po). Nakrycie generowane przez funkcje wyjsciowa jest
réwne Br = By ¢ Py.

Dla przyktadowego automatu z tabeli 1a, nakrycia By, fo, Bo
Pyifrsarowne

49

P =1{1.2.3.5.6,7.9.11,13,14.15,18,19,20; 1,3.4.5,6.8.10,12.13,16,17},
Peo=1{1.3.4.6.7.8.13.14.17.18.19; 1.2.3.4.5.6.9.10.11,12,15.16,20},

B =1{1.2,6.7.8,10,12,16,17,18.20; 3.4,5.9.11,13.14,15.19},
Pres=1{1.2.3.4.7.8.9.10.13,14.16,19.20; 3.5.6.7.8,11.12.13.15,17.18},
Po=11;2.3;4;5.6; 7.8.9,10,11.,12.13; 14.15; 16,17; 18; 19; 20},
fo={1.2.8; 3.13; 4.5, 6,7.19.20; 9,15; 10,17; 11.14; 12,16; 18},
By=1{1.2.9.12.15.16; 6.7.8.13.17.19.20; 3.4.5; 10.11.14,18},
Pr=Po * Br=1{1.2; 3; 4.5; 6,7.19.20; 8; 9.15; 10; 11.14; 12.16; 13; 17; 18}.

3.3. Nakrycia generowane przez podzbiory
zmiennych wejsciowych

W drugim etapie dekompozycji algorytm wyznacza nakrycia
Pu 1 Py generowane przez podzbiory zmiennych wejsciowych
X — podzbiér U oraz podzbidr V.

W rozwazanym przykladzie podzbiér U zawiera zmienne x;
i x,, a podzbiér V zmienne x; i x,. Oznacza to, ze podziaty Sy 1 fy
sqréwne ﬂU = ﬁxl * IBXZ lﬂV = ﬂxﬁ‘ ¢ ﬂx4:

pu={1.2.3,5.6,9.11.15.20; 1.3.4.5.6,10,12.16; 1.3.4.6.8,13.17; 1,3.6,7.13.14.18.19},
pr=1{1.2.7.8.10.16.20; 3,4.9,13.14,19; 3,5.11.13.15; 6.7.8.12.17.18}.

3.4. Nakrycie generowane przez kodowanie
bezposredniej zmiennej stanéw automatu

Po wyznaczeniu nakry¢ fr i Sy mozliwa jest konstrukcja
nakrycia fy,, generowanego przez kodowanie zmiennej standw
automatu wprowadzanej bezposrednio na blok H.

Konstruowane na tym etapie nakrycie So, musi spetniaé
warunek Sy, < fp (nakrycie to nie moze wprowadza¢ rozdzielen,
ktérych nie dostarcza fy). Konstrukcja tego nakrycia moze zostaé
oparta na pojgciu r-przydatnosci: znane sg juz nakrycia Sy i fr,
a cata dekompozycja musi spetnia¢ warunek By * fo, * Bo < Pr.
Nakrycie fg, decyduje zatem ile rozdzielen (nie dostarczanych
przez By * fou, @ Wymaganych przez fir) bedzie musiato dostarczy¢
nakrycie fig. Z drugiej strony, nakrycie fig musi by¢ realizowalne
w zadanej architekturze bloku G; jesli blok G jest elementem
r-wyjs$ciowym, nakrycie iz moze mie¢ co najwyzej 2" blokdw.

Nakrycie Sy, jest konstruowane przez taczenie blokéw nakrycia
Bo (gwarantuje to spemienie warunku Sy, < fy). Bazujac na
przyktadowym automacie i wyznaczonych wczesniej nakryciach
Bo 1 Py mozliwa jest konstrukcja tabeli, ktérej rzedy sa
wyznaczone przez bloki nakrycia Sy, kolumny sa wyznaczone
przez bloki nakrycia fp, a komodrki zawieraja iloczyny
odpowiednich blokéw; w przypadku przyktadowego automatu
tabele taka przedstawia tabela 2. Pary nawiaséw w komorkach
tabeli rozdzielaja wektory, ktdrych rozdzielenia wymaga nakrycie
Pr; te rozdzielenia musi dostarczy¢ nakrycie f.

Tab. 2. Tabela konstrukcji nakrycia fo,
Tab.2. The fip, blanket construction table

bloki By
b;’l“ 123569111520 13456101216 134681317  1,3,67,13,1418,19
1 1 1 1 1
23 2)3) 3) 3) 3)
4 ) )
5,6 (5)(6) (5)(6) 6) (6)
7,89,
10,11, ©1 10)(12) ®)(13) ™13)
12,13
14,15 (15) (14)
16,17 16 an
18 (as)
19 (19)
20 0)

Laczenie rzeddéw tej tabeli jest odpowiednikiem kodowania
zmiennej @ za pomoca zmiennej symbolicznej Qp; laczenie
nalezy przeprowadzi¢ tak, by utrzymywacé mozliwie niska ilosé¢
par nawiasow w kazdej z komoérek — w szczegdlnosci ilo$é par
nawiasOw nie moze by¢ wieksza niz 2', gdzie r oznacza ilo$é¢
wyjs¢ bloku G. W przypadku dekompozycji przyktadowego
automatu, zlaczenie pierwszego, szdstego i1 siddmego rzedu,
zlaczenie drugiego, trzeciego i 6smego rzedu oraz zlaczenie
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czwartego, dziewiatego 1 dziesigtego rzedu doprowadzi do
powstania nastgpujacego czteroblokowego nakrycia By,

Pou={1.14,15.16,17; 2,3.4,18; 5.6,19,20; 7,8.9,10,11,12,13}.

Zmienng Qy mozna zatem zakodowac za pomoca symboli u,
u;, uz i uy (patrz tabela 1b).

3.5. Nakrycie generowane przez blok G

W czwartym kroku algorytm konstruuje nakrycie generowane
przez wyjscia bloku G (nakrycie f;). Nakrycie to musi spehiac
warunek By ¢ Bo, * Po < Pr tak, by razem z nakryciami
generowanymi przez zmienne bezposrednio wchodzace do bloku H
dostarczato wszystkich rozdzielen wymaganych przez funkcje F.

W tym kroku algorytm wyznacza rozdzielenia wymagane przez
nakrycie fr, usuwa ze zbioru tych rozdzielen rozdzielenia
dostarczane przez nakrycia Sy i By, a nastgpnie tworzy graf
niezgodnos$ci. Wierzcholki tego grafu stanowia bloki nakrycia
Br * Po — nakrycia reprezentujacego wejscia do bloku G;
krawedzie grafu przedstawiaja rozdzielenia, ktére blok G musi
dostarczy¢ blokowi H, by caly system mogt poprawnie
zaimplementowac funkcje F.

Nakrycie fig powstaje z potaczenia blokéw podziatu £, * Sy
(wierzchotki grafu niezgodnosci) w taki sposob, by blok G miat
maksimum 2" blokéw, a rownoczesnie dostarczal brakujacych
rozdzielen. W tym celu stosowane jest kolorowanie grafu
niezgodnosci.

W przypadku dekompozycji przyktadowego automatu, nakrycia
By B i Bu* Po, sarowne

Bu*Pou={1.14; 1.15; 1.16; 1.17; 2.3; 3.4; 3.18; 5,6.20; 6.19; 7.13; 8,13; 9,11; 10.12}.

W przypadku dekompozycji tego automatu nakrycie fr wymaga
179 rozdzielen, z czego nakrycie By * o, dostarcza 166.
Nastepujace, brakujace rozdzielenia muszg by¢ dostarczone przez
nakrycie fg: 114, 1]15, 1|16, 1|17, 2|3, 3|4, 3|18, 5|6, 5|20, 7|13,
813, 9111 10[12.

Pokolorowanie grafu niezgodnosci pozwala skonstruowaé
nastepujace nakrycie fg:

Po={1.2.4.7.8.10,19.20; 3.7.8.12.16.17; 6.9.13.18; 5.11,13,14.15}.

3.6. Nakrycie generowane przez kodowanie
posredniej zmiennej stanéw automatu

Ostatnim etapem algorytmu jest zakodowanie zmiennej stanow
automatu wprowadzanej na blok G. Podobnie jak w przypadku
zmiennej Qpy, nie wszystkie rozdzielenia dostarczane przez
zmienng Q sa wymagane do poprawnego dziatania bloku G.
Oczywiscie wynikowe nakrycie By, musi spetnia¢ warunki
Bov<BoiPove Br<pfo-

Konstrukcja nakrycia Sy, opiera si¢ na sklejaniu blokow
podzialu By. Nakrycie py, musi dostarczy¢ rozdzielen
wymaganych przez nakrycie fg, a nie dostarczanych przez
nakrycie fy. W praktyce konstrukcja ta polega na wyznaczeniu
rozdzielen wymaganych przez nakrycie fg, usunieciu z nich
rozdzielen dostarczanych przez nakrycie fj, a nastgpnie
skonstruowaniu grafu niezgodnos$ci, ktorego wierzchotkami sa
bloki nakrycia By, a krawedzie przedstawiaja pozostale,
wymagane przez nakrycie i rozdzielenia.

W rozwazanym przyktadzie nakrycie fg wymaga 132
rozdzielen, nakrycie f, dostarcza 105 z nich. Pozostale
rozdzielenia to 1|16, 2|16, 3|4, 3|5, 3|9, 3|11, 3|13, 3|14, 3|15, 3|19,
419, 413, 4|14, 6|7, 6|8, 6|12, 6|17, 7|18, 8|18, 9|14, 9|19, 10|16,
1218, 1319, 14|19, 16|20 1 17|18.

W wyniku pokolorowania grafu niezgodnosci, nakrycie fp, jest
réwne

Pov={1.2.3,20;4,16,17,19; 7.8.9,10,11,12,13; 5,6.14.15.18}.
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3.7. Koncowa dekompozycja

Bloki koncowej dekompozycja przyktadowego automatu
przedstawionego w tabeli la znajduja si¢ w tabelach 1c i 1d. Jak
widaé, dekompozycja ta koduje stany automatu na dwoch
zmiennych symbolicznych (o czterech symbolach kazda),
a skonstruowany blok G jest mozliwy do zrealizowania
w komorce o czterech wejsciach i dwoch wyjsciach. Do bloku H
nalezy zastosowa¢ kolejng iteracj¢ procesu dekompozycji
(ponownie korzystajac z powyzszego algorytmu) w celu
oderwania od niego kolejnego bloku 4/2.

4. Podsumowanie

Jak wspomniano we wprowadzeniu, dotychczasowe metody
implementacji automatéw skonczonych w uktadach FPGA
sktadaja si¢ z dwoch etapow: kodowania standow automatu
i mapowania zakodowanego automatu w strukturze docelowe;j.
Algorytmy kodowania, takie jak opisane w [7, 8, 9] Nova, Jedi,
hot-one itp., zostaly zaprojektowane w celu uproszczenia etapu
mapowania; niestety, zaden z nich nie daje optymalnych wynikow
w przypadku dekompozycji funkcjonalnej. Szczegélnie trudno
opracowaé jest algorytm kodowania dajacy dobre rezultaty
w przypadku dekompozycji wielopoziomowe;.

Zaprezentowany algorytm opisuje nowy sposob implementacji
automatéw skonczonych usuwajacy problem nieoptymalnosci
etapu kodowania. Dzigki zastosowanie zmiennych symbolicznych
kodowanie standéw automatu jest wprowadzane stopniowo,
w sposob optymalny dla kolejnych iteracji procesu dekompozycji.
Przedstawione w [6] wyniki sugeruja, ze podejscie to jest lepsze
niz podejscia oparte na dwuetapowym procesie niezaleznego
kodowania standw automatu i mapowania zakodowanej funkcji.

Praca naukowa finansowana ze srodkow na nauke¢ w latach
2007-2010 jako projekt badawczy nr N517 003 32/0583.
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