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Streszczenie

W artykule przedstawiona jest koncepcja wykorzystania wielokorzenio-
wych binarnych diagraméw decyzyjnych (SBDD) oraz diagraméw o wielu
lisciach (MTBDD) podczas dekompozycji funkcji logicznych. Funkcje te
sa poddawane dekompozycji, by mozna je bylo zaimplementowaé
w typowych strukturach FPGA. W prezentowanym rozwigzaniu operowa-
nie na wielu funkcjach pozwala na wspoldzielenie blokow zwiazanych
w dekompozycji Ashenhursta, a tym samym wymaga mniejszej ilosci
zasobow struktury programowalnej. Powyzsza koncepcja zostata przed-
stawiona na przyktadzie dekompozycji uktadu rd84.pla.

Stowa kluczowe: dekompozycja, wielokorzeniowe binarne diagramy
decyzyjne (BDD), synteza programowalnych uktadow logicznych.

Multi-output logic devices synthesis utilizing
common logic blocks

Abstract

This paper presents concept of using multi-root (shared) and multi-
terminal binary decision diagrams (SBDD and MTBDD) to represent a set
of boolean functions. These functions are decomposed to implement them
in typical FPGA devices. Most of algorithms based on BDD operates on
single function, so many common relations can not be extracted. In
presented approach operating on many functions gains better utilization of
programmable device’s resources. As an example it is shown decomposi-
tion of rd84.pla circuit. With best author’s knowledge there’s no better
results for this circuit published in literature.

Keywords: decomposition, shared binary decision diagrams (SBDD),
programmable logic devices synthesis.

1. Wstep

Obecnie uktady logiki programowalnej sa szeroko stosowane
w projektowaniu urzadzen cyfrowych. W obliczu coraz wigkszej
ztozonosci projektow kluczowa role odgrywaja efektywne
algorytmy i struktury danych uzywane w procesie syntezy.

Powszechnymi metodami reprezentacji wyrazen logicznych sa
tablice prawdy oraz wyrazenia przedstawione w postaci sumy
iloczynéw. Tablice prawdy wymagaja dla funkcji o n zmiennych
uzycia 2" bitow pamieci. Ta wykladnicza zaleznos$é sprawia, ze
tablice prawdy sa mato praktyczne dla funkcji boolowskich
o wielu zmiennych. Bardziej zwigzla reprezentacja jest suma
iloczynéw zwanych czasami kostkami (cube). Dla wielu funkcji
logicznych reprezentacja w postaci zbioru kostek pozwala uniknaé
wyktadniczo rosnacej zajgtosci pamigci, ale operowanie na takich
strukturach wymaga uzycia czasochtonnych algorytméw redukcji,
ktére sa niezbedne by pozby¢ si¢ nadmiarowych informacji.
Innym efektywnym sposobem reprezentacji funkcji logicznych
jest uzycie binarnych diagramow decyzyjnych (BDD). Diagramy
te zostaly wprowadzone przez Akersa [1] i spopularyzowane przez
Bryanta [2] i Brace’a [3].

2. Typy BDD

Binarny diagram decyzyjny jest skierowanym, acyklicznym
grafem (drzewem) [4]. Kazdy wezet tego grafu skojarzony jest
z jedna zmienng funkcji. Z kazdego wezta wychodzg dwie krawe-
dzie skojarzone z wartosciami zmiennej 0 i 1. Do kazdego wezta
grafu (oprocz korzenia) dochodzi, co najmniej jedna krawedz
z weztdw znajdujacych si¢ na wyzszym poziomie. Binarny dia-
gram decyzyjny zawiera dwa wezly terminalne (liscie), ktore
skojarzone sa z warto$ciami funkcji 0 Iub 1. Analiza drog wyste-
pujacych w binarnym diagramie decyzyjnym pozwala na okresle-
nie wartosci poszczegdlnych zmiennych, dla ktérych funkcja
przyjmuje wartos$¢ 1 lub 0.

W praktyce wykorzystuje si¢ jedynie uporzadkowane (Ordered
BDD) i zredukowane uporzadkowane diagramy decyzyjne (Reduced
Ordered BDD). W uporzadkowanych diagramach w kazdej Sciez-
ce zmienne wystgpuja w tej samej kolejnosci. Na danym poziomie
diagramu wystepujg wezly zwiazane z ta sama zmienna. Diagramy
zredukowane (ROBDD), zawierajace przy danym uporzadkowaniu
zmiennych minimalng liczbg weztow, uzyskuje si¢ poprzez sklejanie
odpowiednich weztdéw i redukcje identycznych podgrafow [2, 4, 5].

Znane sg rowniez diagramy, w ktorych w celu zaoszczedzenia
czasu obliczen i pamigci potrzebnej do reprezentacji BDD wpro-
wadzone zostaty atrybuty przypisane do krawedzi [5]. Przyktadem
takiego atrybutu jest negacja. Atrybut taki oznacza, ze nalezy
zanegowaé funkcje, ktora jest reprezentowana przez podgraf
wskazywany przez krawedz z atrybutem.

Zespot funkeji moze by¢ reprezentowany przez jeden wieloko-
rzeniowy graf. Funkcje wspotdziela wtedy podgrafy, stad struktu-
ra taka nazywana jest diagramem wspoldzielonym (Shared BDD).
Zaleta takiego rozwigzania jest zwigzlo$¢ reprezentacji zespotu
funkcji oraz utatwione testowanie rownowaznosci dwoch funkcji.

3. Dekompozycja

Dekompozycja jest procesem podziatu zmiennych funkcji. Funkcja
n-zmiennych f{X), X = xy, xy, . . ., X,, moze by¢ przedstawiona jako
F(gi(Xp), - - - gn(Xp), Xt ), gdzie X, to zbior zmiennych zwiazanych
(bound set), a X to zbior wolny (free sef). Podziat zmiennych polega
na szukaniu zbioréw X, oraz X;. Jesli cz¢$¢ wspdlna zbiorow X, X;
jest pusta méwimy, ze dekompozycja jest roztaczna.

Pierwsze systematyczne podejscie do dekompozycji roztacznej
podat Ashenhurst. W prezentowanej przez niego metodzie zmien-
ne najpierw sa dzielone na zbior wolny X i zwiazany Xy,. Nastep-
nie funkcja przedstawiana jest w postaci dwuwymiarowe;j tablicy.
Do opisania kolumn i wierszy tablicy stuza odpowiednio zmienne
ze zbioru zwigzanego i wolnego. Dekompozycja roztaczna istnieje,
jesli liczba roznych kolumn zwana krotnos$cia kolumn wynosi 2.

Dekompozycja Ashenhursta zostalo udoskonalone przez Rotha
i Karpa [6]. W ich metodzie funkcja reprezentowana jest w postaci
kostek (cubes). Kostki sg grupowane w klasy rownowaznosci, przy
czym klasy roéwnowaznosci odpowiadaja roznym kolumnom
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w dekompozycji Ashenhursta. Poza duzo wydajniejsza implemanta-
cja, obydwa sposoby dekompozycji nie rdznig si¢ w istotny sposéb.

Podziat zmiennych jest rownowazny dokonaniu cigcia w binar-
nym diagramie decyzyjnym, gdzie wezly powyzej cigcia odpo-
wiadaja zbiorowi zmiennych zwigzanych, a ponizej cigcia zbioro-
wi wolnemu. Wezly ponizej cigcia, ktdre sq wskazywane przez
przecigte krawedzie nazywane sa zbiorem weziow odcigtych.
Liczba weztow odcietych odpowiada liczbie klas rownowaznos$ci
w dekompozycji zaproponowanej przez Roth-Karpa [6].

W ogélnym przypadku dla n weztow odcigtych potrzeba do ich
rozroznienia Flogz(n)—| bitow, wtedy mamy kilka funkcji g;, i=1,...,
[og,(m1.

Liczba weztéw odcietych zalezy od wyboru zmiennych, ktére
tworza zbidr wolny i zwiazany, czyli od kolejnosci zmiennych
w grafie i od poziomu, na ktérym nastapi cigcie. Dla uktadow
opartych o k wejsciowe bloki LUT, poziom cigcia przewaznie
ustala si¢ na k liczac od korzenia diagramu. Pozostaje jednak
problem odpowiedniego uporzadkowania zmiennych. Aby szuka-
jac dobrego rozwiazywania nie sprawdza¢ wszystkich mozliwosci
mozna si¢ poshuzy¢ ponizsza zaleznoscia.

Twierdzenie: jesli ponizej cigcia jest n wezlow odcigtych, to
zmiana kolejnosci zmiennych tylko powyzej, albo tylko ponizej
cigcia nie zmienia liczby weztow odcigtych.

Dowod: poniewaz graf odpowiada tablicy dekompozycji
Ashnehursta, wprost wida¢, ze zamiana kolejnosci zmiennych
zbioru wolnego (lub zwiazanego) nie zmienia krotnosci kolumn.

Znane sa heurystyczne metody (divide and conquer [7]) pozwa-
lajace na znalezienie diagramu BDD z mozliwie jak najmniejsza
liczba weztow.

Jak zauwazyl Vemuri[8] BDD o najmniejszej liczbie weztow
nie zawsze prowadzi do ,,najlepszej” dekompozycji, dlatego nale-
zy szuka¢ uporzadkowania zmiennych, dla ktérego licznosé zbioru
weztow odcigtych jest najmniejsza. Podczas poszukiwan mozna
kierowac si¢ nastepujaca zasada. Ponizej cigcia wybraé wezet,
ktéry ma najwigksza liczbe incydentnych (wskazujacych na niego)
krawedzi. Powyzej cigcia wybraé wezet o najmniejszej liczbie
incydentnych krawedzi, nastgpnie zamieni¢ kolejnoscia wybrane
wezly. Powyzsza procedure stosowaé dopdki nie uzyska sie
mniejszej liczby weztow odcigtych lub przekroczy si¢ okreslona
liczbe prob. Wezty o duzej liczbie krawedzi incydentnych prze-
waznie wystepuja w wielu iloczynach, czyli funkcja silnie zalezy
od zmiennej przypisanej temu weztowi, dlatego wiasnie te wezty
przenoszone sg powyzej cigcia.

4. Dekompozycja zespotu funkcji

Podczas dekompozycji zespotu funkcji pierwszym etapem jest
podziat sktadowych wyjsciowych na grupy funkcji, ktore korzy-
staja z tych samych zmiennych. Kolejnym krokiem jest takie
zgrupowanie funkcji by mozna bylo uzyskaé¢ wspolne funkcje g
bloku zwiazanego. Etap ten zostanie przedstawiony na przyktadzie
dekompozycji uktadu testowego rd84.pla na bloki LUT 4-we/2wy
lub Swe/1wy (bloki uktadéw Xilinx).

Na rys.1 przedstawiony jest wielokorzeniowy binarny diagram
decyzyjny (SBDD) z linig cigcia diagramu ponizej wezidw odpo-
wiadajacych zmiennej x;. Powyzej linii cigcia sa cztery warstwy
weztow, ktore odpowiadaja czterem zmiennym zwigzanym:
X0,X1,X2,X3. Liczba funkcji g bloku zwiazanego zalezy od liczby
weztow docelowych ponizej linii cigcia. W celu minimalizacji
liczby funkcji g zaproponowano nastgpujacy schemat postepowa-
nia. Po pierwsze nalezy utworzy¢ posortowang liste funkcji
fo,...,f3. Funkcje nalezy posortowaé¢ wg liczby weztow docelo-
wych: f; — 2 wezly, £, — 2, fy — 4, f; — 5. Lista funkcji jest przegla-
dana w kolejnosci rosnacej liczby weztow. Do kazdej funkcji
probuje si¢ dotaczy¢ innag tak by utworzy¢ diagram MTBDD
o liczbie weztow docelowych nie wigkszej niz przed dotaczeniem.
Np. do funkcji f; nie mozna dotaczy¢ zadnej by nie zwickszyta si¢
liczba weztéw docelowych. Natomiast do funkcji f; mozna dota-
czy¢ f; 1 w powstatym diagramie (rys. 2) ponizej linii cigcia dalej
sa 4 wezty docelowe, podobnie jest dla f3 1 £2.

PAK vol. 53, nr 7/2007

Rys. 1. Diagram SBDD dla uktadu rd84.pla
Fig. 1. The SBDD diagram for rd84.pla

Rys. 2. Diagramy MTBDD dla uktadu rd84.pla
Fig.2. The MTBDD diagram for rd84.pla

Kolejnym etapem jest przyporzadkowanie weztom docelowym
stow kodowych i realizacja funkcji g bloku zwiazanego. Dla
funkcji fy, f; (4 wezty docelowe) potrzebne sa dwie funkcje kodu-
jace go, g1 Przyktadowe kodowanie przedstawione jest w tablicy
1. Dla funkgji f;, f; mamy 5 weztéw docelowych wigc potrzebne
sa trzy funkcje go, g1, 25

Aby mdc wielokrotnie wykorzystaé niektore bloki zwiazane na-
lezy w grafie odszuka¢ wezty, do ktérych prowadza identyczne
Sciezki, ale z roznych korzeni [9]. Na przyktad dla funke;ji £, f; do
wezla oznaczonego (1) prowadza $ciezki: {1000, 0100, 0010,
0001} (xox1,x2.x3)- Taki sam zbidr $ciezek dla funkcji f,, f3 prowadzi
do wezta (1°). Analizujac zbiory Sciezek od korzenia do weztow (1),
(2), (3), (5) oraz (1°), (2°), (3°), (4), (0) wida¢, ze pierwsze trzy
zbiory sa identyczne natomiast (0), (4) zawierajg si¢ w (5). W takiej
sytuacji mozliwe jest wykorzystanie wspdlnych funkcji kodujacych
g0, 21, @ do rozréznienia weztdw (0), (4) wykorzystac g;-.

Nastepnym krokiem jest proba wykorzystania dekompozycji
nieroztacznej polegajaca na sprawdzeniu, czy ktdras z funkcji g
nie moze by¢ postaci: g;(X,)= X, xeX,,. Aby stwierdzi¢ czy moz-
liwa jest dekompozycja nieroztaczna nalezy przeanalizowaé gérng
czes$¢ diagramu. Np. jesli chcemy sprawdzi¢ dla funkcji f,, f3, czy
mozliwe jest zakodowanie weztow (1°), (2°), (3°), (4), (0) za
pomoca gy, g1°, Xo: ustalamy x,=0 i sprawdzamy czy liczba we-
ztéw docelowych ponizej linii cigcia nie jest wigksza niz 4 (bo
oprocz X, mamy jeszcze gy, g- a dla dwubitowego kodu da si¢
wygenerowa¢ maksymalnie 4 stowa). Podobnie sprawdzamy
liczbe weztéw docelowych z ograniczeniem x,=1. Poniewaz
w przytoczonym przyktadzie funkcja jest w pelni symetryczna
uzyskamy identyczny wynik dla kazdej ze zmiennych x¢, X, Xy,
x3. W tablicy 1 pokazane jest kodowanie dla gy, g;-, X3.
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Tab. 1. Sposob kodowania weztow
Tab. 1. Node coding patterns

Wezel Sciezki Kodowanie
(X0,X1,X2,X3) (2021 X3)
1,1 1000, 0100, 0010, 0001 01 -
(2).(2) 1100, 0110, 1001, 1010, 0101, 0011 10 -
3).3) 1110, 1101, 1011, 0111 11 -
5) 1111, 0000 00 -
@) 1111 001
) 0000 000
Wezel Sciezki Kodowanie
(X4:X5:X6,X7) (234 X7)
1000, 0100, 0010, 0001 01 -
1100, 0110, 1001, 1010, 0101, 0011 10 -
1110, 1101, 1011, 0111 11-
1111, 0000 00 -
1111 001
0000 000
Tab. 2. Sposob kodowania blokow wyjs¢ frf5
Tab. 2. Coding patterns for f>f; outputs
Wezel Sciezki Kodowani Kodowani Wyjscia
(20-81:X3, 23.84) (g10811) (810811 X7) (ff3)
) 001 00 00 001 10
000 01
01 01 01 - 01
10 01
11 01
3 11-00 10 100 00
101 01
01 01 01 - 01
10 01
11 01
2 10- 01 11 11- 00
00 10 100 00
101 01
10 01 (U 01
11 01
(1) 01-11 01 (U 01
00 10 101 01
100 00
01 11 11 - 00
10 11
(0) 000 00 10 101 01
101 00
01 11 11 - 00
10 11
11 11

Aby sprawdzi¢ czy mozliwe jest kodowanie za pomoca gy, Xo,
x; nalezy dla kazdej kombinacji x¢x;= 00, 01, 10, 11, sprawdzi¢
czy liczba docelowych weztow ponizej linii cigcia jest nie wigksza
niz 2. Dla podanego przyktadu warunek ten nie jest spetniony.

Ostatecznie po pierwszym cigciu grafu otrzymujemy blok zwiaza-
ny XoXX,X3/ gog1 (wejscia/wyjscia) oraz bloki wolne gogix4xsxsX7 /fof|
1 2ogi1X3X4XsXeX7 / Hrf3. Aby moc dokonaé kolejnych cigé¢ w grafie
trzeba wybra¢, ktére zmienne majg naleze¢ do kolejnego zbioru
zwigzanego. Jesli wérod wybranych zmiennych beda gog; (np.
2021X4Xs) otrzymamy dekompozycje szeregowa. Korzystniejsze
jest preferowanie przy wyborze tylko zmiennych x (np. X4XsXeX7)
a dopiero gdy nie jest to mozliwe zmiennych g — mozna wtedy
otrzymaé¢ dekompozycje wielokrotng. W drugim przypadku
otrzymujemy mniejsza liczbg warstw a czgsto tez mniejsza liczbe
blokéw. W celu dokonania dekompozycji, w ktorej wyniku zbidr
zwiazany tworza X4XsXsX; nalezy zbudowaé diagram z kolejnoscia
zmiennych od korzenia x;Xsx¢X7g0g; i poprowadzi¢ lini¢ cigcia
ponizej czwartego poziomu weztdw. Wyjscia powstatego bloku
zwiazanego zostaly opisane za pomoca funkcji gzg,.

Dalsze postgpowanie jest analogiczne do etapu z pierwszym
cieciem grafu i zmiennymi X¢xX;X,X3. Dla funkcji frf; rowniez
korzystny jest wybdr X;XsX¢X; jako zbidr zwiazany, bo wtedy
mozna wykorzysta¢ wspdlne funkcje gigs. Podsumowujac, po
drugim cigciu otrzymujemy kolejny blok zwigzany x4XsX¢X7 / 2384
oraz bloki wolne gog g;g4 / fofi 1 go21X38384%7 / £f5 (1ys.3). Jak
widaé funkcje fyf; nie wymagaja dalszej dekompozycji, a diagram
f>f; wymaga jeszcze jednego cigcia, ktore pokazano na rysunku 4.

5. Podsumowanie

Artykut przedstawia koncepcj¢ wykorzystania wspolnych za-
leznosci dla zespotu funkcji. Jako ilustracje prezentowanej idei
przedstawiono dekompozycje uktadu rd84.pla. Do realizacji tego
uktadu potrzebnych byto 6 blokow LUT (bloki o 4 wejsciach i 2
wyjsciach lub 5 wejsciach i 1 wyjsciu). Dla funkcji f,, f; bloki
tworza strukture dwuwarstwowa, a dla f,, f; tréjwarstwowa.

x4 —f2

%
N
[e

Rys. 3. Przykfad dekompozycji uktadu rd84.pla - 4 bloki LUT 4/2 i 2 bloki LUT 5/1
Fig. 3. An example of rd84.pla circuit decomposition — four LUTs 4/2 and two
LUTs 5/1

Rys. 4. Ostatnie cigcie grafu funkeji 13
Fig. 4. The last cut of f,f; graph

Przedstawiony przyklad przynosi obiecujace rezultaty, ktére
jednak trzeba zweryfikowa¢ na wigkszej liczbie ukladéw testo-
wych. Obecnie prowadzone sa prace nad praktyczng implementa-
cja algorytmu, co pozwoli poréwnac prezentowane podejscie
z innymi istniejacymi rozwigzaniami opartymi o BDD.
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