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Streszczenie

Niniejszy artykut prezentuje implementacjg operacji obliczania eksponenty
o podwojnej precyzji obliczen w uktadach FPGA. Zaproponowano metode
tablicowo — aproksymacyjna, dla ktorej wykorzystano 3 niezalezne tablice
512x64-bity do obliczenia 27 najstarszych bitow mantysy oraz aproksy-
macje wielomianowg ex~1+x dla pozostatych bitow mantysy. Wyniki
implementacji pokazuja Ze proponowany modul zajmuje okolo 7.5%
ukfadu Virtex-4 LX200.

Stowa kluczowe: HPC, exp(), FPGA.

FPGA Implementation of Exponent Function
Abstract

This paper presents FPGA implementation of exponent operation in
double precision format. A mixture of Look-Up Table (LUT) and
approximation methods was employed. Twenty seven most significant bits
of input mantissa are calculated employing 3 independent LUTs, the rest
input bits are calculated by approximation: ex~1+x. Implementation
results in roughly 7.5% occupation of Virtex-4 LX-200.

Keywords: HPC, exp(), FPGA.
1. Wstep

Numeryczna analiza skomplikowanych modeli fizycznych oraz
chemicznych realizowana np. w pakiecie Gaussian wymaga duzej
mocy obliczeniowej. Na szczeg6lng uwage zashuguje tutaj opera-
cja eksponenty, ktora jest powszechnie wykonywana natomiast nie
jest bezposrednio wspierana przez procesory ogdlnego przezna-
czania. Dlatego kluczowym celem, jaki postawili sobie autorzy
niniejszej pracy bylo wyrazne przyspieszenie realizacji operacji
eksponenty dzigki dedykowanej a przez to wydajnej architekturze
sprzgtowej realizowanej w uktadach programowalnych FPGA.

Operacje zmiennoprzecinkowe o podwdjnej precyzji wymagaja
znacznych zasobow uktadu FPGA i dlatego do niedawna uktady
FPGA nie byly wykorzystywane do wspomagania obliczen nume-
rycznych pelnej precyzji. Niestety kryterium odgrywajacym

ogromng rolg we wspdtczesnych systemach HPC jest doktadnosé
obliczen i duza precyzja danych tworzacych modele obliczeniowe.
Kierujac si¢ wyzej wspomnianymi potrzebami w ramach pracy
zaprojektowano modut obliczeniowy realizujacy operacje exp()
w standardzie IEEE-754 o podwdjnej precyzji.

2. Funkcja eksponenty

Techniki obliczania elementarnych funkcji moga zostaé¢ zakwa-
lifikowane do dwoch grup: iteracyjne oraz nieiteracyjne. Do im-
plementacji zostata wybrana metoda nieiteracyjna, ktéra moze by¢
realizowana nastgpujacymi sposobami:

- metody tablicowe - Look-Up Table (LUT),
- metody aproksymacyjne,
- metody mieszane (tablicowo-aproksymacyjne).

Metody tablicowe sa najprostsze koncepcyjnie i zarazem wyni-
ki ich implementacji skutkujg bardzo szybka pracg uktadu wyni-
kowego. Zasadnicza wada tego rozwiazania jest jednak spora ilo$¢
zasobow zajmowanych przez tablice LUT przechowujace wartosci
funkcji, ktora wzrasta wyktadniczo wraz z precyzja danej wej-
sciowej. W konsekwencji wielko§¢é pamigci staje si¢ niedopusz-
czalna w przypadku danej wejsciowej szerszej niz okoto 16-bitow.

Istnieje sporo implementacji metod tablicowych obliczania
funkcji exp(), lecz projekt zrealizowany w Ames Laboratory [1]
zwraca szczegOlng uwage ze wzgledu na zblizony profil prac
badawczych oraz stosowang 64-bitowa precyzje obliczen. We
wspomnianej pracy zostaly wykorzystane bardzo dobrze znane
zaleznosci:

&= 2x-log2(e):2xc ‘ex-xc-ln(Z) (1)

oraz
ex[ +x2_ ex] ’eXZ' (2)

Zastosowanie podstawy liczby 2 zamiast e zdecydowanie
upraszcza obliczenie wartosci 2° dla x, catkowitych, poniewaz
warto$¢ x. bezposrednio przektada si¢ na wartos¢ eksponenty
wyniku. W konsekwencji warto$¢ x jest dzielona na czes$¢ catko-
witg x.. 1 utamkowg x,. Czgs$¢ catkowita x, jest zapisywana bezpo-
srednio do eksponenty wyniku. Czg¢é¢ utamkowa x, jest natomiast
wykorzystywana dalej do obliczenia mantysy wyniku.

Przyktad [1] oblicza funkcje exp() podwdjnej precyzji z wyko-
rzystaniem réwnania (2). Mozna w nim zaobserwowac jak duza
cze$¢ zajmowanych zasobow stanowig uktady mnozace zmienno-
przecinkowe. Powyzsza implementacja absorbuje niestety prawie
wszystkie zasoby jednego z wigkszych ukladéw: Virtex-I1I Pro
(55,616 slice’éw).
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Powszechnie stosowanymi metodami sg rdwniez aproksymacje
wielomianowe [2]. Rozwiazania te wykazuja znaczace zalety
w poréwnaniu ze wspomnianymi powyzej implementacjami tabli-
cowymi [3], naleza do nich relatywnie niewielka zajetos$¢ zasobow
oraz spora szybkos¢ pracy przy wtasciwie dobranej funkcji aprok-
symujacej. Rozwazania te jednak dotyczyty obliczen pojedynczej
precyzji. Zastosowanie tych metod dla liczb o wigkszej precyzji
(wigkszej szeroko$ci argumentu realizowanej funkcji) narzuca
jednak konieczno$¢ stosowania wielomianéw wyzszego stopnia,
co z kolej zwiazane jest z wigksza liczba mnozen.

Zauwazy¢, wigc mozna, ze dla wigkszych precyzji danych wej-
Sciowych (np. 64 bit) metoda aproksymacji wielomianowe;j traci
swoje podstawowe zalety. Rozwiazanie tablicowe jest rowniez
obarczone istotnymi mankamentami w postaci bardzo duzej zaje¢-
tosci zasobow.

I sl eksponenta I mantysa

Sterowanie [przesunigciem

63 bity + Mantysa (53 bitow) = 116 bitow |
A,

<
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1/in(2)
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Rys. 1. Architektura proponowanego modutu obliczania funkcji exp()

Fig. 1.  Architecture of the proposed exp() function module

Whioski plynace z powyzszych obserwacji w naturalny sposdob
sktaniaja do zastosowania metody alternatywnej, taczacej zalety
dwoéch wymienionych rozwiazan. Sa to rozwigzania mieszane
tablicowo-aproksymacyjne. W przesztosci zrealizowano wiele
implementacji metod mieszanych obliczania funkcji elementar-
nych [4]. Dotyczyty one jednak w znakomitej wigkszosci operacji
na danych zmiennoprzecinkowych, co najwyzej 32-bitowej precy-
zji [5]. Jako ze metody mieszane obliczania funkcji elementarnych
w standardzie liczb zmiennoprzecinkowych zostaly najpierw
zaimplementowane dla procesorow ogdlnego przeznaczenia [6],
pierwsze rozwiazania sprz¢towe bardzo wyrazie czerpig z algo-
rytmow softwarowych. Takie podejscie nie wykorzystuje poten-
cjalu sprzetowego Srodowiska, tkwigcego w rownolegtosci pracy
i wiekszych dostgpnych zasobach logicznych. Dlatego obserwuje
si¢ obecnie prace majace na celu stworzenie szybkiej implementa-
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cji metody mieszanej obliczania funkcji exp() [7] oraz innych
funkcji elementarnych. Jest to uzasadnione ogromnym potencja-
tem nowoczesnych uktadow programowalnych FPGA.

3. Proponowany modut

Architekture [1] mozna w prosty sposob ulepszy¢ poprzez za-
stosowanie wigkszej pamigci LUT. Na przyktad zamiast stoso-
wania pamigci LUT o szeroko$ci magistrali adresowej 1 mozna
zastosowacé pamig¢é¢ LUT o szerokosci 4 (powszechnie stosowane
w uktadach FPGA) i wigkszej. Analiza zajmowanych zasobow
przez pami¢é¢ LUT oraz ukladéw mnozacych doprowadzita
do wniosku, ze najlepszym rozwigzaniem bedzie uzycie duzych
pamigci blokowych Block RAM (BRAM) znajdujacych sig
w uktadach FPGA. Dla uktadéw Virtex 4 mamy do dyspozycji
pamigci  57/2x32-bity  (9-bitowa magistrala  adresowa).
Dla 54-bitowej mantysy wymagane jest wiec uzycie 6-pamigci
LUT (czyli w sumie 12 pamigci BRAM) oraz 5 uktadéw mnoza-
cych.

Proponowany modut obliczeniowy sktada si¢ z nastgpujacych
elementow (schemat blokowy przedstawiony zostat na rys. 1):

- logiki sprawdzania stanéw wyjatkowych (inf, NaN) oraz kon-
wersji danych wejsciowych do wewnetrznego statoprzecinko-
wego standardu zapisu liczb,

- logiki separujacej czgs¢ catkowita od utamkowej liczby, tacznie
z migracja znaku do czesci caltkowej (wyrazonej jako pole eks-
ponenta w standardzie IEEE-754),

- tablic LUT (9-cio wejsciowych) przechowujacych czastkowe
wartosci exp(x),

- logiki normalizacji wyniku koficowego do standardu IEEE-754.

4. Wyniki implementacji

Wyniki zamieszczone ponizej nie uwzgledniaja mechanizmu
potokowosci, ktory bedzie zaimplementowany w finalnej wersji
modutu sprzgtowego, gdy zakonczony zostanie etap badan nad
numerycznymi aspektami architektury modutu (oczekiwana do-
ktadnos¢ obliczen, wielkosci tablic LUT, rzad wielomianu aprok-
symujacego, wielko$¢ zajmowanych zasobow).

Tab. 1. Wyniki implementacji modutu exp() bez mechanizmu potokowosci
oraz procentowa zajeto$¢ ukltadu Xilinx Virtex-4 LX200.
Mnozarka sprzgtowa przed modyfikacja

Tab. 1. Implementation results (area and % of available resources for
Xilinx Virtex-4 LX200) for exp() module without pipelining,
standard multiplier

' #
Rodzaj # 4-wej LUT # prierr Zutni- #;31{8:;/}’
ow DSP48
Bez logiki 13375 105 6 .
DSP48 (7.5%) (0.06%) (1.8%)
Zlogika 1293 105 6 71
DsP48 (0.73%) (0.06%) (1.8%) (74%)

W naszych badaniach korzystamy z komputera o duzej mocy
obliczeniowej Altix 4700 firmy SGI. Niniejszy projekt zostanie
docelowo zaimplementowany na karcie SGI RASC RC100 Blade
jako element wigkszego systemu obliczeniowego. SGI RASC
RC100 Blade zostal wyposazony w dwa uklady typu Xilinx
Virtex-4 LX200, dlatego zamieszono ponizej wyniki implementa-
cji dotycza wiasnie tego uktadu FPGA.
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Wykorzystanie blokéw DSP48 wiaze si¢ z uzyciem wbudowa-
nych mnozarek 18x18 bedacych ich integralna czescia. Takie
podejscie zmniejsza wyraznie liczb¢ zaangazowanych pamigci
4-wejsciowych LUT, co zostato przedstawione w Tab. 1. Jednakze
liczba wbudowanych modutéw mnozacych jest stosunkowo nie-
wielka 1 tylko jeden modut exp() moze by¢ zaimplementowany
z uzyciem tych uktadéw. Dlatego w przypadku uzycia wigkszej
liczby modutéw exp() (réwnoleglej pracy paru modutéw w celu
przyspieszenia sumarycznej szybkosci dziatania) konieczne jest
uzycie logiki ogdlnego przeznaczenia (pamigci LUT) w ramach
uktadu mnozacego.

Mozna zauwazyé, ze dane przechowywane w pamigci LUT
(BRAM) maja pewng charakterystyczna strukturg. Cze$é komorek
pamigci zapetniona jest w pewnym stopniu bitami o wartosci 0.
Korzystajac z tej wlasnosci mozliwe jest wprowadzenie pewnych
modyfikacji do uktadéw mnozacych. Mianowicie mnozenie jest
wykonywane tylko dla mtodszych bitdw, nie obejmuje starszych
bitéw bedacych zawsze zero. Natomiast mnozenie przez wiodaca
jedynke jest wykonywane jako operacja dodawania.

Takie rozwiazanie ukladu mnozacego wyraznie wptynglo na
zmniejszenie zajgtosci zasobow. Zamieszczone ponizej Tab. 2
i Tab. 3 obrazuja zarowno wplyw zastosowanej mnozarki sprze-
towej jaki i liczby guard _bits na zajetos¢ zasobéw uktadu FPGA.

Tab.2. Wyniki implementacji modutu exp() bez mechanizmu potokowosci
oraz procentowa zaje¢tos¢ uktadu Xilinx Virtex-4 LX200.
Zmodyfikowana mnozarka sprzgtowa. Guard_bits = 8

Tab. 2. Implementation results for exp() module (area and % of available
resources for Xilinx Virtex-4 LX200), no pipelining, improved
multiplier structure, number of guard bits is 8

. #
. . # przerzutni- # 18-Kb
Rodzaj #4-wej LUT .
kow BRAM DSP48
Bez logiki 10710 105 6 .
DSP48 (6%) (0.06%) (1.8%)
Z logika 1398 105 6 54
DSP48 (0.73%) (0.06%) (1.8%) (56%)

Zmniejszenie ilosci bitdbw ochronnych (guard bits) skutkuje
zmniejszeniem szerokosci rejestrow wewnetrznych a tym samym
zajetosci zasobow (zob. Tab. 2 i Tab. 3).

Tab. 3.  Wyniki implementacji modutu exp() bez mechanizmu potokowosci
oraz procentowa zaje¢to$¢ uktadu Xilinx Virtex-4 LX200.
Zmodyfikowana mnozarka sprzgtowa. Guard_bits = 1

Tab. 3. Implementation results for exp() module (area and % of available
resources for Xilinx Virtex-4 LX200), no pipelining, improved
multiplier structure, number of guard bits is 1

. #
. . # przerzutni- # 18-Kb
Rodzaj #4-wej LUT ,
kow BRAM DSP48
Bez logiki 9039 105 6 .
Dsp48 (5%) (0.06%) (1.8%)
Zlogika 1300 105 6 54
DSP48 (0.72%) (0.06%) (1.8%) (56%)

Modyfikacja szerokosci rejestrow wewngtrznych poprzez zmiang
ilosci guard bit wptywa jednak na doktadnos¢ obliczen co pokazuje
Rys. 2. Na podstawie Rys. 2 mozna zauwazy¢, ze optymalna ze
wzgledu na szeroko$¢ rejestrow wewnetrznych ilosci guard bits
wynosi 2-4. Dla wigkszych warto$ci guard bits nie obserwuje si¢
znaczacej poprawy doktadnosci, wzrasta natomiast zajetos¢ zasobow.

1.8 4
1.6 4
1.4
1.2 4

0.8 4
0.6 4
0.4 4
0.2

wartosc btedu w ULP

1 2 3 4 5 6 7 8
szerokosc LUT (ponad 52 bity)

Rys. 2. Wartosci bledu $redniego (modut) w ULP (Unit Last Place) dla
réznych szeroko$ci guard_bit
Fig.2.  Mean error (ABS) in ULP for different guard-bit widths

5. Podsumowanie

W niniejszym artykule przedstawiono architekture sprzgtowego
modutu obliczania funkcji exp() o podwdjnej precyzji. Nalezy
podkresli¢, ze wigkszo$¢ implementacji funkcji exp() ograniczata
si¢ do pojedynczej precyzji. Zwigkszenie precyzji obliczen wyma-
gato nie tylko zwigkszenia doktadnosci poszczegélnych operacji
sktadowych, ale rowniez rozwazenia réznych architektur imple-
mentacji. Wybrano algorytm mieszany: 27-bitdw najstarszych
mantysy wejsciowej jest obliczana za pomoca metody tablicowe;.
Natomiast mniej znaczace bity sa obliczane za pomoca rozwinig-
cia w szereg Taylora. Poniewaz dana wejsciowa dla tego szeregu
jest bardzo mata (mniejsza niz 2°7) szereg jest bardzo szybko
zbiezny, wymaga tylko pierwszego rozwinigcia e'= [ + x.

Wyniki implementacji pokazuja, Zze zasoby wspdtczesnych
uktadow FPGA sg wystarczajace do wykonywania operacji eks-
ponenty o podwdjnej precyzji obliczen, co wigcej mozliwe jest
umieszczenie w jednym uktadzie FPGA wigcej niz dziesie¢ tego
typu modutéw obliczeniowych.
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