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Streszczenie

W referacie zaprezentowana zostanie metoda dekompozycji systemow
dyskretnych z wykorzystaniem hipergraféw. Podziat uzyskano poprzez
zastosowanie hierarchicznej redukcji wierzchotkow hipergrafu. W procesie
partycjonowania bloki systemu dyskretnego reprezentowane sa poprzez
wierzchotki hipergrafu, natomiast potaczenia pomigdzy blokami — poprzez
hiperkrawedzie. Przedstawiona metoda umozliwia sekwencyjna redukcje
wierzchotkéw hipergrafu, w ktorych projektant sam moze zadecydowac,
na ktéorym poziomie hierarchii chce zakonczy¢ partycjonowanie. Dzigki
temu dany system moze zosta¢ podzielony na dowolng liczb¢ mniejszych
uktadow.

Stowa Kkluczowe: system dyskretny, dekompozycja, hipergraf.

Usage of hypergraphs in decomposition
of discrete system

Abstract

In the paper a method of discrete-system decomposition is proposed. The
method is based on the hypergraph reduction and partition. A discrete-
system is represented by a hypergraph; where module corresponds to the
vertice and connection (net) corresponds to the hyperedge. The proposed
method allows hierarchical reduction of the hypergraph and finally —
partition of the discrete-system.

Keywords: discrete-system, decomposition, hypergraph.

1. Wstep

Rozmiar oraz stopien skomplikowania projektowanych syste-
méw dyskretnych zwigksza si¢ bardzo szybko [5]. Czgsto wiaze
si¢ to z potrzeba podzialu uktadu na mniejsze jednostki. Istotny
jest sposob partycjonowania, aby dekomponowane byty moduty
najstabiej powigzane [2].

W artykule zaproponowano metode podziatu systemu dyskret-
nego z wykorzystaniem teorii hipergrafow. System dyskretny
reprezentowany jest poprzez hipergraf [1, 5]. Poszczegdlne modu-
ly odzwierciedlane sa poprzez wierzchotki, natomiast potaczenia
pomigdzy modutami — poprzez hiperkrawedzie. Tak okreslony
system dyskretny moze zosta¢ poddany procesowi dekompozycji

z wykorzystaniem teorii hipergrafow. W odréznieniu od klasycz-
nych graféw niekierowanych [3], hipergraf zachowuje informacje
o wszystkich podgrafach petnych (klikach), co jest niezwykle
istotne podczas podziatu, gdyz nie ma potrzeby dodatkowego
okreslania zaleznosci pomigdzy wierzchotkami.

Przedstawiony sposéb dekompozycji hipergrafu jest rozszerzo-
na wersjg metody zaproponowanej przez H. Lee-Kwang oraz C.H.
Cho [4]. Pierwotna metoda zostata zmodyfikowana oraz dopaso-
wana na potrzeby dekompozycji systeméw dyskretnych.

2. Podstawowe definicje

Hipergraf jest rozszerzeniem pojecia grafu. Jego krawedzie,
zwane hiperkrawedziami, mogg by¢ incydentne do dowolne;j licz-
by wierzchotkdéw [1, 2, 5], podczas gdy w klasycznym grafie
krawedzie moga by¢ incydentne maksymalnie do dwoch wierz-
chotkow. Hipergraf H definiuje dwojka H=(V, E), gdzie V jest
dowol-nym, niepustym zbiorem wierzchotkéw, natomiast E jest
zbiorem krawedzi, czyli podzbiorem zbioru wszystkich mozli-
wych zbio-row, ktérych elementy naleza do V [1]:

V="{v1, v eV},
E= {E]= EZ, LX) Em}'

Na rys. 1 przedstawiono przyktadowy hipergraf H;. Dla uprosz-
czenia oraz zwigkszenia czytelnosci poszczegdlne wierzchotki
hipergrafu zostaty oznaczone kolejnymi literami alfabetu.

Rys. 1. Przyktadowy hipergraf H,
Fig. 1. An exemplary hypergraph H;

Hipergraf H,; posiada n=|V|=5 wierzchotkow: V={a,b,c,d,e},
oraz m=|E|=5 krawedzi: E={E.E,E;E.Es}, gdzie E={ab},
E~={b,c.e}, Es={a,c.e}, E/~{de}, Es={b,c}.

Hipergraf moze by¢ reprezentowany przez macierz incydencji,
w ktorej wiersze odpowiadaja wierzchotkom, a kolumny krawe-
dziom hipergrafu [2]. Jesli element macierzy jest rowny 1 to j-ta
krawedz jest incydentna do wierzchotka. W przeciwnym przypad-
ku element ten jest rowny 0. Tabela 1 przedstawia macierz incy-
dencji hipergrafu H;.

Stopien krawedzi D(E;) okreSla liczbe¢ sasiednich krawedzi,
czyli takich, ktore zawieraja wierzchotki nalezace do danej kra-
wedzi, ktore naleza takze do innej krawedzi. W prezentowanym
przyktadzie: D(E;)=3, D(E)=4, D(E;)=4, DE)=2, DJE5)=3.
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Tab. 1. Macierz incydencji hipergrafu H,
Tab. 1. Incidence matrix of hypergraph H;

E; E, E; E, Es
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S o = = o
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Stopien wierzchotka D,(v;) okresla liczbe hiperkrawedzi, do
ktérych dany wierzcholek nalezy. Przyktadowo: D, (a)=2,
Dy(b)=3, D(c)=3, D(d)=1, D,(e)=3.

Powyzsze definicje sg ogdlnie znane i prezentowane w literatu-
rze [1, 2]. Na potrzeby artykutu autorzy proponujg wprowadzenie
trzech dodatkowych pojec, ktore dotychczas nie zostaty zdefinio-
wane w literaturze polskoj¢zycznej:

Sita wierzchotka S,(v;) nalezacego do krawedzi E; okresla liczbe
wszystkich pozostatych hiperkrawedzi, do ktérych dany wierzcho-
lek takze nalezy. W praktyce warto$¢ ta moze zosta¢ zdefiniowana
jako:

Dy, (vi)-1,gdy D, (v;) > 0;

Sv(v»:{Q wdy D, (). (M)

W prezentowanym przyktadzie poszczegdlne sita poszczegodlnych
wierzchotkow wynosi: Sy(a)=1, S,(b)=2, S,(c)=2, S,(d)=0, S,(e)=2.

Catkowita sita krawedzi C.(E;) stanowi sume wartodci sit
wszystkich wierzchotkéw nalezacych do krawedzi E;. W prezen-
towanym przyktadzie:

CAEN=Sa)+S,(b)=3,
CE(EZ):SV(b)+Sv(C)+Sv(e):6a
Ce(ES):Sv(a)+St’(C)+Sv(e):5 s
Ce(E4):Sv(d)+Sv(€):2»
CoEs)=S(b)+S,(c)=4.

Liczba wierzchotkow wspélnych I(E)) okresla sume wszystkich
wierzchotkdéw nalezacych do krawedzi E;, ktére naleza takze do
innych hiperkrawedzi. Dla hipergratu H; wystgpuja nastgpujace
wartosci: I(E;)=2, I(E;)=3, I[(E;)=3, I(E,)=1, I(E5)=2.

3. Dekompozycja hipergrafu

Proces dekompozycji hipergrafu mozna podzieli¢ na dwie czg-
$ci. Pierwsza to hierarchiczna redukcja krawedzi hipergrafu,
w ktorej wierzchotki sg cyklicznie taczone, az do momentu cat-
kowitej redukcji hipergrafu. Drugg cze$¢ stanowi partycjonowa-
nie, czyli wlasciwa dekompozycja hipergrafu.

Proces hierarchicznej redukcji hipergrafu obejmuje nastgpujace
etapy:

1. Wyznaczenie krawedzi wszystkich najmniejszym  stopniu.
W tym kroku nalezy okresli¢ stopnie wszystkich krawedzi hi-
pergrafu, a nastepnie okresli¢ krawedz o najmniejszym stopniu.
W przypadku, gdy istnieje jedna krawedz o najmniejszym stop-
niu, realizowany jest punkt 4, w przeciwnym wypadku, wyko-
nywany jest punkt 2, lecz tylko dla krawedzi, ktére maja naj-
mniejszy stopien. Proces wyznaczania stopnia krawedzi zostat
przedstawiony w [4].

2. Okreslenie krawedzi, ktora posiada najmniejszq liczbe wierz-
chotkow wspolnych. Podobnie jak w poprzednim kroku, w przy-
padku, gdy wigcej niz jedna krawedz posiada najmniejsza liczbe
wierzchotkéw wspdlnych, realizowany jest krok 3. W innym
przypadku nalezy przej$¢ do punktu 4 analizujac tylko krawedzie
o najmniejszej liczbie wierzchotkéw wspdlnych. Sposob wyzna-
czania najmniejszej liczby wierzchotkdw opisano w [4].

3. Okreslenie krawedzi o najmniejszej catkowitej sile. W [4]
autorzy proponujg realizacje tego etapu poprzez wyznaczenie
wartosci sit S;(E;,Ey) pomiedzy poszczegdlnymi hiperkrawe-
dziami. Sita pomiedzy krawedzia Ej, a krawedzia E; oznaczana
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jest jako S;u(E,E;) i oznacza liczbe wierzchotkéw nalezaca do
obu hiperkrawedzi. Nastgpnie nalezy wyznaczy¢ catkowita sity
hiperkrawedzi C.(E;), poprzez zsumowanie wszystkich sil
S (E;,Er), w ktorych krawedz ta wystepuje. Nalezy zwrocié
uwage na stopien skomplikowania powyzszego rozwigzania.
Okreslenie wartosci sil pomigdzy poszczegdlnymi krawedziami
oznacza analiz¢ wszystkich wierzchotkow dla wszystkich par
krawedzi hipergrafu. Ztozonos$¢ obliczeniowa algorytmu mozna
zapisac nastgpujaco:

Jn,m)=0(m!*n) 2

Wynika stad, ze pokazany algorytm dekompozycji hipergrafu
ma ztozono$¢ wyktadnicza. Dlatego tez proponujemy autorskg
metod¢ wyznaczenia catkowitej sity krawedzi hipergrafu.
W tym celu nalezy najpierw wyznaczy¢ sit dla wszystkich
wierzchotkdw, a nastgpnie okresli¢ zostaje sile poszczegdlnych
krawedzi. W praktyce sprowadza si¢ to do jednokrotnej analizy
macierzy incydencji hipergrafu, podczas ktorej wyznaczana jest
sita wierzchotkow. Analizowane sa kolejne wiersze, sita wierz-
chotka jest rowna sumie jedynek w wierszu. Nastepnie wystar-
czy zamieni¢ wszystkie jedynki w danym wierszu na uzyskang
warto$¢ sity wierzchotka. W ten sposdb szukana catkowita sita
krawedzi wyznaczana jest poprzez dodanie wszystkich wartosci
w kolumnie. Proponowany algorytm mozna opisa¢ poprzez:

f(n,m)=0(m*n*2) 3)

Z (2) oraz (3) wynika, ze pierwotna wyktadnicza ztozonosé

obliczeniowa zostala w istotny sposob zredukowana do zlozo-

nosci kwadratowej. Oznacza to znaczne zmniejszenie czasu,

a takze pamigci komputera (przechowanie zalezno$ci pomigdzy

krawedziami) potrzebnych do realizacji algorytmu.

4. Zredukowanie krawedzi wyznaczonej w kroku 1, 2 lub 3.
Wyznaczona krawedzi zostaje zredukowana, a wierzchotki
wchodzace w jej sklad zostaja zastapione jednym makro-
wierzchotkiem. W przypadku, gdy w dalszym ciagu nie mozna
okresli¢ jednoznacznie krawedzi do redukcji, usuwane sa kolej-
no wszystkie krawedzie o najmniejszej catkowitej sile.

Etapy od 1 do 4 powtarzane sg cyklicznie do momentu catkowitej
redukcji hipergrafu. Istotna jest kolejno$¢ wyznaczanych krawedzi
w kazdym cyklu, gdyz okresla sposob dekompozycji hipergrafu,
a co za tym idzie — systemu dyskretnego. Na tej podstawie wyko-
nywane jest partycjonowanie hipergrafu, a sam podzial zostaje
przeprowadzony w odwrotnej kolejnosci do hierarchicznej redukcji.

4. Przyktad dekompozycji systemu
dyskretnego

Zaprezentowana metoda dekompozycji systemu dyskretnego
z wykorzystaniem hipergrafu zostanie zilustrowana przyktadem.
W tym celu wykorzystany zostanie hipotetyczny system dyskretny
S; pokazany na rys. 2.

Rys. 2. System dyskretny S,
Fig.2. Discrete-system S,

W uktadzie S; wyr6zni¢ mozna osiem moduldw oraz czternascie
potaczen pomigdzy poszczegdlnymi blokami. Rysunek 3 przed-
stawia hipergraf H, obrazujacy system dyskretny S;. Hipergrat H,
posiada n=|V|=8 wierzchotkow: V={a,b,c,d.ef ,g,h}, ktére odpo-
wiadaja modutom systemu S;. Polaczenia pomigdzy modutami
okreslone zostaly z wykorzystaniem m=|E|=5 hiperkrawedzi:
E:{EI,EZ,Ej,E4,E5}, gdzie E1={a,b,c}, E2={a,d}, Ejz{d,i},
E~{def}, Es={efgh}.
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Rys. 3. Hipergraf H,
Fig. 3. Hypergraph H,

Zgodnie z algorytmem dekompozycji, pierwszym krokiem, jaki
nalezy wykonac¢ jest wyznaczenie krawedzi o najmniejszym stop-
niu. Dla rozpatrywanego przyktadu poszczegdlne krawedzie maja
nastgpujace stopnie: D E;)=1, D.E,=3, DJE;3=2, DJ(E,=3,
D (E5)=1. Poniewaz istniejg dwie krawedzie (E; oraz Es5) o naj-
mniejszym stopniu, niezbedne jest okreslenie dla tych krawedzi
liczby wierzchotkéw wspdlnych. Wartosci te odpowiednio wyno-
sza: I(E;)=1 oraz I(E5)=2. Wynika stad, ze jako pierwsze reduko-
wane bedg wierzchotki a, b oraz ¢, nalezace do krawedzi E;, ktora
ma mniej wierzchotkéw wspolnych niz krawedz Es.

W wyniku redukcji wierzchotki a, b oraz ¢ utworza makro-
wierzchotek abe. Zredukowany hipergraf H; pokazano na rys. 4.

Rys. 4. Hipergraf H;
Fig. 4. Hypergraph H;

Dla hipergrafu H; wykonywany jest kolejny cykl hierarchicznej
redukcji. Poniewaz poszczegoélne krawedzie majg nastepujace
stopnie: D(E»)=2, DAE;3)=2, DAE,)=3, DJEs5)=1, kolejna krawe-
dzia, ktéra zostanie usunigta jest Es, a wierzchoitki e, f, g, oraz h
zostang potaczone (rys. 5).

Rys. 5. Hipergraf H, po zredukowaniu kolumn E; oraz Es
Fig. 5. Hypergraph H, after the reduction of column E; and Es

Tabela 2 obrazuje macierz incydencji nowopowstalego hiper-
grafu H,. Hipergraf H, posiada trzy krawedzie, ktdre maja naste-
pujace stopnie. D(E,)=2, D(E3)=2, D(E;)=2.

Tab. 2. Macierz incydencji hipergrafu H,
Tab. 2. Incidence matrix of hypergraph H,

E, E; E,
abc 1 0 0
d 1 1 1
efgh 0 0 1
i 0 1 0

Poniewaz wszystkie trzy hiperkrawedzie majg ten sam stopien,
konieczne jest okreslenie liczby wierzchotkow wspolnych. Wartosé
ta jest takze taka sama i wynosi I(E,)=I(E;)=I(E,)=1. Dlatego tez
nalezy okresli¢c krawedz o najmniejszej catkowitej sile. Zgodnie
z algorytmem najpierw nalezy okresli¢ sit¢ wszystkich wierzchotkow.

W prezentowanym przyktadzie poszczegolne wierzchotki maja
site:  Dy(abc)=D (efgh)=D,(i)=0, D,(d)=2. Tabela 3 prezentuje
zmodyfikowang macierz incydencji, w ktorej uwzglednione zosta-
ly stopnie wierzchotkéw. Suma wartosci w poszczegdlnych ko-
lumnach okresla catkowity stopien krawedzi. Z tabeli wynika, Zze
calkowita sita wszystkich kolumn jest taka sama i wynosi
CAE,)=C[E;)=CJE,). Oznacza to, ze z hipergrafu usunigte zosta-
ng wszystkie pozostale hiperkrawedzie (kolejno$¢ nie ma znacze-

nia). W ten sposob poczatkowy hipergraf H, zostal calkowicie
zredukowany.

Tab. 3. Zmodyfikowana macierz incydencji hipergrafu H,
Tab. 3. Modified incidence matrix of hypergraph H,

E, E; E,

abc 0 0 0
d 2 2 2
efgh 0 0 0
i 0 0 0
CAE)) 2 2 2

Dekompozycja systemu dyskretnego przebiega w odwrotnej ko-
lejnosci do hierarchicznej redukcji. Rysunek 6 ilustruje proces
podziatu.

abcdefghi

=] [o] [e]

Rys. 6. Schemat dekompozycji systemu dyskretnego S;
Fig. 6.  Decomposition diagram of the discrete-system S;

Zgodnie ze schematem przedstawionym na rys. 6, po pierwszym
cyklu system dyskretny jest dekomponowany na cztery bloki,
zawierajace odpowiednio moduly: abc, d, efgh oraz i. Wynika to
z faktu, ze wierzchotki odpowiadajace tym modutom byly taczone
podczas ostatniego etapu hierarchicznej redukc;ji.

Jesli ten podziat nie jest jeszcze satysfakcjonujacy, wykonywa-
ny jest kolejny cykl partycjonowania, w ktérym rozdzielone zosta-
ja moduly e, f, g oraz h. Jako ostatnie podzielone zostaja moduly
a, b, oraz c¢. Oznacza to, ze sa one najsilniej zwiazane (kolejne to
e, f, g h,itd.).

5. Podsumowanie

W referacie przedstawiono sposob dekompozycji systemu dys-
kretnego z wykorzystaniem hipergrafow. Proces partycjonowania
bazuje na hierarchicznej redukcji hiperkrawedzi. Informacja ta
wykorzystana jest w pozniejszej dekompozycji systemu dyskret-
nego. W ten sposob partycjonowanie ukladu przebiega sekwen-
cyjnie, a projektant sam moze zadecydowaé, na ktoérym etapie
przerwac proces dekompozycji.

Pracg wykonano w ramach projektu badawczego finansowanego
ze $rodkdéw Zintegrowanego Programu Operacyjnego Rozwoju
Regionalnego (Dziatanie 2.6: Regionalne strategie innowacyjne
i transfer wiedzy) z udziatem Europejskiego Funduszu Spotecznego.
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