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Streszczenie

Przedstawiono wyniki symulacji losowych obliczen kwantowych zreali-
zowanych za pomoca obwodoéw unitarnych klasy CHP dla obwoddéw
quditowych. Potwierdzone teoretyczne oszacowania dotyczace ztozonosci
obliczeniowej symulacji tego typu ukladéow kwantowych. Symulacje
przeprowadzono poprzez implementacje w jezyku C algorytmu Aaronsona-
Gottesmana .

Stowa kluczowe: obwody kwantowe, qudity, algorytm CHP.

Effectively simulable qudit circuits
Abstract

Simulations of random quantum calculations schemes realized within the
class of CHP circuits are being performed and the results of them are being
presented. In particular the theoretical estimations of computational
complexity of the systems analyzed are being confirmed. The C language
version of the Aaronson-Gottesman algorithm has been used for the
analyzed simulation process.

Keywords: quantum circuits, qudits, CHP algorithm.

1. Wstep

Postepujaca miniaturyzacja w technologii uktadéw scalonych
nieuchronnie zbliza nas do bariery, gdzie zjawiska specyficzne dla
mikro$wiata, zjawiska kwantowe zaczna odgrywac¢ dominujaca
role. Zatamie to ostatecznie trend opisywany tzw. prawem
Moore'a. Wyjsciem z tej sytuacji jest mozliwos¢ uzycia praw
fizyki kwantowej do przeprowadzania procesow przetwarzania
informacji, jej przechowywania oraz jej transferu. Ten nowy
obszar badawczy znany pod nazwa Informatyka Kwantowa prze-
zywa w ostatnich latach swoista erupcj¢ w sferze badan teoretycz-
nych. Jednakowoz problem zbudowania wielkoskalowej maszyny
kwantowej ciagle jeszcze wydaje si¢ by¢ poza zasiggiem dzisiej-
szej technologii. Nowe wylaniajace si¢ technologie jak np. inzy-
nieria molekularno-atomowa, czego szczegolnym przypadkami sg
np. inzynieria genetyczna, czy tez nanoinzynieria wymagaja bar-
dzo kosztownych badan laboratoryjnych i dlatego problem symu-
lacji proceséw technologicznych w skalach tu rozwazanych jest
bardzo istotny. Okazuje si¢ jednak, ze zlozono$¢ obliczeniowa
proceséw symulacji uktadéw kwantowych na maszynach klasycz-
nych narasta eksponencjalnie wraz ze stopniem ztozonosci takiego
uktadu [1, 2].

Jednakze istnieja pewne uktady quasikwantowe, ktorych za-
chowania mozna symulowa¢ na maszynach klasycznych w czasie
wielomianowym. Ogolne twierdzenia wigzace efektywna symu-
lowalno$¢ ze stopniem splatania stanu uktadu podaje [3, 4, 8].
W zakresie obwodow kwantowych wyselekcjonowano pewne klasy
takich uktadow, ktorych zachowanie (czyli proces obliczeniowy)
mozna efektywnie symulowaé na maszynach klasycznych. Najbar-
dziej znana klasa uktadéw kwantowych tego typu to ukltady CHP
[5, 6, 7, 8]. Sa to obwody kwantowe, w ktorych dopuszczalne

bramki kwantowe to: C-Not, bramka Hadamarda oraz specjalna
bramka zmiany bramka fazy P. Dodatkowo dopuszczamy bramki
nieunitarne implementujace proces pomiaru stanow jednoqubito-
wych w bazach kanonicznych. W niniejszej pracy podjg¢to probe
opisania obwodoéw kwantowych opierajacych si¢ na wyzszych
jednostkach kwantowych tzw. quditach bedacych odpowiednikami
qubitowych obwodéw klasy CHP i ktorych jak udowadniamy
ponizej symulacja na maszynach klasycznych jest mozliwa
w czasie wielomianowym, przy czym o ile nie pojawiaja si¢
bramki pomiaru to zlozonos¢ obliczeniowa tych symulacji jest
liniowa, a przy obecnosci bramek pomiaru stanu zlozono$é
w uzywanej obecnie wersji algorytmu do symulacji jest ograni-
czone z gory potega 3. W przypadku uktadéw qubitowych pojawity
si¢ ostatnio wersje algorytmow symulacji obliczen realizowanych
na tego typu obwodach z wyktadnikami znacznie mniejszymi [11].

Inna klasa efektywnie symulowalnych obwodéow kwantowych
implementujacych tryb obliczen kwantowych znany pod nazwa
,One way quantum computing” zostalta opisana w pracach
[12, 13, 14, 15].

2. Uklady klasy CHP zbudowane na quditach
i ich symulowalnos¢

Niech d >= 2 bedzie liczba naturalng. Dowolny uktad kwanto-
wy dla ktorego odpowiednia przestrzen stanow jest izomorficzna
z d-wymiarowa, przestrzenia zespolona Euklidesa C* bedzie nazy-
wany quditem. Dla d=2 mamy do czynienia z dobrze znanymi
qubitami. Kanoniczna baza ortonormalna przestrzeni C* bedzie
oznaczona jako system ketow ( [j>, j=0,..., d-1). Dla rejestru zto-
zonego z n quditow odpowiednia przestrzef stanow to d" wymia-
rowa przestrzen Hilberta C ¢" , baza kanoniczna ktérej jest ozna-
czona jako system ketow ( [jijz---jn>, j =0,..., d-1).

Podstawowe jednoquditowe operatory unitarne generujace gru-
pe¢ Pauliego P(d) to naturalne uogdlnienia odpowiednich macierzy
X i Z dobrze znanych dla d=2 i zdefiniowanych poprzez swoje
dziatania na wektorach bazy:

X[j)=li+1y 2]j)=e’])) @D
gdzie o to prymitywny pierwiastek z 1 stopnia d, tzn. o® = 1.
Woprost z (2.1) wynika, ze X® = Z = 1 oraz, ze nastepujace relacje
komutacji sg spelione:
X*Z ="' *Z*X 2.2)
Multiplikatywna grupa operatoréw generowana przez operacje
X i Z jest zwana jednoquditowa grupa Pauliego P(d). Wprost
z definicji i relacji (2.1) 1 (2.2) wynika, ze:
Pd)={0'* X' *Z", i, j,k=0,.,d—1 23)

a zatem grupa ta zawiera doktadnie d* elementow.
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Iloczyn tensorowy grupy Pauliego P(d) dziatajacy w produkcie
tensorowym, produktowa grupa Pauliego P(d, n) jest nazywana
n—quditowa grupa Pauliego. Latwo sprawdzi¢, iz ta grupa
zawiera dokladnie d*d®™ elementow. Korzystajac ze znanych
twierdzen o grupach dyskretnych wnosimy, ze istniejg uktady
G(d, n) generujace grupy P(d, n) i sktadajace si¢ z nie wigcej niz
z logy(d*d™) = logy(d)*(1 + 2n ) elementéw.

Z idempotentnosci macierzy X i Z wynika, ze ich wartosci
spektralne to zbidr wszystkich pierwiastkow stopnia d z jednosci.
Biorac dowolny element W grupy P(d, n) tatwo udowodnié, iz
jego spektrum jest podzbiorem zbioru pierwiastkéw stopnia d
z jedynki. Jezeli d jest liczbe pierwsza to wtedy krotnos$¢ degene-
racji kazdej z wartosci whasnej operatora W wynosi (1/d)*n? i jest
taka sama dla kazdej wartosci spektralne;.

Typowy element grupy Pauliego P(d, n) ma nastgpujaca postac:

X=w'X'Z° (2.4)

gdzie  ae{0,..d—1}, y€{0ud—1}"", S {0d-1}"" to

odpowiednie multindeksy, oraz gdzie jest zastosowana notacja:
X' =X"®.QX", 2°=7)®..QZ" i gdzie X,, Z; oznaczaja

X, =10..0X®...01, X na i-tej pozycji i podobnie dla Z;.

W przypadku n=1 operacie X"Z" i X“Z" sa przemienne wtedy
1 tylko wtedy, gdy Po’ = of'mod(d), a w przypadku n>1
odpowiedni warunek komutacji to: dla ¥ = X2Z%, ¥'= X2 7? zachodzi

Y*Y'=7"7 wtedy i tylko wtedy, gdy > 7,*3,'=Y_ 7,5, mod(d).
i=1 i=1

Dla zadanego wektora |[¥> € C okreslamy jego stabilizator
Stab(|¥))={AdeU(d): A|¥)=|¥)} (2.5)

gdzie U(d) oznacza grupe unitarnych transformacji przestrzeni CY.
Latwo udowodnié, ze dla kazdego wektora |¥> zbior Stab(|¥>)
stanowi podgrupe grupy U(d) oraz dla dowolnej pary wektorow
P> 1 |¥’> odpowiednie grupy Stab(|'¥>) i Stab(|¥’>) sa sprzezone,
a wiec w szczeg6lnosci zawieraja ta sama liczbe elementow oraz dla
Y # ¥ grupy stabilizatoréw sg roézne. Dla zadanego wektora
[P> przecigcie grupy Stab(|¥>) z grupg P(d, n) jest podgrupa grupy
P(d, n) i wlasnie o tej podgrupie bedziemy mowic jako wiasciwej
grupie stabilizacyjnej i oznaczac ja jako STAB(|¥>).

Normalizator grupy P(d, n) w grupie unitarnej U(d") nosi nazwe
grupy Clifforda rejestru n-quditowego i odgrywa fundamentalna
rol¢ w konstrukcji kodow korekcji btedow kwantowych [17]. Nas
beda natomiast interesowaé stany rejestru, ktore cechuja si¢ tym, ze
ich stabilizatory sa podgrupami grupy Pauligo. Stany takie sa intere-
sujace z tego powodu, iz mozna je opisaé za pomocg znacznie
mniejszej ilosci wspohrzednych niz standardowy opis wektorowy,
ktéry wymaga n® wspolrzednych oraz fakt, iz takie stany mozna
opisaé za pomoca generatoréw grupy Clifforda, ktére opisujemy
ponizej. Kluczem do tego jest uwaga ze stan taki jest opisany jedno-
znacznie za pomocg swojego stabilizatora STAB, a z kolei grupa
STAB jest generowana przez O(n) elementéw dla dowolnej warto-
$ci d. Przypadek d=2 jest dobrze rozpoznany, a cata klasa tego
rodzaju wektorow zwanych wektorami stabilizatorowymi zostata
doktadnie opisana wraz z odpowiednimi algorytmami do ich kon-
strukeji. Jest to tre$¢ twierdzenia Knilla-Gottesmana [5, 6, 7].

Zdefiniujemy teraz pewne bramki kwantowe bedace natural-
nymi uogolnieniami odpowiednio bramek C-NOT, bramki
Hadamarda i bramki fazowej P - dobrze znanych w przypadku
qubitow. I tak, d-wymiarowe uogolnienie bramki Hadamarda jest
zdefiniowane poprzez :

d-1
|y > S o k) 2.6)
=0
bramka zmiany fazy :
P:j) =’ ) (2.7)
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i wreszcie dwuquditowa bramka C-NOT ;

C:

i, j) = |i,i+ jmod(d)) (2.3)
Zanotujmy nastgpujace zwiazki, ktore tatwo udowodni¢ wprost

z definicji:
HXH'=Z, HZH "' = X" 2.9

PXP"'=XZ, PZP"'=Z (2.10)
(C-NOTYXQ®Z)C-NOT)' =xz"'®@xz (2.11)

ipodobniedla X®X, Z®Z, Z&X .

Potrzebujemy tez operacji unitarnych S, ;, takich, ze:
Sa,b)(S’1 =X°, Su,hZS;,; =7 (2.12)

dla kazdej pary (a,b) spetniajacej warunek ab=1 mod(d).

Jezeli a jest takie, ze generuje grupe multiplikatywna Z"4 to wy-
starczy wybraé jedng par¢ (a,b) taka, ze ab=1 mod(d) i wtedy
omina¢ dolne indeksy dla S okreslonego poprzez

S|/)=|af) - (2.13)

Dla zupetosci naszego opisu musimy zdefiniowac tez operacje
pomiaru stanu wyrdznionego quditu w  hipotetycznym
n-quditowym rejestrze. Niech E(i) to projektor ortogonalny w C?
na podprzestrzen generowana przez wektor bazowy [i>. Wtedy

d-1
operator M :ZE(i) jest i mplementacja operatorowa pomiaru
i=0
stanu quditu w bazie kanonicznej. W przypadku rejestru
n-quditowego, operator M, =1®..QM®..®1, gdzie M zajmuje
pozycj¢ k-ta, jest operacja pomiaru stanu quditu o numerze k.
Przypomnijmy, ze jezeli rejestr n-quditowy znajduje si¢ w stanie
|y> ktorego rozklad w bazie kanonicznej przestrzeni C jest dany

poprzez formute:
d-1

W)= Sc, i) .14
T =0
Po wykonaniu pomiaru rejestr znajdzie si¢ w jednym ze stanow

)= 2

JedkTks - Jn

Jroedirk eaedy)  (215)

reeeiark s edn
d-1 )
dlak"=0,..., d-1 z prawdopodobienstwem réwnym Z‘C i /.n‘
Jieedn=0
Podobnie jak w przypadku d=2 wszystkie stany, ktére mozna
otrzymaé poprzez zastosowanie dowolnej skoniczonej kombinacji
operatoréw H, P i C-NOT oraz operatoréw My do stanu préznio-
wego |0,...0>, a zwane uogdlnionymi stanami stabilizatorowymi,
cechuja si¢ tym, ze ich grupy Stab pokrywaja si¢ z grupami
STAB. Ponizej formulujemy jedno z podstawowych twierdzen
uzyskanych przez nas, a ktorego kompletny dowod zostanie
przedstawiony w innej publikacji [16].

Twierdzenie 2.1.

Niech n i d beda ustalone. Wtedy nastgpujace warunki sg row-
nowazne:

(1) stan |[¥> mozna otrzymac poprzez zastosowanie skonczonej
ilosci operacji H, P, S i C-Not zastosowanych do stanu proz-
niowego rejestru |0,...0>.

(2) stan |[¥> mozna otrzymaé poprzez zastosowanie skonczonej
ilosci operacji H, P, S i C-Not oraz dodatkowo operacji po-
miardw My zastosowanych do stanu prozniowego rejestru
|0,...0> jako stanu poczatkowego rejestru.
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(3) stan |¥> jest jednoznacznie okre$lony poprzez roéwno$é
Stab(|¥>) = STAB(|¥>).
(4) Grupa STAB(|¥>) skfada si¢ doktadnie z d" elementow.
Zatem dziatanie wyrdznionych bramek z algebry Clifforda na
stanach rejestru mozemy opisywac za pomoca zmian stabilizatora
odpowiedniego stanu. Biorac bramke U stabilizator wektora U|¥>
jest rowny U*STAB(]¥>) * U i ta rownos¢ stanowi klucz do
napisania odpowiedniego algorytmu za pomoca ktérego mozna
opisywac ewolucje stanu rejestru i to w czasie liniowym.

3. Symulacje komputerowe

W symulacjach zastosowano implementacj¢ wzorowang na im-
plementacji Aaronsona [7]. Ponadto zastosowano maszyng
o nastgpujacych parametrach: procesor AMD Athlon 2500+,
512MB RAM, system operacyjny Windows XP. Wykorzystany
kompilator kodu zrédtowego to gcc.

Dla d=2 symulacje podzielono na dwa etapy. Majac na uwadze,
iz czas przetwarzania dla pojedynczej bramki rézni si¢ w zalezno-
$ci od tego czy mamy do czynienia z bramkg pomiaru dajaca
wynik deterministyczny, czy tez dowolna inng bramka. Dlatego w
pierwszym eksperymencie rozpatrujemy czasy przetwarzania
uktadow losowo wygenerowanych, zawierajacych bramki CNOT,
Hadamarda i fazy w rownych proporcjach. Dla uktadu 1000 qubi-
tow zastosowaliSmy rosnaca liczbg unitarnych bramek w zakresie
od 1000 do 20000 ze wzrostem co 500. Wynik pomiaru czas6w
prezentuje rys. 1. Wida¢ tu wyrazna liniowa zaleznos¢ czasu
wykonania od liczby bramek.

3600

3000

2500

2000

1500

Czas wykonania [ms]

1000

0 s . L . . . .
10 15 20 25 30 35 40 45 50
llosc unitarmych bramek *10%

Rys. 1. Zaleznos¢ czasu przetwarzania obwodu od liczby bramek unitarnych
Fig. 1. CPU occupation time necessary to simulate random CHP class circuit
composed of n unitary gates

W drugim przypadku rozpatrywany byl czas pomiaréw. Prze-
prowadzane one byty po wykonaniu na ukladzie n*log(n) unitar-
nych operacji, ktorych celem byto przeprowadzenie mierzonego
rejestru w stan, ktérego wynik pomiaru jest deterministyczny.
Liczba rozpatrywanych qubitéw znajdowata si¢ w zakresie od 100
do 4000 z krokiem 100. Rysunek 2 przedstawia zaleznos$¢ $red-
niego czas wykonania pojedynczej operacji pomiaru w zaleznosci
od ilosci qubitow w rejestrze. Wida¢ wielomianowy wzrost po-
trzebnego czasu zblizajacy sie do krzywej n’.

Sredni czas pomiaru [ms]
o
3

] 5 0 15 20 25 30 35 40
llosc qubitow w obwodzie *1 ot

Rys. 2. Zalezno$¢ $redniego czasu pojedynczego pomiaru od wielkosci uktadu
kwantowego

Fig.2.  Average time necessary to simulate measurement of a single qubit as
function of the the number n of qubits forming the circuit

Gléwnym powodem stosowania uktadéow CHP opartych o zapis
oparty o grupg stabilizatorow w przeciwienstwie do symulatoréw
stosujacych peten opis stanu uktadu jest mozliwo$¢ wielokrotnego
zwickszenia ilo$ci przetwarzanych qubitéw. Jednak wydajnosé
zalezy od rodzaju symulowanych uktadéw, stad czas dla poje-
dynczego pomiaru miesci si¢ pomiedzy warto$ciami liniowo,
a kwadratowo zaleznymi od n.

4. Podsumowanie

W przedstawionej pracy przedstawiono probe uogélnienia zna-
nego dla przypadku qubitowego twierdzenia oraz algorytmu
Aaronsona-Knilla-Gottesmana o wielomianowej symulowalnosci
kwantowych obwoddw klasy CHP na przypadek wyzszych jedno-
stek kwantowych. W szczegdlnosci podano opis odpowiednich
grup Pauliego i grup Clifforda dla uktadéw quditow, a takze sfor-
mutowano podstawowe twierdzenie opisujace stany stabilizatoro-
we w terminach generator6w grupy Clifforda, co umozliwia
sformutowanie odpowiednich algorytméw do symulacji analizo-
wanych obwodow kwantowych o wielomianowych ztozonosciach
obliczeniowych.

Poniewaz jednak znany w przypadku uktadow qubitowych for-
malizm oparty na stanach gronowych i macierzowych stanach
produktowych [11, 14, 15] umozliwia daleko idacg optymalizacje
procedur symulacyjnych, dlatego podjeta tez zostata préba prze-
niesienia wymienionych technik na przypadek uktadow qudito-
wych, a odpowiednie wyniki zostana sformulowane w innej pu-
blikacji [16].
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