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Streszczenie

Arytmetyka zredukowanego systemu binarnego umozliwia wykonywanie
operacji modulo 2" +1 w binarnych uktadach logicznych liczacych modu-
lo 2". Z tego powodu jest ona chgtnie stosowana w algorytmach cyfrowe-
g0 przetwarzania sygnatow, na przyktad do obliczen transformaty Fouriera
modulo liczby Fermata. W literaturze polskiej system ten nie byt dotych-
czas omawiany. Artykul przedstawia szczegdtowa definicj¢ zredukowane-
go systemu binarnego oraz przedstawia zasady wykonywania elementar-
nych operacji arytmetycznych w uktadach cyfrowych.

Stowa kluczowe: system liczbowy, arytmetyka binarna, liczby Fermata,
arytmetyka modulo.

Diminished-1 arithmetic
Abstract

Diminished-1 arithmetic makes possible performing modulo-2"+1
operations in binary arithmetic hardware which computes modulo-2".
For this reason it is willingly used in various digital signal processing
applications, for instance in computing modulo-Fermat-number Fourier
transforms. In this article the definition of the diminished-1 system is
discussed in detail in comparison to the natural binary system. Basic
arithmetic diminished-1 operations in binary circuits are also considered.

Keywords: number system, binary arithmetic, Fermat numbers, modulo
arithmetic.

1. Wstep

W cyfrowym przetwarzaniu sygnatéw czgsto jest wykorzysty-
wany resztowy system liczbowy (Residue Number System, RNS).
Jego szczegblng zaleta jest mozliwos¢ dekompozycji liczby na
niezalezne czgSci, na ktérych mozna wykonywaé arytmetyczne
dodawanie, odejmowanie i mnozenie, bez koniecznosci uwzgled-
niania przeniesien. Prowadzi to do bardzo szybkiej realizacji tych
operacji w dzialajacych jednoczes$nie, réwnolegtych uktadach
arytmetycznych. Chgtnie stosowang baza RNS jest zbior modutow
{2” —-12"2" + 1}, gdyz wowczas operacje arytmetyczne na licz-
bach wzigtych modulo wybrany modul, mozna wykonywaé
w istniejacych binarnych ukladach arytmetycznych, za§ wyniki
zapisywaé w typowych rejestrach 8, 16, 32, 64-bitowych.

Jednak dla modutu 2" +1 n-bitowy rejestr jest za krotki. Iden-
tyczny problem pojawia si¢ podczas obliczania dyskretnej trans-

formaty Fouriera
N-1

X(n)= Z)c(lc)l)c’<’”‘> mod F, , 1)

k=0

gdzie: F, jest liczba Fermata w formie 2% +1. Do jednoznacznego
przedstawienia wyniku nalezy tutaj uzy¢ 2' +1bitow.

Koniecznos¢ uzycia dodatkowego bitu komplikuje dzialania
arytmetyczne (dodatkowy bit wymusza kolejne dodawania i prze-
sunigcia podczas mnozenia itp.). W celu ominigcia powyzszych
trudno$ci L.M. Leibowitz w [2] zaproponowal pewna odmiang
arytmetyki binarnej (Diminished-1 System) dla transformat modu-
lo F,. System ten do podobnych celéw byt wykorzystywany przez
kilku innych autoréw [1, 3].

W literaturze polskiej system ten przepuszczalnie nie byt do-
tychczas prezentowany i jego nazwa nie ma dotychczas polskiego
odpowiednika. Ponizej zostal on przedstawiony jako zredukowany
system binarny (ZB) w odrdznieniu od naturalnego systemu bi-
narnego (NB). Zostala réwniez przedstawiona arytmetyka ZB.
Potozono nacisk na wyrazne rozréznienie migdzy wartoscia liczby
a jej reprezentacja w obu omawianych systemach.

Oznaczenia:
A — n-bitowa reprezentacja liczby, wektor cyfr,
A — liczba odpowiadajaca reprezentacji 4 w NB,
A — liczba odpowiadajaca reprezentacji 4 w ZB,
-4 — liczba przeciwna do A,
A — liczba odpowiadajaca reprezentacji binarnej
powstatej przez zanegowanie wszystkich
bitow 4,
MSB — najbardziej znaczacy bit,
LSB — najmniej znaczacy bit,
F:{4} > {4} — odwzorowanie zbioru reprezentacji w zbior
liczb,

F™':{A} - {4} — odwzorowanie zbioru liczb w zbior reprezen-

tacji, funkcja odwrotna do F,
— znak kongruencji.

Zalezno$¢ migdzy A i A w ZB okre$la wzor
A = Fpy(A) = Fy(A)+1=A+1, @

gdzie:
n-1
Fg(4) = inzl > 3)

i=0

gdzie 4 oznacza t¢ sama reprezentacje w kodzie NB i ZB.

Wynika stad, ze o ile zbidr n-bitowych wektoréw cyfr odpo-
wiada w systemie NB zbiorowi liczb od 0 do 2" — 1 to w systemie
7B reprezentuje on zbior liczb od 1 do 2". Oznacza to, ze do re-
prezentacji zera potrzebny jest dodatkowy » + 1 bit. Przyjmuje sig,
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ze jest on bitem najbardziej znaczacym. Zgodnie z (2) liczba 0
w kodzie ZB powinna odpowiada¢ -1 w n-bitowym systemie
uzupehien (U2), 0 =-1+ 1. W U2 mamy

-1<0001+1=1110+0001=1111,
wobec tego
A1 =0=-1+1<1111+0001=10000,

a zatem MSB = 1 oznacza, ze A4, = 0. Jesli dodatkowy bit x,, = 0,
pozostale bity okreslaja warto$¢ rozwazanej liczby zgodnie

Z wyrazeniem
n—1
A _(1—xn)(2x,2f+1) 4)
=0

Podejscie takie pozwala na pominigcie dodatkowego bitu x,
podczas wykonywania operacji arytmetycznych, co prowadzi do
skrocenia czasu ich wykonywania. Relacje pomigdzy wektorami
cyfr a liczbami w NB 1 ZB przedstawiono w tabeli 1.

Tab. 1. Reprezentacje binarne oraz warto$ci liczb w kodach NB i ZB
(na podstawie [2])

Tab. 1. Binary representations and their values in the natural (NB)
and diminished-1 (ZB) codes (based on [2])

A A A

0 00000 1

1 00001 2

2 00010 3

3 00011 4

4 00100 5

5 00101 6

6 00110 7

7 00111 8

8 01000 9(-8)
9(-8) 01001 10(-7)
10 (-7) 01010 11(-6)
11(-6) 01011 12(-5)
12 (-5) 01100 13 (-4)
13 (-4) 01101 14(3)
14 (-3) 01110 15(2)
15(-2) 01111 16 (-1)
16 (-1) 10000 0

Przyktad 1: Wektorowi cyfr 00110 odpowiada wartos¢ liczbo-
wa 6 w kodzie NB oraz 7 w kodzie ZB

625001102 7.

2. Operacja modulo 2" +1

Kazda operacja modulo okresla jednoznacznie zakres reprezen-
towanych liczb. W przypadku liczb wyrazonych wzorem

m+n-1

S

i=0

X = , 5

2"+1

zakres jest okreS§lony przez przedziat [0, 2" +1). Symbol f ozna-
cza podstawg wagowego systemu liczbowego. Operacj¢ modulo
2" +1 liczby (m + n)-bitowej wykonuje si¢ poprzez odjecie liczby
reprezentowanej przez m najstarszych bitow od liczby reprezen-
towanej przez n miodszych bitow. Mozna to wyjasni¢ wychodzac
z zaleznosci

-1=|p* ©)

pS+1”

Otrzymujemy z (5) i (6)

m+n—1 n-l1 m—1
_ i _ i n i
X = 208 =[x+ B Y B
i=0 B+ i=0 i=0 41
n-l1 . m-1
_ i n i
=X xplp, Xx b
i=0 i=0 B+l

m—1

= ixiﬂi 7lzxi+nﬂi @)

P+l

Odejmowanie w (7) mozna zamieni¢ na dodawanie w U2. Liczbg
przeciwna do A4 okresla si¢ jako odpowiadajaca reprezentacji
powstalej przez zanegowanie wszystkich bitow i dodanie do wy-
niku jednosci. Wobec tego (7) mozna przedstawi¢ w postaci:

n—1 m—1
[X| oy =[ 258"+ B 2 %isn ®)
i=0 i=0

B+

Przyktad 2:
81, =13=2"- 5+ 1

MSBs  LSBs

81, =13, =4, =3, =13
Lub wedhug wzoru (8)
( Zmiana  znaku )
‘81‘17 :‘1_5‘17 = ‘1+12‘17 =13

Operacje mod (2" +1) wykonuje si¢ wyjatkowo latwo, co jest
jeszcze jedna zaleta ZB.

3. Operacje arytmetyczne w ZB

Arytmetyka ZB wymaga przeksztalcenia liczb zapisanych jako
wektory cyfr w systemie naturalnym do systemu zredukowanego
i po wykonaniu obliczen powrdcenia do systemu naturalnego,
ktory jest tatwiejszy do implementacji oraz bardziej popularny.
Wigkszo$¢ algorytméw 1 rozwiazan sprz¢towych wykorzystuje
system naturalny. Przed omowieniem arytmetyki ZB zauwazmy,
ze w systemach wagowych operacje wykonuje si¢ nie na samych
liczbach w sensie wielkosci abstrakcyjnych, lecz na reprezentuja-
cych je wektorach cyfr. Standardowe uklady arytmetyczne sa
przeznaczone do wykonywania operacji na wektorach cyfr repre-
zentujacych liczby w binarnym systemie naturalnym NB. Aby
wykorzysta¢ te uktady w arytmetyce ZB nalezy przedstawi¢ liczby
z ZB jako wektory cyfr NB. Prowadzi do tego nastgpujace rozu-
mowanie. Jesli danej reprezentacji 4 odpowiada w systemie NB
liczba A4, to zgodnie z (2), w systemie ZB odpowiada jej liczba
A=A+ 1, co mozna zapisac:

]es'hA =A_1, to A,=4+ 1.

Np.:
5% 5001012 —>6=5+1

Odwracajac zagadnienie mozna stwierdzi¢, ze danej liczbie 4
odpowiada w systemie NB reprezentacja 4, za§ w systemie ZB
odpowiada jej reprezentacja liczby 4 + 1. Poniewaz 4 ma by¢
przedstawiona w NB mozemy zapisa¢, ze

jeslia=A4,, to A4,=F-1).
Roéwnowaznie mozna zapisaé
A=A -0...001,
czyli wektor cyfr odpowiadajacy w ZB liczbie 4 = A4, otrzymuje

si¢ przez odjecie arytmetyczne wektora cyfr odpowiadajacego
w kodzie NB liczbie 1 od wektora cyfr odpowiadajacego w NB
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liczbie A. Prosciej, ale formalnie mniej poprawnie mozna to samo
zapisa¢ jako
A;=4-1.

Taki zapis prawej strony w powyzszej rOwnosci jest powszechnie
stosowany przy wykonywaniu dzialan arytmetycznych.

Np.:
0011122 57«2 500110=00111-00001

4, Dodawanie

Jest to najprostsza operacja w systemie ZB. Dodawanie wekto-
row cyfr A, = A — 1 oraz B,; = B — 1 nalezy wykona¢ wedlug
reguly

A1+ B> A+ Bi=(A-1)+(B-1)=(4+B-1)-1. (9

Z powyzszej rownosci wynika, ze dla uzyskania poprawnego
rezultatu dodawania,

S1¢ S, =5-1=(4+B)-1,
do prawej strony (9) nalezy doda¢ +1, zgodnie ze wzorem
(4+B-1)=[(4-1)+(B-1)]+1.

Jesli wynik operacji przekracza zakres systemu, co sygnalizuje

przeniesienie z bitu MSB, nalezy na wyniku wykonaé operacj¢

modulo najwigksza liczba z zakresu liczbowego powigkszona

o jeden.

Przy dodawaniu dwoch liczb ZB:

e Jesli bity MSB obu operandow maja warto$¢ 0, zostaja one
zignorowane i dodawanie odbywa si¢ na pozostatych n bitach.
Bit przeniesienia nalezy zanegowac i doda¢ do powstalej sumy.

o Jedli bit MSB ktoregokolwiek sktadnika jest rowny 1, operacja
dodawania nie jest wykonywana i jako wynik wpisuje si¢ war-
tos¢ drugiego sktadnika.

Przyktad 3: Dodawanie dwoch liczb ZB.

a) b)

1 [oeiee] | o o SR | ¢
Ml

o Bl ; - Lo [olele] : o

a5 | korekta

1 [Slelael | o o [ |

+ "'T.korekta + "'T.korekta

5. Wyznaczanie liczby przeciwnej

Dla dowolnej, réznej od zera, n-bitowej liczby A, reprezento-
wanej przez n bitow, element przeciwny jest rowny

A A, =2"—1—(4-1)=

2" +1-A-1|, =]-a-1, . (10)

Element przeciwny w ZB otrzymuje si¢ przez negacje n bitow
jego reprezentacji. Dodatkowy bit (MSB) nie jest negowany.
Jezeli jest on réwny 1 liczba zostaje zinterpretowana jako O
1 operacja wyznaczania elementu przeciwnego nie jest wykony-
wana.
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Przyklad 4: Znalez¢ liczbg przeciwna do 4, =-5dlan=4

=[16-1-5+1

2‘:‘11

24

—5=2*-1-(5-1)

4

Dla F,= 17 mamy natomiast —5=12(mod17)

6. Odejmowanie

Odejmowanie jakiejkolwiek liczby w systemie ZB jest rowne
dodaniu liczby przeciwnej (regula odejmowania jest identyczna
jak w przypadku kodu z uzupelieniem do dwoch). Algorytm
polega na dodaniu do odjemnej zanegowanego odjemnika.

Przyktad 5:
(o NN | °
+ (o I | -

loJo[a1];
1.0011|D

+ - ﬂ : korekta

o [olal | «

7. Konwersja liczb
Operacje konwersji opisuja ponizsze algorytmy.

Konwersja NB — ZB

Aby przeksztalci¢ liczbg zapisana w kodzie NB do systemu ZB,
nalezy do liczby (zapisanej binarnie w NB) doda¢ binarng repre-
zentacje 2"-1 w NB.

Po dodaniu liczb wykonywana jest korekcyjna operacja negacji
bitu n+1 (dodatkowy bit), ktdry nastgpnie zostaje dodany do wy-
niku dodawania. Wynik tej operacji jest reprezentacja liczby
w systemie ZB.

Przykiad 6: Konwersja NB — ZB.

o [ERENSI | ~

+ [0 [ |
 [lEes] |

+ ":0|:knrskha

o el i A

Konwersja ZB — NB

Aby liczbg zapisang w systemie ZB przedstawi¢ w NB, nalezy
zanegowac¢ dodatkowy MSB bit tej liczby i doda¢ go do jej
n bitdéw. Ponizszy przyktad ilustruje opisany tu mechanizm.

Przyktad 7: Konwersja ZB — NB

o o
+ ‘Il::kcrckta

0|1[1|0[1::A

Tym razem wykonano konwersj¢ otrzymanej w poprzednim
przyktadzie liczby 13 z systemu ZB do systemu NB. Dodatkowy
bit ma warto$¢ 0; po dodaniu jego zanegowanej wartosci do liczby
ZB otrzymuje si¢ wartos¢ 01101, czyli reprezentacj¢ liczby 13
w kodzie NB.

8. Mnozenie liczb przez 2"

Przed wykonaniem operacji mnozenia dwoch liczb zapisanych
w systemie zredukowanym nalezy sprawdzi¢ dodatkowe bity
operandow. Jezeli jeden z tych bitow ma warto$¢ 1, to wynik
operacji zawsze jest rowny 0, niezaleznie od wartosci pozostatych
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bitow. W takim przypadku operacja mnozenia nie jest
wykonywana. Jezeli wartos¢ dodatkowych bitow w obu
argumentach jest rowna 0, to reprezentowane wartosci sa réozne od
zera 1 operacja mnozenia moze zosta¢ przeprowadzona.

Operacje przeprowadza si¢ za pomoca przesunigcia bitow
w kierunku MSB. Nalezy jednak pamigtaé, ze liczba zapisana jest
w kodzie ZB (czyli pomniejszona o jeden wzgledem reprezentacji
pierwotnej) i kazde przesunigcie bitdow powoduje kolejne po-
mniejszenie warto$ci (jedno przesunigcie zmniejsza liczbg o jeden
wzgledem reprezentacji pierwotnej). Nalezy zatem po kazdej
operacji przesunigcia przeprowadzi¢ korekt¢ wyniku przez doda-
nie 1.

24,62 4,=2-(4-1)=(24-2)=(24-1)-1,
wiec:
(24-1)=2-(4-1)+1.

W przypadku gdy wynik miesci si¢ w zakresie [0,2"+1), korekta
polega na dodaniu wartosci 1. Jezeli wynik wychodzi poza ten
zakres, bit dodatkowy (n+1) jest rowny 1 i nalezy go wyzerowac.
Przyktad 8 ilustruje przebieg wykonywania mnozenia przez liczbg 2°.

Przyktad 8:

8x5=2"x5=2x2x2x5=40=6(mod17)

A, Aa

5 00100 5

2 X 5 01001 10
4 X 5 00010 3
8 5 00101 6

Wynik przeprowadzonej symulacji jest zapisany w systemie ZB.
9. lloczyn dwéch liczb

Operacja mnozenia dwoch liczb A i B,; wykonywana jest we-
dlug wzoru
A B1= <> P,

‘Pfl :‘P_l‘zul :‘A'B_lz”n =
=[(4, +1)- (B, +1)-1],,, =

2"+1
=|4,-B,+4,+B,

‘2”+1

(11)

2"+1

Na rysunku 1 przedstawiony jest algorytm mnozenia w ZB.
W pierwszej kolejnosci nalezy sprawdzi¢ dodatkowy bit na pozy-
cji n+l. Jezeli jest on rowny 1 to wynik mnozenia wynosi 0.
W przypadku, gdy jeden z argumentdéw jest rowny jednosci, wy-
nikiem operacji bedzie drugi z argumentow.

(o[t TeT0] o[t1]t]o]e]
x [o[1]o]a]e «+[o Ao e e
ofofofo [ [oT T eTo] ::
[o]ofo]o] g [o] <*
[o]ofofe] (oo o o]
[ [1]e]e
[o[1]1]o[efo]o]0]
* [o]1Te]0]
|o|1|1|o|o|1|o|o|z§_.
(o [Tol -,
+ II:
CIENENENEY

Rys. 1. Algorytm mnozenia w ZB (Dane: 4,=13, ,=9;
Operacja: 4.,xB.,= 13 x 9=117 = 15(mod 17))

Fig. 1.  Multiplication algorithm in ZB (Data: 4,=13, 8,=09;
Operation: 4.,xB,=13 x9 =117 = 15(mod 17))

Po dokonaniu analizy danych, algorytm wykonuje obliczenia
zgodnie z podanym wzorem (11). Nalezy zauwazy¢, iz korekta
wykonywana jest tylko dwa razy, przy dodawaniu mnoznej do
mnoznika, w celu uzyskania reprezentacji w ZB, i po wykonaniu
operacji modulo.

Mozliwy jest rowniez inny sposéb mnozenia. Metoda ta wyma-
ga, zeby mnozna i mnoznik byly rézne od zera i byto mozliwe
przejscie na reprezentacj¢ NB.

W pierwszej kolejnosci reprezentacje argumentéow konwerto-
wane sa z ZB do NB. Nastgpnie wykonywanie jest mnozenie
binarne, operacja modulo 2"+1 i korekta wyniku. Wynik operacji
przestawiony jest w ZR.

10. Poréwnanie ZB z NB

Reprezentacja liczb w NB i ZB niewiele sig¢ rozni. Podstawowa
réznica wystgpuje w zapisie liczby 0 i jest ona kluczowa w repre-
zentacji ZB. Operacje matematyczne w obu systemach przebiegaja
identycznie.

Gdzie zatem powinno si¢ zastosowaé reprezentacje ZB? Za-
16zmy, ze wykonujemy obliczenia w systemie RNS ze standardo-
wa baza B= {24 —1,242* +1}. Skfadniki bazy wyznaczaja zakres
liczbowy RNS. Dla dwoch pierwszych moduldéw, reszty mozna
zapisa¢ na 4 bitach, natomiast dla trzeciego modutu 4 bity nie
umozliwiaja zapisania jednoznacznie wszystkich liczb z danego
zakresu, gdyz maksymalng liczba jest 16. Tak wigc operacje ma-
tematyczne dla dwoch pierwszych modutéw wykonywane sa na
4 bitach a dla trzeciego na 5 bitach. To powoduje zwigkszenie
ztozono$ci uktadow liczacych, gdyz obliczenia dla trzeciego
modutu wymagaja wigkszej ilosci bitow. Jednak mozna zauwazyc¢,
ze 5 bitdow wykorzystanych jest tylko do przedstawienia wartosci
16 (czyli 0 w ZB).

W reprezentacji ZB piaty bit wykorzystany jest tylko do zapisu
liczby 0, ktora ma szczegodlng reprezentacje w tym systemie. Przy
takim zapisie, ilo$¢ bitow bioracych udzial w obliczeniach dla
kazdego z modutdéw jest taka sama, co w konsekwencji zmniejszy
ztozonos¢ catego uktadu. Ceng za postugiwanie si¢ systemem ZB
jest koniecznos¢ konwersji liczb z NB do ZB i odwrotnie oraz
sprawdzanie dodatkowego bitu przed rozpoczgciem wykonywania
operacji matematycznych. Gdy jedna z liczb podczas dodawania
jest rowna 0, to operacja ta nie jest wykonywana, a wynikiem jest
druga z liczb. Natomiast przy mnozeniu wynik bgdzie rowny 0. Ze
wzgledu na fakt, Ze bit ten bgdzie odczytany wyltacznie na poczat-
ku algorytmu nie jest wymagane pamigtanie go w dalszych kro-
kach obliczen. W efekcie mozliwe jest uproszczenie catosci ukta-
du i tym samym zwigkszenie wydajnosci obliczeniowej. Zastoso-
wanie systemu ZB pozwala wykorzysta¢ w pelni potencjat syste-
mu o bazie B= {24 -1,2%2* +1} bez zbytniego komplikowania
uktadu.

Konwersja liczb z NB, i po wykonaniu obliczen, do NB jest
wykonywana tylko raz i jest bardzo prosta. W Kkonfrontacji
z wielokrotnymi operacjami podczas mnozenia, konwersje nie
stanowia argumentu przeciwko uzyciu ZB w cyfrowym przetwa-
rzaniu sygnatow.
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