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Streszczenie 
 

Komutator silnika prądu stałego jest aproksymowany obwodami rezystan-
cyjnymi. Parametry obwodów przyjmują skrajnie różne wartości w zależ-
ności od położenia kątowego wirnika. Utworzony dla celów diagnostyki 
model matematyczny silnika komutatorowego jest zbiorem sztywnych 
nieliniowych równań różniczkowych. Badania eksperymentalne zostały 
wykonane dla specjalnie zaprojektowanego silnika prądu stałego z uzwo-
jeniem pętlicowym w wirniku. Konstrukcja silnika pozwala zrealizować 
przerwę jednego zezwoju wirnika i zwarcie dwóch grup zezwojów wirni-
ka. W badaniach uszkodzenia realizowano oddzielnie i jednocześnie przy 
zasilaniu twornika z generatora napięcia stałego i z przekształtnika tyrysto-
rowego. Z obliczeń i pomiarów wynika, że prądy wzbudzenia i twornika, 
jak również napięcia wzbudzenia i twornika zawierają informację o stanie 
silnika i mogą być zastosowane jako sygnały diagnostyczne. 
 
Słowa kluczowe: silnik komutatorowy prądu stałego, stany awaryjne, 
diagnostyka. 
 
Mathematical Modelling of Commutator DC 
Motor and Supply System for Diagnostics 

 
Abstract 

 
The commutator of dc motor is approximated by equivalent resistance 
circuit. Extremely different values are assigned to circuit parameters 
depending on the angular position of the rotor. Created for diagnostics 
purposes mathematical model of commutator motor is a set of stiff  
nonlinear differential equations. Experimental investigations were carried 
out for specially designed dc motor with loop winding in rotor.  
Construction of this motor enables to realize the breaking of one rotor coil 
and shorting of two groups of rotor coils. In investigations the defects have 
been realized separately and simultaneously for armature powered from 
constant voltage generator and thyristor converter. From calculations and 
measurements implies that field and armature currents, as well as field and 
armature voltages contain information about the motor state and can be 
applied as diagnostic signals. 
 
Keywords: commutator dc motor, failure states, diagnostics. 
 
1. Wstęp 
 

Silniki komutatorowe prądu stałego zapewniają dużą dokład-
ność i szybkość działania, jak również wysoką sprawność energe-
tyczną, ale wymagają precyzyjnego zaprojektowania, wykonania  
i testowania [3, 5]. Analiza silników komutatorowych z uwzględ-
nieniem wszystkich istotnych elementów jest ważnym problemem 
technicznym ponieważ koszt uruchomienia silnika zależy od 
stosunku nakładów na teoretyczne i eksperymentalne badania [1], 
[4, 6]. W literaturze [2] maszyna komutatorowa  była rozważana 
jako generator, w tym referacie jako silnik. 
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2. Matematyczny model silnika  

komutatorowego prądu stałego 
 

Matematyczny model silnika prądu stałego utworzono przy na-
stępujących założeniach: 
- obwód magnetyczny jest liniowy, 
- szczelina powietrzna jest równomierna, 
- strumień osiowy jest pominięty, 
- prądy wirowe nie są uwzględniane, 
- komutator silnika jest aproksymowany obwodami o zmiennych 

parametrach. 
Silnik prądu stałego jest opisany równaniami: 
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Indukcyjności zależą od położenia wirnika i mogą być wyznaczo-
ne metodą elementów skończonych i później rozwinięte w szeregi 
Fouriera. Mniejszą dokładność uzyskuje się, gdy indukcyjności są 
obliczone przy zastosowaniu funkcji przewodności szczeliny 
powietrznej: 
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Rezystancje komutatora Ram, Rbm, m = 1,.., K  zależą od położenia 
wirnika. Rezystancje te dla silnika z pętlicowym uzwojeniem  
w wirniku są określone następującymi formułami: 
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Funkcja  f(ϕ‘)  jest określona następującą zależnością:   
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gdzie: |ϕ‘| - bezwzględna wartość funkcji, ϕ1 = η1 ϕ3 ,  ϕ2 = η2 ϕ3 ,   
η1 , η2  - współczynniki. 
Zwarcie (częściowe i pełne) zezwojów wirnika jest realizowane  
w modelu poprzez modyfikowanie parametrów obwodu komutato-
ra: 
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Uwikłana metoda całkowania była zastosowana do rozwiązania 

równań różniczkowych modelu. Parametry symulacji określono  
w zależności od czasu trwania zaburzenia i wymaganej dokładno-
ści obliczeń. Spośród zmiennych modelu matematycznego jako 
najbardziej charakterystyczne wielkości wybrano: prąd i napięcie 
wzbudzenia, prąd i napięcie twornika oraz prędkość wirnika. 
Zbiór awarii zawierał: zwarte i przerwane zezwoje (częściowo  
i całkowicie). Badania eksperymentalne zostały przeprowadzone 
dla specjalnie zaprojektowanego silnika prądu stałego z pętlico-
wym uzwojeniem w wirniku. Konstrukcja tego silnika pozwalała 
zrealizować przerwanie jednego zezwoju wirnika oraz zwarcie 
dwóch grup zezwojów. Każda grupa zawierała trzy zezwoje wir-
nika. W badaniach te uszkodzenia były realizowane pojedynczo  
i jednocześnie. Uzwojenie twornika silnika prądu stałego było 
zasilane z generatora napięcia stałego, jak i z przekształtnika 
tyrystorowego. W obu powyższych przypadkach uzwojenie 
wzbudzenia zasilano z generatora napięcia stałego. Założono,  
że każda grupa zezwojów była zwarta przez rezystancję   
Rbz =0.044 Ω  wewnątrz przedziału [0,0.1] s. Dane znamionowe  
i projektowe badanego silnika były następujące: PN =13 kW,  
UN =75 V, IN =200 A, UfN =220 V, nN  =700 rpm, J = 0.9 kgm2,  
D = 0 Nms/rad, K = 126, Rc =0.0064 Ω, Rf  = 50 Ω, Rr1 = Rr2 = ... 
RrK  = 0.00093 Ω. Pomiary zostały wykonane przy użyciu  
16-bitowego przetwornika  A/C. 

W równaniach modelu i na rysunkach przyjęto następujące 
oznaczenia: 
t,  to - czas i chwila wystąpienia awarii, 
ω  - kątowa prędkość wirnika, 
ϕ   -  kątowe położenie wirnika, 
p   -  liczba par biegunów, 
K   -  liczba wycinków komutatora, 
C   -  macierz więzów, 
Lb  - macierz indukcyjności gałęziowych, 
Rb  -  macierz rezystancji gałęziowych, 
ub  -  wektor napięć źródłowych gałęziowych, 
ib  -  wektor prądów gałęziowych, 
L  - macierz indukcyjności oczkowych, 
u  -  wektor napięć źródłowych oczkowych, 

i  -  wektor prądów oczkowych, 
Te  -  moment elektromagnetyczny, 
Tl  -  moment obciążenia, 
Lo -  indukcyjność własna sieci zasilającej,  
Lr1 ,..., LrK  - indukcyjności własne zezwojów wirnika, 
Lc  - indukcyjność własna uzwojenia komutacyjnego, 
Lf  - indukcyjność własna uzwojenia  uzwojenia wzbudzenia, 
Mij, i =1,…, K+2,  j =1,…, K+2, i ≠ j - indukcyjności wzajemne, 
Ro -  rezystancja sieci zasilającej, 
Rr1 ,..., RrK  -  rezystancje zezwojów wirnika,  
Rc   -  rezystancja uzwojenia komutacyjnego, 
Rf  -   rezystancja uzwojenia wzbudzenia, 
Ra1 ,..., RaK, Rb1 ,..., RbK  -  rezystancje komutatora, 
Rbz  -  rezystancja zwierająca wycinki komutatora, 
Rp  -  minimalna wartość rezystancji: Ra1,…, RaK, Rb1,…, RbK, 
Rz - maksymalna wartość rezystancji: Ra1,…, RaK, Rb1,…, RbK  

oraz  Rbz , 
b  -  szerokość szczotki, 
rc  - promień komutatora, 
r   -  średni promień szczeliny powietrznej, 
γ   - kąt skosu żłobków wirnika, 
μo  - przenikalność magnetyczna, 
y, z  - współrzędne silnika, 
N   - liczba składników szeregu Fouriera,  
kC   -  współczynnik Cartera, 
kFe   - współczynnik wypełnienia żelazem,  
J   -  moment bezwładności wirnika, 
D  -  współczynnik tłumienia. 

 
3. Silnik zasilany z generatora napięcia  

stałego 
 

Silnik prądu stałego zasilany z generatora napięcia stałego jest 
przedstawiony na rys. 1. 

 
 

 
 
Rys. 1.  Równoważne obwody silnika prądu stałego ze zwartymi trzema zezwojami 

wirnika zasilanego z generatora napięcia stałego  
Fig. 1.  Equivalent circuits of commutator dc motor with shorted three rotor coils 

powered from constant voltage generator  
 
Macierze La , Rb , C  i wektory  i , u  dla silnika prądu stałego 

zasilanego z generatora napięcia stałego mają  postać: 
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Rb = diag (Rr1, Rr2, ..., RrK, Rc, Rf,, Ra1, ..., RaK, Rb1, ..., RbK, Rbz) 
 (16) 
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Rezultaty obliczeń i pomiarów prądu wzbudzenia w warunkach 
awaryjnych  (zwarcia trzech pętlicowych zezwojów wirnika) są 
przedstawione na rys. 2 i 3. 
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Rys. 2.  Prąd wzbudzenia w warunkach zwarcia trzech zezwojów wirnika  

(wynik obliczeń) 
Fig. 2.  Field current  in conditions of shorting of three rotor coils  

(calculation result) 
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Rys. 3.  Prąd wzbudzenia w warunkach zwarcia trzech zezwojów wirnika  

(wynik pomiarów) 
Fig. 3.  Field current in conditions of  shorting of three rotor coils  

(measurement result) 
 

 
4. Silnik zasilany z przekształtnika  

tyrystorowego 
 

Silnik prądu stałego zasilany z przekształtnika tyrystorowego 
jest przedstawiony na rys. 4. 

 
 

 
 
Rys. 4.  Równoważne obwody silnika prądu stałego z trzema  

zwartymi zezwojami wirnika zasilanego z  przekształtnika  
tyrystorowego  

Fig. 4.  Equivalent circuits of commutator dc motor with  
shorted three rotor coils powered from  thyristor  
converter 

 
Macierze La , Rb , C  i wektory i , u  dla silnika prądu stałego 

zasilanego z przekształtnika tyrystorowego mają postać: 
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(19) 

 
Rb=diag (Ro, Ro, Ro, Rr1, Rr2, ..., RrK, Rc, Rf, RT1, RT2,  

 ..., RT6, Ra1, ..., RaK, Rb1, ..., RbK, Rbz)              (20) 
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Przekształtnik tyrystorowy był zasilany z sieci 380/220 V. Kąt 
opóźnienia zapłonu tyrystorów wynosił  1.44 rad. 

Tyrystory są opisane równaniami: 
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gdzie:  - prąd, prąd podtrzymania, 
napięcie, sygnał sterujący, stan i rezystancja ν-tego tyrystora, 

 - rezystancje  ν-tego tyrystora w stanach przewodzenia 

i nieprzewodzenia. 
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Rezultaty obliczeń i pomiarów prądu wzbudzenia w warunkach 
awaryjnych  (zwarcia trzech pętlicowych zezwojów wirnika) są 
przedstawione na rys. 5 i 6. 
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Rys. 5.  Prąd wzbudzenia w warunkach zwarcia trzech zezwojów wirnika  

(wynik obliczeń) 
Fig. 5.  Field current  in conditions of shorting of three rotor coils  

(calculation result) 
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Rys. 6.  Prąd wzbudzenia w warunkach zwarcia trzech zezwojów wirnika  
(wynik pomiarów) 

Fig. 6.  Field current in conditions of  shorting of three rotor coils  
(measurement result)  
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5. Wnioski 
 

Utworzony model matematyczny silnika prądu stałego jest uży-
teczny w diagnostyce. Różnice pomiędzy wynikami pomiarów  
i obliczeń są spowodowane niedokładnym opisem zjawisk  
w komutatorowym silniku prądu stałego. Obliczenia wykonane  
w oparciu o ten model matematyczny wykazują, że zwarte i prze-
rwane zezwoje wirnika wpływają na sygnały silnika. W przypad-
ku zwarcia zezwojów wirnika pojawiają się znaczne odkształcenia 
prądu i napięcia wzbudzenia, prądu i napięcia twornika oraz pręd-
kości wirnika. Efekty procesów komutacyjnych są widoczne  
w przebiegach czasowych rozważanych sygnałów. Spektra prą-
dów wzbudzenia i twornika, jak również napięć wzbudzenia  
i twornika, wyznaczone na podstawie obliczonych przebiegów 
czasowych zawierają harmoniczne związane ze zwartymi i prze-
rwanymi zezwojami. Podstawowa harmoniczna zależy od prędko-
ści wirnika. Ponadto w tych spektrach pojawiają się harmoniczne, 
których częstotliwość i amplituda są zależne od układu zasilania. 
Analiza spektralna wykonana na podstawie zmierzonych pomia-
rowo dostępnych sygnałów potwierdza, że prąd wzbudzenia jest 
najlepszym sygnałem diagnostycznym dla oceny stanu silnika 
prądu stałego. 
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