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Streszczenie

Oceny odpornoéci uktadéw liniowych rozumianej jako dopuszczalny
obszar zmian parametréw gwarantujacych stabilno$¢ (ewentualnie
z okreslonym zapasem) dokonuje si¢ wykorzystujac badz tzw. wielomiany
Charitonowa [1], badZ kryterium stabilnosci Neumarka, nazywane tez
metoda D-powierzchni [2]. Precyzyjna ocena odpornosci uktadow nieli-
niowych jest problemem otwartym. Zaproponowano przyblizona metodg
takiej oceny dla pewnej klasy uktadow nieliniowych z wykorzystaniem
kryterium Neumarka.

Stowa kluczowe: uktady nieliniowe, odpornos¢, funkcja opisujaca, kryte-
rium Neumarka.

The approximate method of estimation
of robustness for cerain class
of non-linear systems

Abstract

The so-called Kharitonov's polynomials [1] and Neumark's criterion
(known as D - decomposition method) [2] can be treated as classic tools
for estimation of linear system robustness, if estimation procedures are
aimed at determination of allowed areas of changes of system parameters
without losing of system stability or violating of requirements for assumed
system stability margin. The problem of precise estimation of robustness
for non-linear systems is still open one. The approximate method of
estimation of robustness for certain class of non-linear systems is proposed
in the paper. The presented method uses Neumark's criterion.

Keywords: non-linear systems, robustness, Neumark’s criterion,
describing function.

1. Wstep

Rozpatrzymy uktad regulacji automatycznej pokazany na rys. 1
ztozony z gatgzi liniowej o transmitancji K (s) rzgdu n, oraz gatezi
nieliniowej o nieliniowosci statycznej x = f(e) i odpowiadajacej
jej funkcji opisujacej J(E), gdzie E jest amplituda sygnatu
e(t)= E ~sin(a)-t). Przy wykorzystaniu linearyzacji harmonicznej
uktadu [4] rownanie charakterystyczne mozna przedstawié
W znanej postaci:

1+J(E)-K(jw)=0 ()]

skad oczywiscie:

Ks) |—&———

fie)

Rys. 1. Schemat rozpatrywanej klasy uktadow regulacji automatycznej
Fig. 1.  The structure of class of considered control systems

Ustalajac warto$ci parametrow transmitancji gatezi liniowej moz-
na na plaszczyznie zmiennej zespolonej odwzorowaé granicg
obszaru pierwiastkow stabilnych i niestabilnych zmieniajac

w zalezno§ci ——— pulsacjg w granicach (— 0, 00) i kreskujac
K(jo)

odpowiednio ,Jlewa” strong linii kreslonej przy rosnacej warto$ci
pulsacji tak, jak to pokazano na rys. 2. Mozna w ten sposob wy-
znaczy¢ obszar o najwigkszej liczbie stabilnych pierwiastkow
liniowego rownania (1), tj. rtOwnania w sytuacji gdy J (E ) = const.
i w oparciu o np. kryterium Hurwitza sprawdzié, czy jest to obszar
stabilny D(n,O) lokujac warto$¢ J (E ) =const. w dowolnym
punkcie tego obszaru. Warto zaznaczy¢, ze obszar ten obejmuje
pewna cz¢$¢ plaszczyzny zmiennej zespolonej, a wigc parametr
J (E ) moze przyjmowaé zespolone wartosci.
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Rys. 2. Wzajemne usytuowanie stabilnego obszaru D(n,0) i wykresow funkcji
opisujacej J(E)
Fig.2. The stability area D(n,0) in relation to describing functions J(E)

W zlinearyzowanym réwnaniu (1) funkcja zmiennej zespolonej
J (E ) przyjmuje na ogoét wartosci zespolone zalezne od amplitudy

E sygnatu sinusoidalnego e(t) i przy zmianach warto$ci £ punkt
J (E ) ,.wedruje” po plaszczyznie. Jesli zakres tej wedrowki przy
zmianach £ w przedziale (O,oo) ogranicza si¢ do obszaru stabil-

m granicy pierwiastkow stabilnych -
przypadek 1, to w przyblizeniu odpowiada to stabilno$ci uktadu
nieliniowego tzw. totalnej, a wigc niezaleznej od wielkosci odchy-
lenia uktadu od stanu réwnowagi. Jezeli natomiast wykres J (E )

nego odwzorowania

przecina ten obszar — przypadek 2 zachodzi w przyblizeniu stan
stabilnosci globalnej, w pewnym obszarze dopuszczalnych odchy-
len od réwnowagi. Posta¢ funkcji opisujacej J (E ) jest zalezna od
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typu nieliniowosci statycznej [ (e) i tym samym mozna okresli¢ —
w przyblizeniu — obszar dopuszczalnych zmian parametrow czto-
nu nieliniowego f (e) jesli uda sig¢ powigza¢ funkcje f (e) Z po-
stacig funkcji J (E ), tj. rozwiaza¢ odpowiednie zadanie odwrotne,
gdyz funkcj¢ opisujaca wyznacza si¢ w stosunkowo prosty sposob
przy znanej funkeji f (e).

Jesli zmieni¢ warto$¢ ktdrego$ z parametréw transmitancji ga-
Iezi liniowej — zmienia si¢ obszar stabilny D(n,O) i analiz¢ mozna
wykona¢ takze i pod tym katem.

2. Rozwigzanie zagadnienia odwrotnego:
wyznaczenie f(e) przy zadanym J(E)

Dla nieliniowosci statycznej f° (e) funkcjg¢ opisujaca okreslaja
znane zaleznosci:
C,(E}jC,(E)

J(E)= =t @
gdzie:
127r
ci(E)== J.f(E-sint)-sint-dt
T
]27r
Cy(E)=— If(E-sin t)-cos t-dt
70

Rozwiazanie ogdlne zagadnienia odwrotnego podane np. w [3]
wydaje si¢ zbyt skomplikowane, by moglo mie¢ tu praktyczne
znaczenie, wiele podrecznikow, w tym rowniez [3], [4] podaje
natomiast bogate zestawienia funkcji opisujacych dla rozmaitych
nieliniowo$ci, a nawet ogolniejsze zaleznosci przy aproksymacji
nieliniowosci linia tamana, co jednak nie rozwiazuje sprawy.
Przypu$¢my, ze nieliniowo$¢ f° (e) jest okreslona w postaci

sumy sktadnikéw | e|¢ dla réznych wartosci dodatnich g>0 ze

wspolczynnikami proporcjonalnosci ¢, ; réznymi dla réznych

q.i
¢wiartek i = 1,2,3,4 wykresu f (e) (rys. 3) zgodnie z zaleznoscia:

Zan ‘e‘q 1+Sgn e) (I—Sgn é Zaq 2 ‘e‘q 1 sgn e) (1 —sgn é)+
+Z“q3 M —sgn f) (1+ sgn €)+zaq4 ‘e‘ 1+ sgn e) (1+sgn é)
(€)
HO!
\ = £ //

_—— e(ty=E-sin(t)

Rys. 3. Wykres funkcji f(e) z rozbiciem na poszczeg6lne ¢wiartkii= 1,2, 3,4
plaszczyzny e, f(e)
Fig.3.  Function f(e) for four (i = 1,2,3,4) quadrants of plane e, F(e)
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Poniewaz dla e(t) = E - sint obowiazuja wzory [5]:

2
/2 I [1+ j
EN J.Eq‘smt‘q sint-dt=E9.-~— 27 72:Eq~R(q)
T

0 V4 F(2+q)
/2 4
£ j Eq~‘Sin‘q‘costxdt=Eq~¥:Eq-](q) @
0 7r~(q+1)

] /2
—- | E9-|sind? - dt=E9-R(g-1)
0

zatem uwzgledniajac odpowiednie znaki zaleznosci (4) dla kolej-
nych ¢wiartek okresu czasu o..27 otrzyma sig:

(q4+“q1* Ag2—0q3 )*J 1(g)- (q,4*dq,1*aq,2 +aq,3)}

&)

£)= £ {Rlg)-
q

Ostatni z wzoréw (4) pozwala obliczy¢ sktadows stata w przebie-
gu sygnatu x(t):

x=YE?. “R(g— 1)( g4 taq1+ag2+ag 3) (6)
q

Poniewaz jej istnienie komplikuje postugiwanie si¢ metoda
funkcji opisujacej wygdnie jest przyja¢ x =0, co prowadzi do
warunku

aq,4 +aq’1+aq,2 +aq’3 =0 (7)

ktory upraszcza nieco wzor (5).
Rezygnujac z ulamkowych wartosci poteg q i przyjmujac dla
kolejnych ¢wiartek ptaszczyzny e, f (e) zalezno$¢:

r=n
fle)= a.;-¢"» i=1234 ®)
r=0

otrzyma si¢ warunki braku sktadowe;j statej x =0 :

apk 4 +azk)+azgo+azsz=>0

®
A2k+14 *A2k+11 ~A2%k+12 ~42k+13 =0

oraz po ich uwzglednieniu funkcj¢ opisujaca:

J(E):%{é'(ao,zt +a0,1)+§'5 (a4 +azs)+ é?Ej'(aM +ay)

5.

+§~ -E a64+a61 }
-E*

[SAEN

(o

34+a31)

+{é (a14 +011)

e
4

A\w
O\\kn

(05’4 +a5’1)+m}+

N\N
m\

2
2{()()3(>4()

3 4
E? : (04,4 + 04,3)‘r E? : (05,4 - a5,3)+ }

(10)

Podane zaleznosci (3), (5) oraz (8), (10) pozwalaja na proste
powiazanie postaci f (e) z postacia funkcji opisujacej. I tak — jesli
dla przyktadu

3 .4
J(E)=a1—;'a3'52—1-;-%0
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to
f(e):al~e—a3~e3—a0~sgn(é) (11)

W obu rozpatrywanych zalezno$ciach zarowno czgsci rzeczywiste
jak i urojone funkcji opisujacej zmieniaja si¢ w granicach (O,ioo)
mozna jednak wprowadzi¢ funkcje f(e) powiazane w prosty
sposOb z funkcjami opisujacymi zmiennymi w wezszych grani-
cach.

Dla fle)= 2, B-arctg(k-e)-B;-a-e- exp(— a ~|e|)~ sgn(e)
7

otrzymuje si¢ przyblizona (z duza dokladnoscia) postaé funkcji
opisujace;j:

062-B-a

J(E)=0.811-B-arctg(0.72 -k -e)— j - >
14046 -(a-E)+0.36-(a-E)

a mozna operowac takze np. sumami odpowiednich sktadnikow.

3. Przyktady przyblizonej oceny odpornosci

Zalozymy, ze liniowa gataz uktadu posiada transmitancjg o po-
staci:
1

K(S): e (1 +s)2

i tym samym odwzorowanie granicy pierwiastkow stabilnych
i niestabilnych s = jw, dla @ = —...c0 posiada posta¢:

a obszar D(3,0) [6] pokazano na rys. 4.
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Rys. 4. Obszar D(3,0) i wykresy funkcji opisujacej J(E) dla przyktadu 1
Fig.4. The area D(3,0) and describing functions J(E) referring to example 1

W pierwszym przyktadzie przyjmiemy posta¢ funkcji opisujacej
(12). Jej wykresy na tle obszaru D(3,0) dla
k=2777, Bj=0.1,a=4, oraz B=0.1,0.5 i
wnioskowaé, ze uklad z transmitancja galgzi liniowej K (s)

0.85 pozwalaja

i odpowiednia nieliniowoscia f (e) przy zmianach parametru B
w granicach 0.1 ... 0.85 okaze sig¢ stabilny totalnie. Odpowiednie
wykresy charakterystyk f (e) pokazano na rys. 5, a przebiegi e(t)
na rys. 6 potwierdzaja ten wniosek.

W drugim przykladzie przy identycznej transmitancji galezi li-
niowej przyjmiemy dla funkcji opisujacej J (E ) i charakterystyki

statycznej  f (e) galezi nieliniowej zaleznosci (11) przy

a;=15 ap=0.1, oraz a3 zmiennym w granicach od —0.01 do
0.02.
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Rys. 5. Wykresy charakterystyk f(e) galgzi nieliniowej uktadu dla przyktadu 1
Fig. 5. The nonlinear loop characteristics f(e) considered in example 1
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Rys. 6. Przebiegi e(t) przy warunkach poczatkowych e(0)=10, ¢(0)=0, &0)=0
dla B=0.1, 0.5, 0.85 w przyktadzie 1

Fig. 6.  Errors e(t) obtained in example 1 for initial conditions e(0) = 10, ¢(0)=0,
€(0)=0 and B =0.1, 0.5, 0.85 respectively

Odpowiednie wykresy f' (e) pokazano na rys. 7, a wzajemne usytu-
owanie wykresow funkcji opisujacej i obszaru D(3,0) narys. 8.
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Rys. 7. Wykresy charakterystyk f(e) galgzi nieliniowej uktadu dla przyktadu 2
Fig. 7. Characteristics f(e) of nonlinear loop referring to example 2
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Rys. 8. Obszar D(3,0) i wykresy funkcji opisujacej J(E) dla przyktadu 2
Fig. 8.  The area D(3,0) and describing functions J(E) referring to example 2
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Rys. 9. Przebiegi e(t) w przyktadzie 2 dla a;=-0.01, 0.015, 0.02 przy warunkach
poczatkowych bliskich granicy stabilno$ci

Fig. 9. Signals e(t) obtained in example 2 for a;=-0.01, 0.015, 0.02 and initial
conditions located in neighborhood of stability boundary
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W tym przypadku zardwno przy bardzo matych, jak i odpowied-
nio duzych wartoéciach amplitudy E wykres funkcji opisujacej
wykracza poza granice obszaru D(3,0), wigc uklad wykazuje
jedynie stabilno$¢ globalna, a jego zachowanie ilustruja wykresy
przebiegow e(z) pokazane na rys. 9 w przyblizeniu odpowiadaja-

ce przewidywaniom.

4. Podsumowanie

Metoda — cho¢ przyblizona — wydaje si¢ przydatna w praktyce.
W gruncie rzeczy jest ona odpowiednikiem klasycznej metody
funkcji opisujacej w badaniu stabilnoéci uktadow nieliniowych,
ale ,manipulowanie” wykresem funkcji opisujacej wzglgdem
obszaru D(n,()) i wnioskowanie o dopuszczalnych obszarach
zmian parametrow czlonu nieliniowego f(e) wydaje si¢ korzyst-
niejsze, jesli znane jest powiazanie funkcji opisujacej z postacia
f (e), a wigc rozwiazanie zadania odwrotnego, zwlaszcza — ze
wykres D(n,o) mozna utworzy¢ takze dla zadanego zapasu sta-

bilnosci s = jo—p.
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