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NIELINIOWY MODEL LINII
NOŒNEJ DLA WIRNIKA
W PRZEP£YWIE OSIOWYM

dr in¿. Piotr STRZELCZYK
Politechnika Rzeszowska

W artykule przedstawiono pewn¹ modyfikacjê modelu
linii noœnej w zastosowaniu do œmigie³ i wirników noœnych
pracuj¹cych przep³ywie osiowym. W odró¿nieniu od trady-
cyjnej teorii linii noœnej model ten nie zawiera ograniczeñ ze
wzglêdu na k¹ty natarcia i wartoœci prêdkoœci indukowa-
nych. Jest to mo¿liwe dziêki przedstawieniu charakterystyki
noœnoœci w formie iloczynu dwóch funkcji:

Cz = a0 f (Ma, α) sin (α –  α0)
Opis ten pozwala na linearyzacjê ca³kowego równania

linii noœnej, o ile znany jest kszta³t œladu wirowego w przy-
padku nieznanej formy œladu wirowego jego kszta³t wyzna-
cza siê iteracjnie korzystaj¹c z prawa Biota-Savarta, nato-
miast w przypadku wirników s³abo obci¹¿onych prêdkoœci
indukowane mog¹ byæ wyznaczone za pomoc¹ tzw. asympto-
tycznych wspó³czynników Lerbsa. W prezentowanej pracy
przedstawiono porównanie wyników obliczeñ z dostêpnymi
danymi doœwiadczalnymi.

SPIS WA¯NIEJSZYCH OZNACZEÑ

pochylenie charakterystyki noœnoœci
profilu dla k¹ta zerowej si³y noœnej
[1/rad]

B iloœæ ³opat
c ciêciwa [m]
Cx wspó³czynnik oporu profilowego 
Cz wspó³czynnik si³y noœnej

wspó³czynnik ci¹gu

wspó³czynnik mocy

D œrednica œmig³a [m]
i, j indeksy

osiowy wspó³czynnik indukcji Lerbsa

obwodowy wspó³czynnik indukcji
Lerbsa

posuw œmig³a

ns obroty na sekundê [1/s]
r promieñ bie¿¹cy [m]
R promieñ wierzcho³ka ³opaty [m]

parametr kszta³tu ³opaty

νx osiowa prêdkoœæ indukowana [m/s]
νθ obwodowa prêdkoœæ indukowana [m/s]
V∞ prêdkoœæ przep³ywu niezaburzonego

[m/s]

prêdkoœæ wzglêdna [m/s]

α(0) k¹t natarcia, mierzony od linii zerowej
si³y noœnej [°]

β(0) lokalny k¹t nastawienia ³opaty mierzo-
ny od linii zerowej si³y noœnej [°]

Γ cyrkulacja [m2/s]

sprawnoœæ profilu

δn azymut ³opaty o numerze n [°]
φ lokalny k¹t nap³ywu lub k¹t pochyle-

nia linii wirowej [°]
η = x/R bezwymiarowa wspó³rzêdna w kierun-

ku osiowym
ϑ azymut elementu wirowego odniesio-

ny do ³opaty nr 1 [°]
ρ gêstoœæ oœrodka [kg/m3]
ξ = r/R promieñ bezwymiarowy
ψ k¹t pochylenia elementu wirowego [°]
Ω prêdkoœæ k¹towa œmig³a [rad/s]

UWAGA
wielkoœci liniowe ubezwymiarowiono, dziel¹c je przez
R, prêdkoœci przez ΩR, cyrkulacjê przez ΩR2.
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1. WSTÊP

Model linii noœnej w swych ró¿nych postaciach [1], [2],
[3], [4], [7], [10] nadal znajduje.zastosowanie do analizy
osi¹gów jak równie¿ projektowania œmigie³. Wi¹¿e siê to
g³ównie.z jego wzgledn¹ prostot¹, jak równie¿ z mo¿li-
woœci¹ wykorzystania profilowych charakterystyk do wyz-
naczania si³y noœnej i oporu profilowego elementu ³opaty.
U podstaw wiêkszoœci z tych modeli le¿y za³o¿enie o linio-
woœci charakterystyki noœnoœci profilu, oraz za³o¿enie o ma-
³oœci prêdkoœci indukowanych w porównaniu z osiow¹ prêd-
koœci¹ nap³ywu i prêdkoœci¹ obwodow¹ elementu ³opaty.
Niektóre z modeli teoretycznych [1], [6] nie zawieraj¹ tego
za³o¿enia, lecz wykorzystuj¹ schemat analogiczny do „1/4-
-3/4” Weissingera-Pistolessiego [8]. Z takiej postaci modelu
wynika liniowa charakterystyka elementu ³opaty. Inne mo-
dele, w tym oryginalna teoria Lerbsa [7]. które dopuszczaj¹
dowolne wartoœci prêdkoœci indukowanych przy równo-
czesnym za³o¿eniu liniowoœci charakterystyki noœnoœci
profilu CZ = f(α) prowadz¹ do skomplikowanych postaci
równania ca³kowego linii noœnej. Prezentowany ni¿ej model
linii noœnej dla œmig³a nie zawiera ograniczeñ formalnych ze
wzglêdu na wartoœci prêdkoœci indukowanych. Uzyskane
równanie linii noœnej jest równaniem liniowym.

2. MODEL TEORETYCZNY WIRNIKA

Podany ni¿ej model teoretyczny wykorzystuje pewn¹,
nieliniow¹ postaæ charakterystyki noœnoœci profilu. Przyjêto,
¿e krzywa CZ= f(α) opisana jest przez iloczyn dwóch
funkcji: χp(α(0)) i sin α(0):

(1)

Rys. 1. Charakterystyka noœnoœci elementu ³opaty

przy czym wartoœæ funkcji χp(α(0)) wyznacza siê na pod-
stawie znajomoœci doœwiadczalnej.charakterystyki.profilu.
Charakterystyke tê przedstawiono schematycznie na rysun-
ku 1. Za³o¿ono równie¿, ¿e k¹t linia ugiêcia ³opaty (wy-
nikaj¹ca np. ze wzglêdów konstrukcyjnych), lub k¹t sto¿ka
wirnika jest ma³y.
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Rys. 2. Si³y i prêdkoœci w uk³adzie wspó³rzêdnych zwi¹zanym
z elementem ³opaty

Cyrkulacja wokó³ elementu ³opaty okreœlona jest wzorem:

(2)

Sk³adowa normalna wektora prêdkoœci do osi ³opaty wek-
tora wynosi:

(3)

a sk³adowa obwodowa, dla danego przekroju wynosi:
(4)

Rys. 3. Zaburzenie pola prêdkoœci generowane przez kad³ub

We wzorach (2) i (3) uwzglêdniono nominalne, osiowo-
symetryczne pole prêdkoœci wytwarzane przez kad³ub/gon-
dolê, w p³aszczyŸnie obrotu œmig³a (rys. 3).

Uwzglêdniaj¹c zale¿noœci geometryczne pomiêdzy sk³a-
dowymi wektora prêdkoœci przedstawionymi na rysunku 2,
korzystaj¹c z (1...4), po ubezwymiarowieniu otrzymujemy
zale¿noœci:

(5)

a wielkoœæ:

(6)

Rys. 4. Wir œrubowy
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to „cyrkulacja Drzewieckiego”, tj. taka jak¹ otrzymalibyœmy
pomijaj¹c prêdkoœci indukowane przez œlad wirowy. Prêd-
koœci indukowane wyznaczamy na podstawie prawa Biota-
-Savarta zapisanego we wspó³rzêdnych cylindrycznych.
Wówczas cyrkulacjê dla zadanego przekroju c przedstawiæ
w postaci sumy:

(7)

gdzie funkcje: Lx, Lυ, M okreœlono poni¿ej:

(8a)

(8b)

(8c)

Wyra¿enie pod sum¹ nale¿y sca³kowaæ numerycznie.
Oznaczenia parametrów opisuj¹cych kszta³t œladu wirowego
objaœniono na rysunku 4.

Je¿eli ograniczymy siê do przypadku wirów tworz¹cych
prawid³owe linie œrubowe (nie uwzglêdniamy kontrakcji
strumienia œmig³owego), to przy za³o¿eniu, ¿e k¹t sto¿ka
wirnika jest do pominiêcia mo¿emy pos³u¿yæ siê asympto-
tycznymi rozwi¹zaniami podanymi przez Lerbsa [2],[7] dla
wielokrotnych, pó³nieskoñczonych œrubowych linii wiro-
wych.

Rys. 5. Schemat struktury wirowej do obliczeñ
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W celu wyznaczenia rozk³adu obci¹¿eñ, jak równie¿
osi¹gów ³opatê œmig³a modelowano uk³adem wirów pod-
kowiastych jak na rysunku 5. Powy¿sze pozwoli³o na spro-
wadzenie zagadnienia do rozwi¹zania uk³adu równañ linio-
wych (10)

(10)

gdzie i-ta wspó³rzêdna wektora wyrazów wolnych ma
postaæ:

(11)

a element macierzy wp³ywu ma postaæ:

(12)

przy czym wspó³czynnik P(i,j) obliczany jest na podstawie
poni¿szego wyra¿enia:

(13)

a parametr kszta³tu ³opaty (zale¿ny od obrysu i zastoso-
wanego profilu):

(14)

Rozwi¹zanie uk³adu (10) wymaga znajomoœci wartoœci
wspó³czynnika  dla ka¿dego przekroju, a tak¿e k¹ta skoku
linii œrubowej tworzonej przez wiry swobodne. Wynika st¹d
koniecznoœæ wielokrotnego rozwi¹zywania uk³adu równañ
(11) dla kolejnych przybli¿eñ χ i φv, przy czym proces ten
jest szybko zbie¿ny. K¹t skoku wyznaczamy na podstawie
wzoru:

(15)

po ostatecznym obliczeniu rozk³adu cyrkulacji, mo¿na
wyznaczyæ wspó³czynniki mocy i ci¹gu na podstawie
znanych wartoœci wspó³czynników oporu i si³y noœnej:

(16)

(17)

3. WYNIKI OBLICZEÑ

Obliczone, zewnêtrzne charakterystyki aerodynamiczne
œmig³a zosta³y przedstawione na rysunkach 6 i 7 w zesta-
wieniu z danymi doœwiadczalnymi [6] Uzyskane krzywe
wykazuj¹ zgodnoœæ pochylenia charakterystyki dCPs/dJ
z danymi doœwiadczalnymi w zakresie du¿ych posuwów
wzglêdnych, tj. dla œmig³a lekko i umiarkowanie obci¹¿o-
nego. Punkty przegiêcia doœwiadczalnej charakterystyki
ci¹gu, odpowiadaj¹ce pojawieniu siê lokalnych oderwañ
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w okolicy wierzcho³ka ³opaty wystêpuj¹ w pobli¿u wartoœci
posuwów odpowiadaj¹cych maksimum obliczeniowej cha-
rakterystyki ci¹gu. Ponadto wystêpuje pewne przesuniêcie
obliczeniowego punktu.przejœcia œmig³a w stan hamulca.
Podobn¹ w³asnoœæ wykazuj¹ równie¿ obliczeniowe charak-
terystyki mocy, z tym jednak, ¿e przewidywany punkt
przejœcia w stan wiatrakowania zgadza siê bardzo dobrze
z danymi doœwiadczalnymi. Przebiegi obliczeniowych cha-
rakterystyk mocy dla k¹tów 35 i 45 stopni maj¹ jakoœciowo
ten sam charakter jak krzywa mocy dla k¹ta nastawienia 25
stopni, jednak ze wzglêdu na przejrzystoœæ rysunku 7 nie po-
kazano ich czêœci w zakresie ma³ych posuwów.

W celu porównania metody linii noœnej z uproszczonymi
metodami wirowymi zosta³y wykonane obliczenia rozsze-
rzon¹ metod¹ Witoszyñskiego [8]. W obliczeniach zastoso-
wano te same charakterystyki.profilowe. Jak widaæ, przy
wiêkszych katach nastawienia ³opat, metoda linii noœna daje
wyniki niemal identyczne z [8], natomiast ta ostatnia jest
o wiele dok³adniejsza w zakresie ma³ych k¹tów nastawienia
³opaty. Metoda ta charakteryzuje siê równie¿ du¿o mniejsz¹
z³o¿onoœci¹. Warto zauwa¿yæ równie¿, ¿e obie metody cha-
rakteryzuje pojawianie siê deficytu ci¹gu i mocy w zakresie
du¿ych k¹tów nastawienia ³opat. Jak widaæ, na podstawie
przedstawionego tu przyk³adu do wyznaczania charak-
terystyk zewnêtrznych œmigie³ o konwencjonalnej geometrii
na ogó³ wystarczaj¹ce s¹ uproszczone metody wirowe.

Rys. 6. Charakterystyki ci¹gu dla œmig³a cztero³opatowego. Kó³ka
opisywana metoda, prostok¹ty udoskonalona metoda Witoszyñ-
skiego

Rys. 7. Charakterystyki mocy.dla œmig³a cztero³opatowego. Kó³ka
opisywana metoda, prostok¹ty udoskonalona metoda Witoszyñ-
skiego

Na rysunku 8 i 9 zilustrowano rozk³ady cyrkulacji.na ³o-
patach dla ró¿nych wartoœci posuwów. Krzywe te, wyzna-
czone dla k¹tów nastawienia 25 i 45 stopni.s¹.jakoœciowo
podobne. Natomiast jakoœciowe ró¿nice widoczne s¹ dla
przebiegów wspó³czynnika si³y noœnej w funkcji promienia
i posuwu.

Rys. 8. Rozk³ady cyrkulacji dla k¹ta nastawienia ββ0.75 = 25°

Rys. 9. Rozk³ady cyrkulacji dla k¹ta nastawienia ββ0.75 = 45°

Rys. 10. Rozk³ady.wspó³czynnika si³y noœnej dla k¹ta nastawienia
ββ0.75 = 25°
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Rys. 11. Rozk³ady.wspó³czynnika si³y noœnej dla k¹ta nastawienia
ββ0.75 = 45°

W pobli¿u wierzcho³ka ³opaty dla k¹ta nastawienia 45
stopni i du¿ych posuwów widoczne jest ostre maksimum
wspó³czynnika si³y noœnej. Dla mniejszych posuwów maksi-
mum wspó³czynnika si³y noœnej przesuwa siê do œrodka
³opaty. Jest to zwi¹zane z pocz¹tkiem oderwania w obszarze
wierzcho³ka ³opaty. Dla k¹ta 25 stopni interesuj¹c¹ w³as-
noœci¹ jest.praktycznie sta³y rozk³ad wspó³czynnika si³y
noœnej dla posuwu J = 0,6. Oznacza to prawdopodobnie, ¿e
œmig³o to by³o projektowane dla zbli¿onej wartoœci posuwu.

4. WNIOSKI

W pracy przedstawiono model linii noœnej dla œmig³a
wykorzystuj¹cy pewn¹ szczególn¹ postaæ charakterystyki
noœnoœci profilu. Przyjêta postaæ tej charakterystyki pro-
wadzi do znacznego uproszczenia postaci równania linii, bez
koniecznoœci uciekania siê do za³o¿eñ o ma³ych wartoœciach
prêdkoœci indukowanych. Wykorzystuj¹c prezentowan¹ me-
todê wykonano obliczenia lokalnych i globalnych charak-
terystyk aerodynamicznych œmig³a NACA 5868-9 Cl-Y.

Stwierdzono poprawny charakter uzyskanych rozwi¹zañ,
w konfrontacji z danymi doœwiadczalnymi dla ma³ych
i umiarkowanych obci¹¿eñ dysku roboczego. Dla ma³ych
posuwów wystêpuje deficyt ci¹gu i mocy („przeci¹gniê-
cie obliczeniowe”). Wynika to prawdopodobnie z faktu,
¿e w warunkach przeci¹gniêcia ³opaty przep³yw staje siê
silnie trójwymiarowy (du¿e wartoœci radialnej sk³adowej
prêdkoœci), a oddzia³ywanie si³y Coriolisa na warstwê
przyœcienn¹ mo¿e opóŸniaæ oderwanie warstwy przyœcien-
nej [5],[10]. W obecnej wersji modelu zaniedbano równie¿
kontrakcjê strugi. Wyniki prezentowane w tym tekœcie by³y
uzyskane dla œmig³a izolowanego, bez uwzglêdnienia
wzajemnej interferencji œmig³o-gondola. Sprzê¿enie to jest
tym silniejsze, im.mniejszy jest posuw, a wiec i obci¹¿enie
dysku roboczego. Fakt nie uwzglêdnienia tego oddzia³y-
wania wynika przede wszystkim st¹d, ¿e nieznana jest
dok³adna geometria gondoli silnika.
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P. Strzelczyk

A NONLINEAR MODEL OF THE LIFITING
LINE FOR A ROTOR IN AXIALFLOW

Summary
Introduced is a modification to a lifting line model with

application to propellers and main rotors working in axial
flow. As a difference from traditional lifting line theory, this
model does not contain limitations with respect to angles of
attack and induced velocity values. This is possible thanks to
the introduction of the characteristic of load-carrying ability
in the form of a product of two functions:

Cz = a0 f (Ma, α) sin (α -  α0) 
This description allows for a linearization of the integrated
lifting line equation, as long as the shape of the vortex trail is
known. In the case of an unknown form of vortex trail, its
shape is determined iteratively using the Biot-Savart law,
however in the case of lightly-loaded rotors, induced velo-
cities can be determined with the help of so-called Lerbs'
asymptotic coefficients. In the work presented, the compari-
son of results of calculations with available experimental
data is shown.
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НЕЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ НЕСУЩЕЙ ЛИНИИ
ДЛЯ ВИНТА В ОСЕВОМ ТЕЧЕНИИ

Резюме

В работе представлена нелоторая модифилация
модели несущей линии применительного к винтам
и несущим винтам работающим в осевом течении. В от1
личии от традиционного похода к теории несущей
линии эта модель не содержит ограничений связан1
ных с углом атаки и величины индуктивных скоро1
стей. Эта вазможно благодаря представленню харак1
теристики несущей способности Cz= f(α) в форме
произведения двух фуркций c χp(α(0)) и sin α(0). Это
описание позваляет линеаризировать интегральное
уравнение несущей линии, если известен вихревой
след. В случае неизвестной формы вихревого следа
форму вихревой линии определяют путем итерации
пользуясь законам Biota1Savarta, а в случае слабона1
гружденных винтов индуктивные скорости могут
быть определены с помощью так называемых асимп1
тотических коэффициентов Lerbsa. В настоящей ра1
боте представлено сравнение расчетов с доступными
экспериментальными данными.


