
18    PAK 12/ 20 0 6  
 
Anna SZLACHTA,  Mychailo DOROZHOVETS 
POLITECHNIKA RZES ZOW S KA,  ZAKŁ AD  M ETROLOG II I S Y S TEM Ó W  POM IAROW Y CH 
 

Niepewność pomiaru kąta przesunięcia fazowego  
al gory tmó w wy korzy stuj ący ch  aproksy macj ę l iniową 
 
Dr  i n ż .  A n n a  S Z L A C H T A  
 
A b s ol w e n t k a W y d z i ał u  E l e k t r y c z n e g o Pol i t e c h n i k i  
R z e s z ow s k i e j  – s p e c j al n oś ć  ap ar at u r a e l e k t r on i c z n a 
( 1 9 9 5 ) .  W  2 0 0 6  r .  u z y s k ał a t y t u ł  d ok t or a n au k  
t e c h n i c z n y c h ,  w  d y s c y p l i n i e  n au k ow e j  e l e k t r ot e c h n i -
k a,  s p e c j al n oś ć  m e t r ol og i a e l e k t r y c z n a i  e l e k t r on i c z n a.  
Z aj m u j e  s i ę  z ag ad n i e n i am i  an al i z y  i  p r z e t w ar z an i a 
s y g n ał ó w  p om i ar ow y c h ,  w  s z c z e g ó l n oś c i  w  z ak r e s i e  
p om i ar ó w  k ą t a p r z e s u n i ę c i a f az ow e g o s y g n ał ó w  
z ak ł ó c on y c h .  
 
 
e-m a i l :  a n n a s z @ p r z . ed u . p l   

 
 

S t r e s z c z e n i e  
 

W  a r t y k u l e p r z ed s t a w i o n o  w y n i k i  o b l i c z eń  m a t em a t y c z n y c h  i  b a d a ń  
s y m u l a c y j n y c h  w  c el u  o c en y  n i ep ew n o ś c i  w y n i k u  p o m i a r u  p r z es u n i ę c i a  
f a z o w eg o  m et o d ą  w a r u n k o w eg o  u ś r ed n i a n i a  s y g n a ł ó w  d l a  a l g o r y t m ó w  
w y k o r z y s t u j ą c y c h  a p r o k s y m a c j ę  l i n i o w ą . O m ó w i o n o  w p ł y w  d o b o r u  
a l g o r y t m u  n a  d o k ł a d n o ś ć  u z y s k a n y c h  w y n i k ó w  w y z n a c z en i a  k ą t a  p r z es u -
n i ę c i a  f a z o w eg o . 
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o f  p h a s e m ea s u r em en t  u n c er t a i n t y  u s i n g  c o n d i t i o n a l  a v er a g i n g  o f  s i g n a l  
m et h o d  b a s ed  o n  a l g o r i t h m s  w i t h  l i n ea r  a p p r o x i m a t i o n  h a v e b een   
p r es en t ed  i n  t h e p a p er . T h e i n f l u en c e o f  a l g o r i t h m  s el ec t i o n  o n  a c c u r a c y  o f  
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n o i s ed  s i g n a l s ,  m ea s u r em en t  u n c er t a i n t y . 
 
1 .  W p r ow ad z e nie  
 
R oz wój  te or ii i te c h n ik i p om iar owe j  m e todam i e le k tr yc z n ym i, 

op r óc z  p owię k s z an ia z b ior u wie lk oś c i m ie r z on yc h  i r oz s z e r z e n ia 
z ak r e s ów p om iar ów, dotyc z y g ł ówn ie  p op r awy s z yb k oś c i 
i dok ł adn oś c i p om iar ów. W  p om iar ac h  p r z e s un ię c ia f az owe g o 
s yg n ał ów z ak ł óc on yc h  uś r e dn ian ie  j e dn op un k towe  z e  wz g lę du n a 
m ał ą iloś ć  in f or m ac j i s tatys tyc z n e j  wym ag a dla uz ys k an ia wym a-
g an e j  dok ł adn oś c i wydł uż e n ia c z as u p om iar u. M e toda p om iar u 
p r z e s un ię c ia f az owe g o z  uwz g lę dn ie n ie m  war un k owe g o uś r e dn ia-
n ia wyk or z ys tuj e  in f or m ac j ę  s tatys tyc z n ą z awar tą w c ał ym  s yg n a-
le  op óź n ion ym  i z ak ł óc on ym  [ 1 ] . N a p ods tawie  c h ar ak te r ys tyk  
s tatys tyc z n yc h , b az uj ąc yc h  n a war un k owym  uś r e dn ian iu, wyz n a-
c z an y j e s t p os z uk iwan y k ąt p r z e s un ię c ia f az owe g o we dł ug  r óż -
n yc h  alg or ytm ów or az  ic h  n ie p e wn oś c i s tan dar dowe . W  ar tyk ule  
p or ówn an e  z os tał y dwa alg or ytm y s ł uż ąc e  do wyz n ac z e n ia k ąta 
p r z e s un ię c ia f az owe g o n a p ods tawie  ap r ok s ym ac j i lin iowe j  z b ior u 
z ar e j e s tr owan yc h  war toś c i c h wilowyc h  s yg n ał u op óź n ion e g o [ 6 ] . 
 

2 .  W ar u nk ow e  u ś r e d nianie  s yg nał ó w  
 
Dla m ode li s yg n ał ów b e z  z ak ł óc e ń  x ( t) = Ax· c os · ( ω0t+ϕx) 

i y( t) = Ay· c os · ( ω0t+ϕy) w p r z e dz iale  z m ie n n oś c i f az y: - π ÷  π 
war un k ową war toś ć  oc z e k iwan ą s yg n ał u y( t+τ) p r z y war un k u 
x ( t)=0 , m oż n a op is ać  z ale ż n oś c ią: 
 

 ( ) )sin(A|yE 00x ϕ+τω−=
=

.         ( 1 ) 
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g dz ie  ϕ = ϕy - ϕx j e s t p r z e s un ię c ie m  f az owym  p om ię dz y s yg n ał a-
m i x ( t) i y( t). 
W  r z e c z ywis tyc h  uk ł adac h  z ak ł óc e n ia los owe  z awar te  s ą  

w ob ydwu an aliz owan yc h  s yg n ał ac h  x ( t) i y( t). Dla j e dn ak owyc h  
p oz iom ów c h ar ak te r ys tyk  widm owyc h  n ie s k or e lowan yc h  z ak ł ó-
c e ń  w ob ydwu s yg n ał ac h  m iar y c z as owe g o r oz r z utu de te k c j i z e r a 
w ob ydwu k an ał ac h  b ę dą r ówn e : σ∆tx = σ∆ty = σ∆t. W  z wiąz k u  
z  tym , wyp adk owa war ian c j a odc in k a c z as u, odp owiadaj ąc e g o 
p r z e s un ię c iu f az owe m u p om ię dz y b adan ym i s yg n ał am i, wyn ie s ie  

2
t2 ∆σ . Dla uz ys k an ia an alog ic z n e j  s ytuac j i w m ode lowan iu p r z e -

twar z an ia s yg n ał ów m oż n a dla up r os z c z e n ia an aliz y p r z yj ąć  z ał o-
ż e n ie , ż e  s yg n ał  odn ie s ie n ia n ie  z awie r a s z um u, z ak ł óc on y j e s t 
j e dyn ie  s yg n ał  op óź n ion y y( t) we dł ug  m ode lu z ( t) = y( t) + n ( t) 
g dz ie : n ( t) – z ak ł óc e n ie  N ( 0 , 2 σn) n ie z ale ż n e  od x ( t) i y( t)  
z  odp owie dn io z wię k s z on ą dwa r az y war ian c j ą [ 1 , 2 ] . 
Zasada warunkowego uśredniania wartości am p litudowyc h  

s yg n ał ów s in us oidaln yc h  p ole g a n a  
� war un k owe j  r e j e s tr ac j i s yg n ał ów y( t) p r z y war un k u x ( t)=0   
( m  - r e aliz ac j i), 

� uś r e dn ie n iu k oh e r e n tn ym  war toś c i c h wilowyc h  s yg n ał ów  
( n  - p r ób e k  z  m  - r e aliz ac j i), 

� wyz n ac z e n iu c z as u τ0 n a p ods tawie  ap r ok s ym ac j i lin iowe j  
u1 = a1+b 1t uś r e dn ion yc h  war toś c i am p litudowyc h  ( k  – p r ób e k ), 

�  ob lic z e n iu war toś c i k ąta p r z e s un ię c ia f az owe g o ϕ or az  n ie -
p e wn oś c i otr z ym an e g o wyn ik u. 
I n te r e s uj ąc ym  k ie r un k ie m  b adań  j e s t wyk or z ys tan ie  do p om iar u 

k ąta p r z e s un ię c ia f az owe g o c h ar ak te r ys tyk i uś r e dn ian ia war un -
k owe g o m oduł u s yg n ał u op óź n ion e g o 0)(

=xtZ . Z as tos owan ie  
op e r ac j i n ie lin iowe j  um oż liwia otr z ym an ie  e k s tr e m aln e j  c h ar ak te -
r ys tyk i p r z e twar z an ia. O tr z ym an a c h ar ak te r ys tyk a p oz wala n a 
wyz n ac z e n ie  c z as u τ0 j ak o m in im um  m oduł u war un k owe j  war to-
ś c i oc z e k iwan e j . J e s t to m oż liwe  z  wyk or z ys tan ie m  p ie r ws z e j  
p oc h odn e j , lub  te ż  n a p ods tawie  wyz n ac z an ia p r os tyc h  ap r ok s y-
m uj ąc yc h  w odp owie dn io dob r an ym  p r z e dz iale  [ 3 ] . 
 
3 .  W yz nacz e nie  s t and ar d ow e j  nie p e w noś ci 

p om iar u  k ą t a p r z e s u nię cia f az ow e g o 
 
K ąt p r z e s un ię c ia f az owe g o wyz n ac z an y j e s t z e  wz or u [ 1 ] : 
 

 
x0x0x tf2t ⋅⋅⋅=⋅= πϖϕ ,        ( 2 ) 

 
wówc z as  s tan dar dowa n ie p e wn oś ć  u(ϕx) p om iar u ϕx: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )022
xx

22
0x fut2tuf2u ππϕ += .       ( 3 ) 

 
P odc z as  b adań  p r z yj ę to, ż e  n ie p e wn oś ć  c z ę s totliwoś c i ,  u(f 0) j e s t 
z n ik om a m ał a i m oż n a j ą p om in ąć .   
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W opracowanej metodzie warunkowego uśredniania wartości 
ch wil owych  s ygnałó w wyznaczenie kąta przes unię cia f azowego 
opiera s ię  na ob l iczeniu czas u τ0 proporcjonal nego do czas u tx 
( rys . 1 ) . 
I s tnieje kil ka moż l iwych  zas ad pomiaru kąta przes unię cia f a-

zowego na pods tawie wyznaczenia czas u τ0. W przypadku, gdy 
rozpatrywany jes t model  modułu wartości oczekiwanej, czas  τ0 
przypada na minimum wyznaczanej f unkcji 0x)t(Z

=
. 

 
3.1. A p r o k s y m a c j a  d w o m a  l i n i a m i  
 
C zas  tx moż e b yć  wyznaczony jako miejs ce przecię cia pros tych  

aproks ymujących .  
 


+=
+=

tbb y
t aa y
102

101                 ( 4 )  
 
o ws pó łczynnikach  odpowiednio a0, a1, b0, b1, wyznaczane s ą z n2 
l iczb y pró b ek dl a każ dej pros tej. 
Wartości ampl itudowe s ą średnią ob l iczoną przy warunku 

x ( t) = 0 . D o ob l iczenia ws pó łczynnikó w pros tych  aproks ymujących  
wykorzys tane s ą jedynie wartości w odpowiednio dob ranych  
zakres ach  napię cia. K ąt przes unię cia f azowego z przedziału  
( 0  – T / 2 )  wyznaczany jes t po uwzgl ę dnieniu poprawki, rozpatruje 
s ię  wó wczas  drugie minimum f unkcji – rys .1 . C zas  drugiego 
minimum jes t opó ź niony o T / 2  od pos zukiwanej wartości kąta 
przes unię cia f azowego: 
 

 x
'
x t2

Tt += .             ( 5 )  
 
R ozwiązaniem układu ró wnań  4  jes t czas  xt  : 
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00
x ab

bat
−

−
=  .                          ( 6 )  

 
 
 

  
R y s .  1 .   A p r o k s y m a c j a  l i n i o w a  d w o m a  p r o s t y m i  – algorytm 2 
F i g .  1 .   T w o  l i n e s  a p p r o x i m a t i o n  – algori th m 2 
 
W cel u wyznaczenia es tymatora wariancji czas u nal eż y wyzna-

czyć  es tymatory wariancji ws pó łczynnikó w pros tych  aproks ymu-
jących . E s tymator wariancji ws pó łczynnika a0 ob l icza s ię  ze wzo-
ru: 

 2
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,   ( 7 )  

 
gdzie:   
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Wartość  średnią czas u ob s erwacji wyznacza s ię  ze wzoru: 
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=

=
2
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1 n

i
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t ,              ( 9 )  
 
natomias t wartość  średniokwadratową: 
 

 ∑
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E s tymator wariancji ws pó łczynnika a1 wyznacza s ię  ze wzoru: 
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1
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N atomias t es tymator wariancji wzajemnej ws pó łczynnikó w a0  
i a1: 
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O dpowiednio dl a drugiej pros tej es tymator wariancji ws pó łczyn-
nika b0 wyznacza s ię  ze wzoru: 
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gdzie es tymator pros tej y2 ma odpowiednio pos tać : 
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E s tymator wariancji ws pó łczynnika b1 moż na wyznaczyć  ze wzo-
ru: 

 2
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S
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N atomias t es tymator wariancji wzajemnej ws pó łczynnikó w b0 i b1 
ob l icza s ię  ze wzoru: 
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−= .  ( 1 6 )  
 
M odel  matematyczny niepewności wyznaczenia czas u tx zal eż y od 
ws pó łczynnikó w a0, a1, b0, b1 pros tych  aproks ymujących  y1 i y2 
wg zal eż ności: 
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S tąd es tymator wariancji wyznaczenia czas u tx2: 
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Zakładając, że estymatory wariancji prostych y1 i y2 są w prz yb l i-
żeniu  sob ie ró wne: 
 

 22
21 yy SS ≈ ,          ( 1 9 )  

 
a także, że wartoś ci ś rednie cz asowe 1t oraz  2t  są u sytu owane 
symetrycz nie wz g l ędem chwil i cz asu  t x 2: 
 

 
2212 xx tttt −≅− ,               ( 2 0 )  

 
oraz : 
 

 2
2

2
2

2
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2
1 tttt −≅− ,                ( 2 1 )  

 
wó wcz as z al eżnoś ć  ( 1 8 )  prz yjmu je postać : 
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P onieważ ( ) 3

tt
tt

2
2

2
2

2
22x ≈

−

− oraz  11 ab −≈ , 
2
nn 1

2 = , wtedy wyrażenie 
( 2 2 )  prz yjmu je postać : 
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3.2. A p r o k s y m a c j a  j e d n ą  p r o s t ą  
 
W  prz ypadku  aproksymacji jedną l inią: 
 

 y3 = c0+ c1· t          ( 2 4 )  
 
z e wspó łcz ynnikami c0, c1, wartoś ć  kąta prz esu nięcia jest propor-
cjonal na do cz asu  tx, wyz nacz oneg o z  roz wiąz ania ró wnania ( 2 4 )  
w chwil i t = 0 i wynosi: 
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R y s .  2 .   A p r o k s y m a c j a  l i n i o w a  j e d n ą  p r o s t ą  – algor y t m  1  
F i g .  2 .   S i n g l e  l i n e  a p p r o x i m a t i o n  – algor i t h m  1   
 

Z ró wnania ( 2 4 )  wynika model  matematycz ny dl a ob l icz enia 
niepewnoś ci: 
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S tąd niepewnoś ć  standardowa wyz nacz ania cz asu  tx1 może b yć  
ob l icz ona wedłu g  wz oru : 
 

 
101

0c

1 cc2
1

02
c2

1

2
0

2
1

2
2
tx S

c
c2S

c
c

c
S

S −+=∆
 
.         ( 2 7 )  

 
E stymatory wariancji wspó łcz ynnikó w mog ą b yć  ob l icz one z e 
wz oró w: 
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g dz ie:   
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jest estymatorem wariancji prostej y3. 
S tąd: 
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P onieważ 1x tt

1
≈ , dl ateg o: 
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P oró wnu jąc estymatory wariancji: wyz nacz enia cz asu  tx2  korz ysta-
jąc z  aproksymacji dwoma prostymi ( 2 3 )  i cz asu  tx1 jedną prostą 
( 3 3 ) , oraz  prz yjmu jąc prz yb l iżoną ró wnoś ć  wspó łcz ynnikó w: 
 

 c1 ≈  a 1,         ( 3 4 )  
 
można stwierdz ić , że: 
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4. E k s p e r y m e n t  p o m i a r o w y  
 
W  artyku l e prz edstawiono wyniki symu l acji kompu terowych  

i pomiaró w f iz ycz nych do ob l icz ania standardowych niepewnoś ci 
pomiaru  kąta prz esu nięcia f az oweg o dl a ró żnych al g orytmó w 
aproksymacji l iniowej. D ob ó r właś ciweg o al g orytmu  ob l icz ania 
kąta prz esu nięcia f az oweg o w opracowanej metodz ie waru nkowe-
g o u ś redniania syg nałó w u możl iwia z minimal iz owanie b łędó w 
metody wyz nacz ania kąta prz esu nięcia f az oweg o. 
S ymu l acje kompu terowe wykonane z ostały w oparciu  o pro-

g ram napisany w ś rodowisku  M athcad 1 2  f irmy M athsof t. 
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Dla wykonania pomiarów wykorzystane został o stanowisko d o 
c yf rowej  rej estrac j i i analizy syg nał ów pomiarowyc h  zb ud owane 
w Z akł ad zie M etrolog ii i S ystemów P omiarowyc h .  W  skł ad  sta-
nowiska wc h od zą  międ zy innymi g enerator f unkc yj ny, g enerator 
szumu oraz system akwizyc j i d anyc h  ( komputer klasy P C  z kartą  
pomiarową  N I  6 2 5 1  wraz z oprog ramowaniem) .  O prac owane 
stanowisko eksperymentalne speł nia warunki stawiane systemowi 
pomiarowemu, które wynikaj ą  z potrzeb y realizac j i zasad y wa-
runkoweg o uś red niania amplitud oweg o syg nał ów sinusoid alnyc h  
zakł óc onyc h  szumem.  
Do rozpoc zęc ia rej estrac j i syg nał u opóź nioneg o wykorzystano 

d od atkowe wej ś c ia analog owe karty pomiarowej .  W  c h wili, g d y 
syg nał  x ( t)  osią g a wartoś ć  zero ( przej ś c ie z wartoś c i uj emnyc h   
w d od atnie) , następuj e poc zą tek akwizyc j i d anyc h  pomiarowyc h .  
Dane ( wartoś c i lic zb owe syg nał u opóź nioneg o y( t) )  są  zapisywa-
ne, a następnie pod d awane operac j om numeryc znym w post – 
proc esie.  
E ksperymenty zarówno symulac j e komputerowe j ak i rzec zywi-

ste pomiary wykonane został y d la róż nyc h  wartoś c i współ c zynni-
ka S N R , który wyraż a stosunek syg nał / szum:  
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g d zie:  σn – od c h ylenie stand ard owe szumu, U s k  – wartoś ć  sku-
tec zna syg nał u, 2mU  
P rezentowane w artykule wyniki są  przykł ad owe, d la wartoś c i 

ką ta przesunięc ia f azoweg o ϕ = 1 8 0 o.  A nalizuj ą c  uzyskane wyniki 
pomiarów ( tab .  1 )  moż na zauważ yć , ż e zastosowanie alg orytmu I I  
( aproksymac j a 2  prostymi)  nie d aj e satysf akc j onuj ą c yc h  rezulta-
tów, d okł ad niej szy j est alg orytm I  ( aproksymac j a 1  prostą ) .   
 

Tab. 1 .  W p ł yw  st o su nk u  sygnał  sz u m  na st and ar d o w ą  ni ep ew no ś ć  w yz nac z eni a ϕ 
p r o p o no w anyc h  al go r yt m ó w  ( ek sp er ym ent  p o m i ar o w y)  

Tab.  1 .  I nf l u enc e o f  si gnal / no i se r at i o  o n st and ar d  u nc er t ai nt y o f  p r o p o sed  al go r i t h m s 
( ex p er i m ent al  m easu r em ent s)  

 
SNR 1 0 0  4 9 , 9 8  2 2 , 1 8  1 2 , 4 6  5 , 5 7  

A l g o r y t m  I   0 , 2 2 º  0 , 3 7 º  0 , 5 9 º  0 , 7 9 º  1 , 2 4 º  

A l g o r y t m  I I   1 , 4 0 º  2 , 0 2 º  3 , 6 0 º  4 , 6 8 º  5 , 9 1 º  

 
 
A lg orytm I  okazał  się d okł ad niej szy od  alg orytmu I I  również  

pod c zas symulac j i komputerowyc h  w ś rod owisku M ath c ad  1 2 .  
W artoś c i od c h ylenia stand ard oweg o b ł ęd u wyznac zenia ką ta 
przesunięc ia f azoweg o uzyskane pod c zas symulac j i komputero-
wyc h  d la ob u alg orytmów przed stawiono w tab eli 2 .  
 

Tab. 2 .  W p ł yw  st o su nk u  sygnał  sz u m  na st and ar d o w ą  ni ep ew no ś ć  w yz nac z eni a ϕ 
p r o p o no w anyc h  al go r yt m ó w  ( sym u l ac j e k o m p u t er o w e)  

Tab. 2 .  I nf l u enc e o f  si gnal / no i se r at i o  o n st and ar d  u nc er t ai nt y o f  p r o p o sed    
al go r i t h m s ( c o m p u t er  si m u l at i o n)  

 
SNR 1 0 0  4 9 , 9 8  2 2 , 1 8  1 2 , 4 6  5 , 5 7  

A l g o r y t m  I   0 , 5 1 º  0 , 7 7 º  1 , 2 2 º  1 , 8 4 º  2 , 4 6 º  

A l g o r y t m  I I   1 , 6 3 º  2 , 1 3 º  3 , 3 3 º  5 , 1 4 º  8 , 4 4 º  

 
 
W artoś c i niepewnoś c i stand ard owej  d la alg orytmu I I  są  kilku-

krotnie większe niż  w przypad ku alg orytmu I .  W arto zaznac zyć , iż  
istniej e d uż a zb ież noś ć  wyników symulac j i komputerowyc h   
i pomiarów.  R ezultaty b ad ań  symulac yj nyc h  oraz pomiarów rze-

c zywistyc h  d la d wóc h  alg orytmów wykorzystuj ą c yc h  aproksyma-
c j ę liniową  w metod zie warunkoweg o uś red niania syg nał ów 
przed stawiono na rysunku 3 .  W ykres przed stawia stand ard ową  
niepewnoś ć  wyznac zenia ką ta przesunięc ia f azoweg o wed ł ug  
alg orytmu I  oraz alg orytmu I I .  
 

 
R ys. 3 .  W yk r es st and ar d o w ej  ni ep ew no ś c i  w yz nac z eni a ϕ d l a z m i ennego  S N R  
F i g. 3 .  D i agr am  o f  st and ar d  m easu r em ent  u nc er t ai nt y f o r  d i f f er ent  v al u es o f  

si gnal / no i se r at i o  
 

 
5. P o d s u m o w a n i e  
 
W  przeprowad zonyc h  b ad aniac h  niepewnoś c i pomiaru ką ta 

przesunięc ia f azoweg o wg  alg orytmów wykorzystuj ą c yc h  aprok-
symac j ę liniową  ud owod niono wpł yw d ob oru alg orytmu estymac j i 
ką ta przesunięc ia na j eg o d okł ad noś ć .   
N a pod stawie ob lic zeń  matematyc znyc h , b ad ań  symulac yj nyc h  

oraz pomiarów wykazano, większą  d okł ad noś ć  alg orytmu „ 1 ”  d o 
wyznac zenia wartoś c i ką ta przesunięc ia f azoweg o metod ą  warun-
koweg o uś red niania syg nał ów.  
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