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S t r e s z c z e n i e  
 

W  a r t y k u l e  p r z e d s t a w ion o z a s a d ę  p om ia r u  c z a s u  op ó ź n ie n ia  p r z y  w y k o-
r z y s t a n iu  f a z y  w z a j e m n e j  g ę s t oś c i w id m ow e j  m oc y  p om ia r ow y c h  s y g n a -
ł ó w  l os ow y c h .  O m ó w ion o n ie k t ó r e  w ł a ś c iw oś c i m e t od y  i p r z e a n a l iz ow a n o 
b ł ę d y  s t a t y s t y c z n e  e s t y m a c j i op ó ź n ie n ia .  Pr z e d s t a w ion o p r z y k ł a d ow e  
w y n ik i b a d a ń  s y m u l a c y j n y c h .  
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  e s t y m a c j a  c z a s u  op ó ź n ie n ia ,  w z a j e m n a  g ę s t oś ć   
w id m ow a  m oc y ,  b ł ę d y  s t a t y s t y c z n e ,  s y g n a ł y  l os ow e .  
 
Sta ti s ti ca l  errors   of  ti m e d el a y  es ti m a ti on   
u s i n g  p h a s e of  cros s -s p ectra l   
d en s i ty  f u n cti on  

 
A b s t r a c t  

 
T h is  a r t ic l e  p r e s e n t s  t h e  p r in c ip l e  of  t im e  d e l a y  m e a s u r e m e n t  e m p l oy in g  
t h e  p h a s e  of  c r os s -s p e c t r a l  d e n s it y  f u n c t ion  of  m e a s u r e m e n t  r a n d om  
s ig n a l s .  S om e  f e a t u r e s  of  t h e  m e t h od  a r e  d is c u s s e d  a n d  s t a t is t ic a l  e r r or s  of  
t im e  d e l a y  e s t im a t ion  a r e  a n a l y s e d .  T h e  r e s u l t s  of  s im u l a t in g  e x p e r im e n t s  
a r e  p r e s e n t e d .  
 
K e y w o r d s :  t im e  d e l a y  e s t im a t ion ,  c r os s -s p e c t r a l  d e n s it y  f u n c t ion ,   
s t a t is t ic a l  e r r or s ,  r a n d om  s ig n a l s .  
 
1 .  W p row a d z en i e 
 

W  os t at n i m p ó łwi ec zu  op rac owan o s zereg  met od p omi aru  
op ó ź n i en i a wyk orzys t u ją c yc h  an ali zę  s t at ys t yc zn ą  s yg n ałó w 
los owyc h . S zyb k i  wzros t  moc y ob li c zen i owej s p rzę t u , s zc zeg ó l-
n i e w os t at n i c h  lat ac h , u moż li wi a i c h  wdraż an i e oraz rozwi jan i e 
k olejn yc h , wyk orzys t u ją c yc h  złoż on e alg oryt my p rzet warzan i a 
dan yc h  [ 1 ] . W ś ró d met od k las yc zn yc h , s t os owan yc h  dla s yg n a-
łó w s t ac jon arn yc h  do n ajb ardzi ej zn an yc h  n ależ ą :  met ody k ore-
lac yjn e w dzi edzi n i e c zas u  i  met oda op art a n a an ali zi e c h arak t e-
rys t yk i  f azowej wzajemn ej g ę s t oś c i  wi dmowej moc y w dzi edzi -
n i e c zę s t ot li woś c i . D o an ali zy s yg n ałó w n i es t ac jon arn yc h  s t os u -
je s i ę  g łó wn i e met ody p aramet ryc zn e. W  li t erat u rze op i s ywan e 
s ą  t ak ż e met ody wyk orzys t u ją c e m.i n . s t at ys t yk i  wyż s zyc h  
rzę dó w, t ran s f ormat y H i lb ert a i  f alk ową . Z ak res  s t os owan i a 
p os zc zeg ó ln yc h  met od zależ y g łó wn i e od t yp u  oraz p aramet ró w 
an ali zowan yc h  s yg n ałó w i  jes t  c zę s t o b ardzo og ran i c zon y. P rzy-
k ładowo zn ajdu ją  on e zas t os owan i e w t ec h n i c e radarowej, radi o-
as t ron omi i , medyc yn i e, s t os owan e s ą  do wyk rywan i a dró g  p rze-
n os zen i a zak łó c eń , p omi aró w p rę dk oś c i , an ali zy zjawi s k  met eoro-
log i c zn yc h . 

M et oda wyk orzys t u ją c a f azę  wzajemn ej g ę s t oś c i  wi dmowej 
moc y jes t  jedn ą  z s zerzej s t os owan yc h . O p ró c z zas t os owań  t ec h -
n i c zn yc h  [ 2 -6 ]  w p u b li k ac jac h  z os t at n i c h  lat  p rzeds t awi an e s ą  
ap li k ac je t ej met ody do an ali zy n i ek t ó ryc h  s yg n ałó w b i omedyc z-
n yc h  [ 7 -1 0 ] . 

 

2 .  Z a s a d a  w y z n a cz a n i a  op ó ź n i en i a  z  f a z y  
w z a j em n ej  g ę s toś ci  w i d m ow ej  m ocy  

 
W  wi elu  p rzyp adk ac h  p omi aru  op ó ź n i eń  t ran s p ort owyc h  zależ -

n oś ć  s yg n ałó w x(t) i  y (t) ot rzymywan yc h  z dwó c h  c zu jn i k ó w 
moż n a p rzeds t awi ć  wzorem:  

 
)t(z)t(xc)t(y +−⋅= 0τ ,          ( 1 ) 

 
g dzi e:  x(t) - s t ac jon arn y, erg odyc zn y s yg n ał los owy o n ormaln ym 
rozk ładzi e p rawdop odob i eń s t wa N ( 0 , σx);  c  - s t ały ws p ó łc zyn n i k ;  
τ0 = d/ V -op ó ź n i en i e t ran s p ort owe ró wn e i lorazowi  odleg łoś c i  
rozmi es zc zen i a c zu jn i k ó w d i  p rę dk oś c i  s yg n ału  V ;  z (t) – s t ac jo-
n arn y, n i es k orelowan y z s yg n ałem x(t) s zu m b i ały o rozk ładzi e 
N ( 0 , σz).  

F u n k c ję  k orelac ji  wzajemn ej dla s yg n ałó w zwi ą zan yc h  zależ n o-
ś c i ą  ( 1 ) moż n a p rzeds t awi ć  w p os t ac i  [ 2 ] :  

 

),(Kc)}]t(x){t(x[(cE
)}]t(z)t(cx){t(x[(E)]t(y)t(x[(E)(K

xx

xy
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ττττ

τττττ
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g dzi e E [  ]  ozn ac za wart oś ć  oc zek i wan ą , a Kxx(τ) jes t  f u n k c ją  au t o-
k orelac ji  s yg n ału  x(t). 

W yk orzys t u ją c  zależ n oś c i  łą c zą c e f u n k c je k orelac ji  i  g ę s t oś c i  
wi dmowe moc y, n a p ods t awi e ró wn an i a ( 2 ) ot rzymamy wzajemn ą  
jedn os t ron n ą  g ę s t oś ć  wi dmową  moc y ( W G W M ) Gxy (f) w p os t ac i :  

 
02 τπfj

xxxy e)f(Gc)f(G −

−
= .          ( 3 ) 

 
W zajemn a g ę s t oś ć  wi dmowa moc y jes t  wi elk oś c i ą  zes p olon ą , 

zależ n oś ć  ( 3 ) moż n a wi ę c  zap i s ać  jak o u k ład ró wn ań :  
 

   )f(Gc)f(G xxxy =
−

,        ( 4 ) 
 

02 τπΦ f)}f(Garg{)f( xyxy ==
−

.             ( 5 ) 
 
F aza W G W M  jes t  li n i ową  f u n k c ją  c zę s t ot li woś c i  ( dla p rę dk oś c i  

V = c on s t ) i  ma n ormaln y rozk ład p rawdop odob i eń s t wa. Z  ró wn a-
n i a ( 5 ) moż n a wyzn ac zyć  op ó ź n i en i e τ0:   

 

f
)f(xy

π
Φ

τ
20 −= .                ( 6 ) 

 
W  zależ n oś c i  od n ot ac ji  p rzyję t ej p rzez p rodu c en t ó w op rog ra-

mowan i a, dla s yt u ac ji  g dy s yg n ał x(t) wyp rzedza y (t) ( τ > 0 ) u zy-
s k u je s i ę  dodat n i e lu b  u jemn e wart oś c i  f azy W G W M . W  n i n i ejs zej 
p rac y u wzg lę dn i on o t en  dru g i  p rzyp adek , s t ą d mi n u s  w zależ n oś c i  
( 6 ) i  p oc h odn yc h . 

P rzyk ładowe p rzeb i eg i  c h arak t erys t yk  f azowyc h  W G W M  wza-
jemn i e op ó ź n i on yc h  s yg n ałó w s t oc h as t yc zn yc h  x(t) i  y (t) dla 
dwó c h  ró ż n yc h  wart oś c i  τ0 p rzeds t awi on o n a rys . 1 . Z  zależ n oś c i  
( 6 ) wyn i k a, ż e do wyzn ac zen i a op ó ź n i en i a dla wyb ran ej c zę s t o-
t li woś c i  f = f0 wys t arc zy zn ajomoś ć  wart oś c i  f u n k c ji  Фxy (f0)  
( w radi an ac h ). G dy n i e jes t  k on i ec zn a zn ajomoś ć  op ó ź n i en i a dla 
k on k ret n ej c zę s t ot li woś c i , moż n a zas t os ować  met odę  reg res ji  
li n i owej do ap rok s ymac ji  c h arak t erys t yk i  f azowej W G W M , c o 
op i s an o w dals zej c zę ś c i  art yk u łu . 
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R y s .  1 .   P rz y k ł a d o w e  p rz e b i e g i  c h a ra k t e ry s t y k  f a z o w y c h  Фxy ( f )  d l a  d w ó c h  ró ż n y c h  

o p ó ź n i e ń  c z a s o w y c h  τ 0 1  i  τ 0 2  
F i g .  1 .   A n  e x e m p l a ry  c o u rs e s  o f  p h a s e  c h a ra c t e ri s t i c s  Фxy ( f )  f o r t w o  d i f f e re n t  t i m e  

d e l a y s  τ 0 1  a n d  τ 0 2  
 
 
3. E s t y m a c j a  o p ó ź n i e n i a  z  f a z y  W G W M  
 

E s t ym at or f azy W G W M  )f(ˆ
xyΦ  p rzy wym i en i on yc h  n a ws t ę -

p i e zał oż en i ac h  d ot yc zą c yc h  s yg n ał ó w j es t  es t ym at orem  n i eob c i ą -
ż on ym . W ari an c j a t eg o es t ym at ora m oż e b yć  ap roks ym owan a 
zależ n oś c i ą  [ 2 , 4 ] :  

 
[ ] )f(

)f()f(ˆVar
xy

xy
xy 2

2

2
1

γ
γΦ −

≈ ,          ( 7 )  

 
g d zi e γxy ( f)  j es t  f u n kc j ą  koh eren c j i , okreś laj ą c ą  p od ob i eńs t wo 
s yg n ał ó w w d zi ed zi n i e c zę s t ot li woś c i  i  b ę d ą c ą  u n orm owan ą  wza-
j em n ą  g ę s t oś c i ą  wi d m ową  m oc y. W  p rakt yc e wykorzys t u j e s i ę  
kwad rat  m od u ł u  t ej  f u n kc j i :   

 

)f(G)f(G
)f(G)f()f(
yyxx

xy
xyxy

2

22
== γγ .  ( 8 )  

 
F u n kc j a koh eren c j i  d la ws zys t ki c h  c zę s t ot li woś c i  s p eł n i a waru -

n ek 0  ≤ γ2xy ( f)  ≤ 1 .  
P rzy wyzn ac zan i u  c h arakt erys t yk s yg n ał ó w los owyc h  ( w s zc ze-

g ó ln oś c i  g ę s t oś c i  wi d m owyc h )  zwykle s t os u j e s i ę  wyg ł ad zan i e 
c zę s t ot li woś c i owe lu b  od c i n kowe. W  t ym  os t at n i m  p rzyp ad ku  d la 
li c zb y Nd u ś red n i eń wari an c j a wyg ł ad zon eg o es t ym at ora )f(~

xyΦ  
p rzyj m u j e p os t ać :  

 
[ ] [ ]
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N
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a od c h ylen i e s t an d ard owe )]f(~[ xyΦσ  b ę d zi e ró wn e:  

 

[ ] 2
1

2

2

2
1




 −≈ )f(N
)f()f(~

xyd

xy
xy γ

γΦσ  .         ( 1 0 )  

 
O d c h ylen i e s t an d ard owe es t ym at ora op ó ź n i en i a wyzn ac zan eg o 

n a p od s t awi e ( 6 )  p rzy zn an yc h  wart oś c i ac h  p aram et ró w ( 9 )  lu b  
( 1 0 )  m oż n a okreś li ć  wykorzys t u j ą c  f orm u ł ę  p rzen os zen i a wari an -
c j i . P rzy p oś red n i m  p om i arze wi elkoś c i  Y = f( X )  od c h ylen i e s t an -
d ard owe σ [ Y]  m oż n a okreś li ć  z wyraż en i a:  

 
[ ] [ ]X

dX
dYY σσ ≈ ,    ( 1 1 )  

 
g d zi e σ [ X]  - od c h ylen i e s t an d ard owe wi elkoś c i  X o n orm aln ym  
rozkł ad zi e p rawd op od ob i eńs t wa. W  rozważ an ym  p rzyp ad ku  
Y = τ0 oraz X = Фxy ( f) . N a p od s t awi e ( 1 1 )  u zys ku j e s i ę :   

[ ] [ ])f(
d

)f(d xy
xy

Φσ

τ
Φ

τσ

0

0
1

≈ .          ( 1 2 )  

 
K orzys t aj ą c  z ró wn ań ( 5 ) , ( 1 0 )  i  ( 1 2 )  p o p rzeks zt ał c en i ac h  

ot rzym u j e s i ę  zależ n oś ć  p ozwalaj ą c ą  okreś li ć  od c h ylen i e s t an d ar-
d owe es t ym at ora op ó ź n i en i a d la f = f0 [ 1 1 ] :   

 

[ ] 2
1

0
2

0
2

0
0 2
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 −≈ )f(N
)f(

f xyd

xy
γ
γ

π
τσ )  [ s ] .              ( 1 3 )  

 
Z  an ali zy zależ n oś c i  ( 1 3 )  wyn i kaj ą  n as t ę p u j ą c e wn i os ki :  
• O d c h ylen i e s t an d ard owe op ó ź n i en i a d ą ż y d o zera g d y f u n kc j a 

koh eren c j i  p rzyj m u j e wart oś ć   1 , c o b ę d zi e m i ał o m i ej s c e  
w p rzyp ad ku  b raku  zakł ó c en i a w s yg n ale op ó ź n i on ym  ( 1 ) .  
Z ależ n oś c i  )(ff]ˆ[ xy

2
00 γτσ =⋅  d la ki lku  wart oś c i  li c zb y 

u ś red n i eń Nd, ob li c zon e n a p od s t awi e ( 1 3 )  p rzed s t awi on o n a 
rys . 2 . 

 
 

  
R y s .  2 .   Z al e ż noś c i  )(ff]ˆ[ xy

2
00 γτσ =⋅  d l a r ó ż ny c h  w ar t oś c i  l i c z b y  u ś r e d ni e ń  Nd 

F i g.  2 .   T h e  d e p e nd e nc e  )(ff]ˆ[ xy
2

00 γτσ =⋅  for  d i ffe r e nt  v al u e s  of Nd   
av e r agi ng nu m b e r  

 
• O d c h ylen i e s t an d ard owe op ó ź n i en i a m alej e p rzy wzroś c i e N d, 

ale zwi ę ks zan i e li c zb y u ś red n i eń wyd ł u ż a c zas  p om i aru . O b li -
c zon e z ( 1 3 )  zależ n oś c i  )N(ff]ˆ[ d=⋅ 00τσ d la ki lku  wart oś c i  
f u n kc j i  koh eren c j i  p okazan o n a rys . 3 . 

 
 

  
R y s .  3 .   Z al e ż noś c i  )N(ff]ˆ[ d=⋅ 00τσ  d l a r ó ż ny c h  w ar t oś c i  fu nk c j i  k oh e r e nc j i  
F i g.  3 .   T h e  d e p e nd e nc e  )N(ff]ˆ[ d=⋅ 00τσ  for  d i ffe r e nt  v al u e s  of c oh e r e nc e  

fu nc t i on 
 
• O d c h ylen i e s t an d ard owe op ó ź n i en i a j es t  od wrot n i e p rop orc j o-

n aln e d o c zę s t ot li woś c i  f0, d lat eg o n ależ y wyb i erać  d u ż e wart o-
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ści tej częstotliwości. Dla większych wartości f0 przy tych sa-
m ych zm ianach opó źnienia rosną  też  zm iany f azy W G W M   
( rys. 4 ) , a więc wzrasta czu ł ość  m etody. 
 

 

  
R y s .  4 .   Z a l e ż n oś ć  z m i a n  f a z y  ∆ Φ  od  d ob or u  c z ę s t ot l i w oś c i  f0 
F i g .  4 .   T h e  d e p e n d e n c e  of  p h a s e  c h a n g e s  ∆ Φ  u p on  t h e  c h oi c e  of  f r e q u e n c y  f0 
 

P onieważ  rozkł ad prawdopodob ień stwa f azy W G W M  jest roz-
kł adem  norm alnym , teg o typu  rozkł ad b ędzie m iał o ró wnież  es-
tym owane opó źnienie. 

W  analizie widm owej syg nał ó w stacjonarnych ob ecnie najczę-
ściej stosu je się alg orytm y F F T  b ezpośrednio dla cią g u  pró b ek 
syg nał ó w, u zyskanych ze stał ym  odstępem  pró b kowania ∆ t , b ędą -
cym  odwrotnością  odpowiednio dob ranej częstotliwości pró b ko-
wania f s, oraz procedu rę nazywaną  m etodą  W elcha. P rzeb ieg a ona 
następu ją co [ 4 , 12 ]  :  
• zb iory pró b ek syg nał ó w xn i yn o dł u g ościach N t o t a l  dzielone są  

na Nd jednakowych seg m entó w o liczb ie pró b ek N; 
• każ dy seg m ent podleg a okienkowaniu  wyb raną  f u nkcją   

okna, przy czym  seg m enty te m og ą  się częściowo nakł adać   
( ov erlapping ) ; 

• dla każ deg o seg m entu  wykorzystu ją c skoń czoną  dyskretną  
transf orm atę F ou riera wyznacza się odpowiednie zg ru b ne esty-
m atory g ęstości widm owych m ocy )f(Ĝ kxx , )f(Ĝ kyy  i wza-
jem nej g ęstości widm owej )f(Ĝ kxy  dla dyskretnych wartości 
częstotliwości 110 −== N,..,k,tN/kf k ∆  ( do dalszej analizy 
wykorzystu je się pierwsze 2110 /)N,..(,k −=  wartości) . R oz-
dzielczość  w dziedzinie częstotliwości wynosi tN/f ∆∆ 1= ; 

• koryg u je się wpł yw okienkowania przez wym noż enie zg ru b -
nych estym atoró w g ęstości widm owych przez odpowiedni 
wspó ł czynnik, zależ ny od typu  okna. 
Z e wzg lędu  na b ardzo zł e wł aściwości statystyczne estym ato-

ró w g ęstości widm owych konieczne jest ich wyg ł adzanie.  
W  przypadku  stosowania wyg ł adzania odcinkoweg o u średnia się 
u zyskane estym atory zg ru b ne u zyskane dla wszystkich Nd seg -
m entó w. E stym ator f azy W G W M  ob licza się z zależ ności 




= )()()( xyxy kkkxy fĈfQ̂arctgfΦ̂ , g dzie C x y ( f)  i Q x y ( f)  są  od-
powiednio częścią  rzeczywistą  i u rojoną  wzajem nej g ęstości 
widm owej m ocy. Z wykle procedu ry nu m eryczne stosowane do 
ob liczania wartości f u nkcji arctg  powodu ją  powstawanie niecią -
g ł ości w przeb ieg u  f azy W G W M  ( rys. 1) , co og ranicza zakres 
u ż ytecznych częstotliwości. Dlateg o należ y dą ż yć  do wyelim ino-
wania teg o zjawiska stosu ją c procedu ry rozwijania f azy.  

U wzg lędniają c dyskretne wartości częstotliwości zależ ności ( 6 )  
i ( 13 )  dla wyb ranej częstotliwości f 0 k  przyjm ą  postać :   
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P onieważ  charakterystyka Ф x y ( f)  jest liniowa i przechodzi przez 

począ tek u kł adu  wspó ł rzędnych, opó źnienie m oż na wyznaczyć  

przy wykorzystaniu  wspó ł czynnika kieru nkoweg o a linii reg resji 
liniowej f azy W G W M  wzg lędem  częstotliwości:   
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E stym ator odchylenia standardoweg o estym atora wspó ł czynni-

ka  a m oż e b yć  przedstawiony jako [ 6 ] :   
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W ó wczas estym ator odchylenia standardoweg o estym atora 

opó źnienia po u wzg lędnieniu  ( 10 )  dla dyskretnych wartości czę-
stotliwości b ędzie m iał  postać :  
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P onieważ  w większości przypadkó w spotykanych w praktyce 

nie jest znana prawdziwa wartości f u nkcji koherencji, wartość  tą  
trzeb a zastą pić  estym atorem  ob liczonym  na podstawie wyg ł adzo-
nych estym atoró w g ęstości widm owych:   
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)f(G~)f(G~
)f(G~

)f(ˆ

1 1

2

1

2

2γ ,  ( 19 )  

 
B ł ędy statystyczne estym atora ( 19 )  opisywane są  zł oż onym i za-

leż nościam i i nie jest m oż liwe analityczne określenie ich wartości 
dla nieznanej rzeczywistej wartości f u nkcji koherencji [ 5 ] . W  celu  
og raniczenia wartości tych b ł ędó w, oraz wpł ywu  innych przyczyn 
ob cią ż enia estym atora zaleca się zwiększanie liczb y u średnień  ( Nd 
tym  większe, im  m niejsza wartość  f u nkcji koherencji)  oraz liczb y 
pró b ek ( N > > l, g dzie l = τ0/ ∆ t )  [ 2 ,6 ,10 ] . K onsekwencją  zastosowa-
nia estym atora ( 19 )  w m iejsce rzeczywistej wartości f u nkcji kohe-
rencji w zależ nościach ( 15 )  i ( 18 )  m oż e b yć  rozrzu t wartości 
u zyskiwanych ocen odchyleń  standardowych dla kolejnych reali-
zacji syg nał ó w. 

E ksperym entalne odchylenie standardowe estym atora wspó ł -
czynnika kieru nkoweg o prostej reg resji ]â[s  m oż e b yć  określone 
[ 6 , 13 ]  na podstawie u zyskanych z pom iaró w wartości f azy 
W G W M  ze wzoru :   
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E stym ator eksperym entalneg o odchylenia standardoweg o esty-

m atora opó źnienia ( 16 )  m oż na wyznaczyć  z zależ ności:  
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We wzorach (20) i (21 ) m ozn acza l iczb ę wart oś ci uwzg l ędn io-
n ą  p rzy ob l iczan iu p ros t ej reg res ji (n iek on ieczn ie mus zą  b yć  
wyk orzys t an e ws zys t k ie N/ 2 wart oś ci) C zęs t o częś ć  wart oś ci 
p omija s ię ze wzg l ędu n a wys t ęp ują ce zn iek s zt ał cen ia charak t ery-
s t yk i f azowej.  W t ak im p rzyp adk u es t ymat or op ó źn ien ia (1 6 ) 
ró wn ież n al eży wyzn aczyć  n a p ods t awie t ych s amych m wart oś ci 
f azy i częs t ot l iwoś ci.  
 
4. E k s p e r y m e n t  s y m u l a c y j n y  
 

W cel u ek s p erymen t al n ej weryf ik acji wł aś ciwoś ci met ody wy-
k orzys t an o op rog ramowan ie L ab V I E W,  k t ó re wyb ran o ze wzg l ę-
du n a p l an owan ą  real izację w t ym ś rodowis k u p rzyrzą dó w wirt u-
al n ych do p omiaru op ó źn ien ia.  G en erowan o wzajemn ie op ó źn ion e 
s yg n ał y s t ochas t yczn e,  b ędą ce dys k ret n ą  wers ją  model u (1 ) [ 1 4 ] ,   
i wyzn aczan o es t ymat ory f azy WG WM  dl a ró żn ych p aramet ró w 
s t at ys t yczn ych s yg n ał ó w oraz ró żn ych p aramet ró w an al izy.  P rzy-
k ł ad uzys k an ej b ezp oś redn io i z wyk orzys t an iem p rocedury roz-
wijan ia f azy charak t erys t yk i f azowej WG WM  p ok azan o n a rys .  5 .  
Nas t ęp n ie ok reś l an o op ó źn ien ie n a p ods t awie zal eżn oś ci (1 4 )  
i z wyk orzys t an iem reg res ji l in iowej (met oda n ajmn iejs zej s umy 
k wadrat ó w).  W p rzeds t awion ej t u p ierws zej f azie b adań  w cel u 
b ezp oś redn ieg o p oró wn an ia wł aś ciwoś ci ró żn ych odmian  met ody 
wyk on an o doś wiadczen ia p ol eg ają ce n a wiel ok rot n ym p owt arza-
n iu ek s p erymen t u dl a real izacji s yg n ał ó w o t ych s amych p arame-
t rach s t at ys t yczn ych.  Na rys un k u 6  p rzeds t awion o p rzyk ł adowe 
his t og ramy wyn ik ó w es t ymacji op ó źn ien ia dl a jedn eg o p un k t u 
charak t erys t yk i f azowej WG WM  (a) i z wyk orzys t an iem reg res ji 
l in iowej (b ) uzys k an e dl a zadan ej wart oś ci op ó źn ien ia 20 p ró b ek   
i l iczb ie p owt ó rzeń  5 00.  P ozos t ał e p aramet ry ek s p erymen t u:  
N = 2000,  Nd = 1 00,  f 0 k  = 4 00,  m = 6 00,  σ x/  σ z = 5 ,  c = 1 .   
 
 

  
R ys .  5 .   P r z e b i e g  f az y W G W M  p r z e d  ( 1 )  i  p o  z as t o s o w an i u  ( 2 )  p r o c e d u r y  

r o z w i j an i a f az y 
F i g .  5 .   P has e  o f  c r o s s -s p e c t r al  d e n s i t y f u n c t i o n  w i t ho u t  u n w r ap p i n g  ( 1 )   

an d  af t e r  u s e  p has e  u n w r ap p i n g  p r o c e d u r e  ( 2 )  
 
 

  
R ys .  6 .   H i s t o g r am y w yn i k ó w  e s t ym ac j i  o p ó ź n i e n i a d l a j e d n e g o  p u n k t u  c har a-

k t e r ys t yk i  f az o w e j  W G W M  ( a)  i  z  w yk o r z ys t an i e m  r e g r e s j i  l i n i o w e j  ( b )  
F i g .  6 .   H i s t o g r am s  o f  r e s u l t s  o f  t i m e  d e l ay e s t i m at i o n  w he n  o n e -p o i n t  o f  p has e   

i s  u s e d  ( a)  an d  w he n  l i n e ar  r e g r e s s i o n  i s  u s e d  ( b )  
 

W ob ydwu p rzyp adk ach uzys k an o ś redn ie wart oś ci op ó źn ien ia 
ró wn e wart oś ci zadan ej,  co ś wiadczy o b rak u ob cią żen ia,  n at o-
mias t  ek s p erymen t al n e odchyl en ie s t an dardowe w p rzyp adk u 
es t ymacji z wyk orzys t an iem met ody reg res ji l in iowej b ył o dzie-
s ięciok rot n ie mn iejs ze n iż dl a met ody jedn op un k t owej.  
 
5 . P o d s u m o w a n i e  
 

S t at ys t yczn a met oda p omiaru op ó źn ien ia op art a n a an al izie 
p rzeb ieg u charak t erys t yk i f azowej wzajemn ej g ęs t oś ci widmowej 
mocy może b yć  zas t os owan a w warun k ach an al og iczn ych jak  
met ody k orel acyjn e.  Wadą  omawian ej met ody jes t  k on ieczn oś ć  
zas t os owan ia uś redn ian ia,  co wydł uża czas  p omiaru.  Z al et ą  jes t  
możl iwoś ć  zas t os owan ia w p rzyp adk ach,  g dy p rędk oś ć  l ub  op ó ź-
n ien ie s ą  f un k cją  częs t ot l iwoś ci (t zw.  oś rodk i dys p ers yjn e [ 2] ).  

W art yk ul e p rzean al izowan o b ł ędy s t at ys t yczn e met ody,  od k t ó -
rych w g ł ó wn ej mierze zal eży dok ł adn oś ć  p omiaru.  S t wierdzon o,  
że n ajmn iejs ze wart oś ci odchyl en ia s t an dardoweg o op ó źn ien ia 
uzys k uje s ię dl a s yg n ał ó w o dużej k oheren cji oraz p rzy dużej 
l iczb ie uś redn ień .  G dy n ie jes t  wymag an a zn ajomoś ć  op ó źn ien ia 
dl a k on k ret n ej częs t ot l iwoś ci cel owe jes t  zas t os owan ie do ap rok -
s ymacji charak t erys t yk i f azowej WG WM  met ody reg res ji l in io-
wej,  co p owoduje zmn iejs zen ie warian cji es t ymat ora op ó źn ien ia.  
B adan ia wł aś ciwoś ci met ody b ędą  k on t yn uowan e p rzy wyk orzy-
s t an iu zaró wn o met od s ymul acyjn ych jak  i uk ł adó w oraz s yg n a-
ł ó w rzeczywis t ych.  
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