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Streszczenie

W artykule przedstawiono zasad¢ pomiaru czasu opdznienia przy wyko-
rzystaniu fazy wzajemnej gestosci widmowej mocy pomiarowych sygna-
16w losowych. Omoéwiono niektore whasciwosci metody i przeanalizowano
bledy statystyczne estymacji opoznienia. Przedstawiono przykladowe
wyniki badan symulacyjnych.

Slowa Kkluczowe: estymacja czasu opoOznienia, wzajemna ggstosé
widmowa mocy, bledy statystyczne, sygnaty losowe.

Statistical errors of time delay estimation
using phase of cross-spectral
density function

Abstract

This article presents the principle of time delay measurement employing
the phase of cross-spectral density function of measurement random
signals. Some features of the method are discussed and statistical errors of
time delay estimation are analysed. The results of simulating experiments
are presented.

Keywords: time delay estimation, cross-spectral density function,
statistical errors, random signals.

1. Wprowadzenie

W ostatnim potwieczu opracowano szereg metod pomiaru
opéznienia wykorzystujacych analize statystyczng sygnatow
losowych. Szybki wzrost mocy obliczeniowej sprzetu, szczegol-
nie w ostatnich latach, umozliwia ich wdrazanie oraz rozwijanie
kolejnych, wykorzystujacych ztozone algorytmy przetwarzania
danych [1]. Wér6d metod klasycznych, stosowanych dla sygna-
1ow stacjonarnych do najbardziej znanych naleza: metody kore-
lacyjne w dziedzinie czasu i metoda oparta na analizie charakte-
rystyki fazowej wzajemnej gestosci widmowej mocy w dziedzi-
nie czgstotliwosci. Do analizy sygnatow niestacjonarnych stosu-
je si¢ gléwnie metody parametryczne. W literaturze opisywane
sa takze metody wykorzystujace m.in. statystyki wyzszych
rzedow, transformaty Hilberta i falkowa. Zakres stosowania
poszczegdlnych metod zalezy gtownie od typu oraz parametrow
analizowanych sygnatéw i jest czgsto bardzo ograniczony. Przy-
ktadowo znajduja one zastosowanie w technice radarowej, radio-
astronomii, medycynie, stosowane sa do wykrywania drog prze-
noszenia zaktdcen, pomiarow predkosci, analizy zjawisk meteoro-
logicznych.

Metoda wykorzystujaca fazg wzajemnej gestosci widmowej
mocy jest jedng z szerzej stosowanych. Oprocz zastosowan tech-
nicznych [2-6] w publikacjach z ostatnich lat przedstawiane sa
aplikacje tej metody do analizy niektérych sygnatéw biomedycz-
nych [7-10].

2. Zasada wyznaczania opo6znienia z fazy
wzajemnej gestosci widmowej mocy

W wielu przypadkach pomiaru op6znien transportowych zalez-
no$¢ sygnatéw x(¢) i y(z) otrzymywanych z dwodch czujnikow
mozna przedstawi¢ wzorem:

y(t)=c-x(t—t,)+z(t)> (D

gdzie: x(t) - stacjonarny, ergodyczny sygnal losowy o normalnym
rozktadzie prawdopodobienstwa N(0, o,); c - staly wspotczynnik;
79 = d/V -opdznienie transportowe roéwne ilorazowi odlegtosci
rozmieszczenia czujnikow d i predkosci sygnatu V; z(¥) — stacjo-
narny, nieskorelowany z sygnatem x(z) szum biaty o rozktadzie
N(0, o).

Funkcje korelacji wzajemnej dla sygnatéw zwigzanych zalezno-
Scig (1) mozna przedstawi¢ w postaci [2]:

K (t)=E[(x()y(t+7)] =E[(x(t){cx(t+T—7,)+z(t+7)}] = )
=cE[(x(1){x(t+7 -1y )}] =cK  (T-7,),

gdzie E[ ] oznacza warto$¢ oczekiwana, a K,,(7) jest funkcjg auto-
korelacji sygnatu x(2).

Wykorzystujac zaleznosci taczace funkcje korelacji i gestosci
widmowe mocy, na podstawie réwnania (2) otrzymamy wzajemng
jednostronna gestos¢ widmowa mocy (WGWM) G,,(f) w postaci:

G, (f)=cG (fre ™" 3)

Wzajemna gesto$¢ widmowa mocy jest wielkoscig zespolona,
zalezno$¢ (3) mozna wigc zapisa¢ jako uktad rdwnan:

Go(f)=cGu(1), @

D,(f)=arg{ G (f)}=277,. ®)

Faza WGWM jest liniowa funkcja czgstotliwosci (dla predkosci
V' = const) i ma normalny rozktad prawdopodobienstwa. Z réwna-
nia (5) mozna wyznaczy¢ opdznienie

_ 2.(1)
To =~ 2wf (6)

W zaleznos$ci od notacji przyjetej przez producentdw oprogra-
mowania, dla sytuacji gdy sygnat x(¢) wyprzedza y(t) (> 0) uzy-
skuje si¢ dodatnie lub ujemne wartosci fazy WGWM. W niniejszej
pracy uwzgledniono ten drugi przypadek, stad minus w zaleznosci
(6) i pochodnych.

Przyktadowe przebiegi charakterystyk fazowych WGWM wza-
jemnie opdznionych sygnatéw stochastycznych x(z) i y(t) dla
dwoch roznych wartosci 7, przedstawiono na rys. 1. Z zaleznosci
(6) wynika, ze do wyznaczenia opdznienia dla wybranej czgsto-
tliwosci f'=f; wystarczy znajomos¢ wartosci funkcji @, (f)
(w radianach). Gdy nie jest konieczna znajomo$¢ opo6znienia dla
konkretnej czgstotliwosci, mozna zastosowa¢ metode regresji
liniowej do aproksymacji charakterystyki fazowej WGWM, co
opisano w dalszej cze$ci artykutu.
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Rys. 1. Przyktadowe przebiegi charakterystyk fazowych @,,(f) dla dwoch réznych
opoznien czasowych 7y, 1 7y,

Fig. 1. An exemplary courses of phase characteristics @,,(f) for two different time
delays 7y, and 7y,

3. Estymacja opd6znienia z fazy WGWM

Estymator fazy WGWM dﬁjxy (f) przy wymienionych na wste-
pie zatozeniach dotyczacych sygnatéw jest estymatorem nieobcia-
zonym. Wariancja tego estymatora moze by¢ aproksymowana
zaleznoScia [2, 4]:

1-y2(f)

Var[(ﬁxy (f)]z 3 }/2 7

, @)

gdzie y,,(f) jest funkcja koherencji, okreslajaca podobiefistwo
sygnatow w dziedzinie czestotliwosci i bedaca unormowana wza-
jemna gestoscia widmowa mocy. W praktyce wykorzystuje sie
kwadrat modutu tej funkcji:

G, (f)

_— 8
G.(1)GA(]) ®

ol =r3(f)=

Funkcja koherencji dla wszystkich czestotliwosci spetnia waru-
nek 0 < yzxym <1

Przy wyznaczaniu charakterystyk sygnatéw losowych (w szcze-
gdlnosci gestosci widmowych) zwykle stosuje si¢ wygladzanie
czestotliwosciowe lub odcinkowe. W tym ostatnim przypadku dla

liczby N, uérednien wariancja wygtadzonego estymatora @, ( f)
przyjmuje postac:

vald, (1)) -7 )
N, 2N

varld,(1)]=

a odchylenie standardowe o/ 451}, (f)] bedzie rowne:

(10

1-y2(f)]? _
2N,73(f)

a[@,«f)]z{

Odchylenie standardowe estymatora opoznienia wyznaczanego
na podstawie (6) przy znanych warto$ciach parametrow (9) lub
(10) mozna okresli¢ wykorzystujac formutg przenoszenia warian-
cji. Przy posrednim pomiarze wielkosci ¥ = f{X) odchylenie stan-
dardowe ofY] mozna okresli¢ z wyrazenia:

O'[Y] r

Z—;‘a[x], an

gdzie ofX] - odchylenie standardowe wielkosci X o normalnym
rozkladzie prawdopodobienstwa. W rozwazanym przypadku
Y =1y oraz X = @,,(f). Na podstawie (11) uzyskuje si¢:

11

1
ole )~ ool (1)) (12)
Ao, (f) '
dr,
Korzystajac z réownan (5), (10) i (12) po przeksztalceniach
otrzymuje si¢ zalezno$¢ pozwalajaca okresli¢ odchylenie standar-
dowe estymatora opdznienia dla f'=f, [11]:

~ 1 1_7,(2),(](0) %
U[T“]szm){zNﬂ;(fo)} . ()

Z analizy zalezno$ci (13) wynikaja nastgpujace wnioski:

e Odchylenie standardowe opdznienia dazy do zera gdy funkcja
koherencji przyjmuje warto§¢ 1, co bedzie miato miejsce
w przypadku braku zakldcenia w sygnale opdznionym (1).
Zaleznosci of7,]- f, :f(}/fy) dla kilku wartosci liczby
usrednien N, obliczone na podstawie (13) przedstawiono na
rys. 2.
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Rys.2. Zaleznosci /7, ] f, = f( ;/fJ ) dlaréznych wartosci liczby udrednien Ny
Fig.2. The dependence o/ 7, ] - f, = f(y2, ) for different values of N,

averaging number

e Odchylenie standardowe opdznienia maleje przy wzroscie Ny,
ale zwigkszanie liczby usrednien wydtuza czas pomiaru. Obli-
czone z (13) zaleznosci o /7, ] - f, = (N, ) dla kilku warto$ci

funkcji koherencji pokazano na rys. 3.
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Rys.3. Zalemoici o[7, - f, = f(N, ) dlaréznych wartosci funkcji koherencji
Fig.3. The dependence /7, ]- f, = f(N, ) for different values of coherence

function

e Odchylenie standardowe opdznienia jest odwrotnie proporcjo-
nalne do czgstotliwosci fy, dlatego nalezy wybiera¢ duze warto-
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$ci tej czestotliwoscei. Dla wigkszych wartosci f przy tych sa-
mych zmianach opéznienia rosng tez zmiany fazy WGWM
(rys. 4), a wigc wzrasta czutos¢ metody.

(D)

o=y,
AD=AD,

Rys. 4. Zalezno$¢ zmian fazy A® od doboru czgstotliwosci f
Fig. 4. The dependence of phase changes A® upon the choice of frequency f;

Poniewaz rozktad prawdopodobienstwa fazy WGWM jest roz-
ktadem normalnym, tego typu rozktad bedzie mialo réwniez es-
tymowane opdznienie.

W analizie widmowej sygnatow stacjonarnych obecnie najczg-
Sciej stosuje si¢ algorytmy FFT bezposrednio dla ciagu probek
sygnatow, uzyskanych ze statym odstepem probkowania Az, beda-
cym odwrotno$cia odpowiednio dobranej czgstotliwosci probko-
wania f;, oraz procedurg nazywang metoda Welcha. Przebiega ona
nastepujaco [4, 12] :

e zbiory probek sygnatdw x, i y, o dtugosciach N, dzielone sg
na N, jednakowych segmentow o liczbie probek N;

e kazdy segment podlega okienkowaniu wybrang funkcja
okna, przy czym segmenty te moga si¢ czgsciowo nakladaé
(overlapping);

e dla kazdego segmentu wykorzystujac skonczong dyskretng
transformate Fouriera wyznacza si¢ odpowiednie zgrubne esty-

matory gestosci widmowych mocy Gxx( fi)s é}y (f,) iwza-

jemnej gestosci widmowej éxy (f.) dla dyskretnych wartosci

czestotliwosei f, =k/NAt, k=0,1,..N —1 (do dalszej analizy

wykorzystuje si¢ pierwsze k£ =0,1,..(N—1)/2 warto$ci). Roz-
dzielczo$¢ w dziedzinie czgstotliwosci wynosi Af =1/ NAt;

o koryguje si¢ wplyw okienkowania przez wymnozenie zgrub-
nych estymatoréw gestosci widmowych przez odpowiedni
wspotezynnik, zalezny od typu okna.

Ze wzgledu na bardzo zte wlasciwosci statystyczne estymato-
row gestosci widmowych konieczne jest ich wygtadzanie.
W przypadku stosowania wygtadzania odcinkowego usrednia si¢
uzyskane estymatory zgrubne uzyskane dla wszystkich N, seg-
mentéw. Estymator fazy WGWM oblicza si¢ z zaleznosci

b, (1) =arctg| 0,,(£) /€, (1) |- sdrie Coth) | 0ot 53 00

powiednio czgécia rzeczywista 1 urojong wzajemnej gestosci
widmowej mocy. Zwykle procedury numeryczne stosowane do
obliczania warto$ci funkcji arctg powoduja powstawanie niecig-
glosci w przebiegu fazy WGWM (rys. 1), co ogranicza zakres
uzytecznych czgstotliwosci. Dlatego nalezy dazyé do wyelimino-
wania tego zjawiska stosujac procedury rozwijania fazy.

Uwzgledniajac dyskretne wartosci czestotliwosci zaleznosci (6)
i (13) dla wybranej czgstotliwosci fy, przyjma postac:

2 P (14)
o 2,
ol ]~ ! L=y (fu) |2 (15)
" 27 o 2Ndyfy(f0k)

Poniewaz charakterystyka @,,(f) jest liniowa i przechodzi przez
poczatek uktadu wspoétrzednych, opdznienie mozna wyznaczy¢
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przy wykorzystaniu wspétczynnika kierunkowego a linii regresji
liniowej fazy WGWM wzgledem czgstotliwosci:

N/2-1
| 2 LB

S = s 16
0 o0 2 N/2-1 5 ( )

k=0

Estymator odchylenia standardowego estymatora wspotczynni-
ka a moze by¢ przedstawiony jako [6]:

a[az(f)]} (17)

&[aj={ 2

Wowczas estymator odchylenia standardowego estymatora
opdznienia po uwzglednieniu (10) dla dyskretnych wartosci czg-
stotliwosci bedzie miat postaé:

1{ 1 N/“l—yfy(fk)}z

6[110]:7 2N, & }/fv(fk)

3, (18)

Poniewaz w wigkszosci przypadkow spotykanych w praktyce
nie jest znana prawdziwa wartosci funkcji koherencji, warto$¢ ta
trzeba zastapi¢ estymatorem obliczonym na podstawie wygtadzo-
nych estymatorow gestosci widmowych:

2

2 é.\'yi (fk )

Gy s
Cul 0G0 (L) S G (156 (fo)

Volfi)= » (19)

Bledy statystyczne estymatora (19) opisywane sg ztozonymi za-
lezno$ciami 1 nie jest mozliwe analityczne okreslenie ich wartosci
dla nieznanej rzeczywistej wartosci funkcji koherencji [5]. W celu
ograniczenia wartosci tych bledow, oraz wptywu innych przyczyn
obcigzenia estymatora zaleca si¢ zwigkszanie liczby usrednien (N,
tym wigksze, im mniejsza warto$¢ funkcji koherencji) oraz liczby
probek (N>>1, gdzie [ = t,/4¢) [2,6,10]. Konsekwencjg zastosowa-
nia estymatora (19) w miejsce rzeczywistej wartosci funkcji kohe-
rencji w zaleznosciach (15) i (18) moze by¢ rozrzut wartosci
uzyskiwanych ocen odchylen standardowych dla kolejnych reali-
zacji sygnatow.

Eksperymentalne odchylenie standardowe estymatora wspot-
czynnika kierunkowego prostej regresji s/a] moze by¢ okreslone
[6, 13] na podstawie uzyskanych z pomiaréw wartosci fazy
WGWM ze wzoru:

DB S )

stal= (m-1)|3

m |:i<fkd~5xyk (fk ):| { m }; . (20)
217

k=1

Estymator eksperymentalnego odchylenia standardowego esty-
matora opdznienia (16) mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

o=

1 . {ifk%(fk )}
e DXCHE VR
ax’(m-13 12| 7 W

k=1

s[fo]:is[é]:

2]
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We wzorach (20) i (21) m oznacza liczbe wartosci uwzglgdnio-
ng przy obliczaniu prostej regresji (niekoniecznie musza by¢
wykorzystane wszystkie N/2 wartosci) Czgsto cze$¢ wartoSci
pomija si¢ ze wzgledu na wystepujace znieksztatcenia charaktery-
styki fazowej. W takim przypadku estymator opdznienia (16)
réwniez nalezy wyznaczy¢ na podstawie tych samych m wartosci
fazy i czgstotliwosci.

4. Eksperyment symulacyjny

W celu eksperymentalnej weryfikacji wlasciwosci metody wy-
korzystano oprogramowanie LabVIEW, ktére wybrano ze wzgle-
du na planowang realizacj¢ w tym srodowisku przyrzadow wirtu-
alnych do pomiaru opéznienia. Generowano wzajemnie opéznione
sygnaly stochastyczne, bedace dyskretng wersja modelu (1) [14],
i wyznaczano estymatory fazy WGWM dla réznych parametrow
statystycznych sygnatéw oraz réznych parametréw analizy. Przy-
ktad uzyskanej bezposrednio i z wykorzystaniem procedury roz-
wijania fazy charakterystyki fazowej WGWM pokazano na rys. 5.
Nastepnie okreslano opodznienie na podstawie zaleznosci (14)
i z wykorzystaniem regresji liniowej (metoda najmniejszej sumy
kwadratow). W przedstawionej tu pierwszej fazie badan w celu
bezposredniego poréwnania wlasciwosci réznych odmian metody
wykonano doswiadczenia polegajace na wielokrotnym powtarza-
niu eksperymentu dla realizacji sygnatéw o tych samych parame-
trach statystycznych. Na rysunku 6 przedstawiono przyktadowe
histogramy wynikéw estymacji opdznienia dla jednego punktu
charakterystyki fazowej WGWM (a) i z wykorzystaniem regresji
liniowej (b) uzyskane dla zadanej wartosci op6znienia 20 probek
i liczbie powtorzen 500. Pozostale parametry eksperymentu:
N =2000, Ng= 100, fo, =400, m = 600, 6,/ 6,=5,c= 1.

$ [rad]
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-5,0 \\L‘* B
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k

-55,0

0 100 200 300 400 SO0 600 700 800

Rys. 5. Przebieg fazy WGWM przed (1) i po zastosowaniu (2) procedury
rozwijania fazy

Fig. 5. Phase of cross-spectral density function without unwrapping (1)
and after use phase unwrapping procedure (2)
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Rys. 6. Histogramy wynikow estymacji opoznienia dla jednego punktu chara-
kterystyki fazowej WGWM (a) i z wykorzystaniem regresji liniowej (b)

Fig. 6. Histograms of results of time delay estimation when one-point of phase
is used (a) and when linear regression is used (b)

W obydwu przypadkach uzyskano $rednie wartosci opéznienia
réwne warto$ci zadanej, co $§wiadczy o braku obcigzenia, nato-
miast eksperymentalne odchylenie standardowe w przypadku
estymacji z wykorzystaniem metody regresji liniowej byto dzie-
sigciokrotnie mniejsze niz dla metody jednopunktowe;.

5. Podsumowanie

Statystyczna metoda pomiaru opdznienia oparta na analizie
przebiegu charakterystyki fazowej wzajemnej gestosci widmowej
mocy moze by¢ zastosowana w warunkach analogicznych jak
metody korelacyjne. Wada omawianej metody jest koniecznos¢
zastosowania usredniania, co wydluza czas pomiaru. Zaleta jest
mozliwo$¢ zastosowania w przypadkach, gdy predkosc lub opdz-
nienie sg funkcjg czestotliwosci (tzw. osrodki dyspersyjne [2]).

W artykule przeanalizowano btedy statystyczne metody, od ktd-
rych w gtéwnej mierze zalezy dokladno$¢ pomiaru. Stwierdzono,
ze najmniejsze warto$ci odchylenia standardowego opo6znienia
uzyskuje si¢ dla sygnatéw o duzej koherencji oraz przy duzej
liczbie usrednien. Gdy nie jest wymagana znajomo$¢ opoznienia
dla konkretnej czgstotliwosci celowe jest zastosowanie do aprok-
symacji charakterystyki fazowej WGWM metody regresji linio-
wej, co powoduje zmniejszenie wariancji estymatora opdznienia.
Badania wtasciwosci metody beda kontynuowane przy wykorzy-
staniu zaréwno metod symulacyjnych jak i ukladéw oraz sygna-
16w rzeczywistych.
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